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Vo  r  r  e  d  e. 

Aeussere  Umstände  haben  mich  veranlasst,  die  beiden  ersten 
Theile  meines  Werks  über  die  Linieugeometrie  za  veröffentlichen,  ehe 
ich  an  die  Bearbeitung  des  dritten  Theils  ging;  das  hat  natürlich  zur 
Folge  gehabt,  dass  in  diesem  mancherlei  nachzuholen  war.  Insbeson- 
dere bringt  er  ziemlich  ausgedehnte  Untersuchungen  über  die  Con- 
gruenz  2.  Grades;  vielleicht  ist  er  aber  doch  für  den  grösseren  Theii 
derselben  der  richtigere  Ori,  indem  sie  sieh  in  ihm  den  analogen 
Untersuchungen  über  den  Complex  2,  Grades  anschliessen. 

Die  spätere  Veröffentlichung  des  dritten  Theils  hat  mir  die  Mög- 
lichkeit verschafft,  einige  Mängel  der  beiden  ersten  Bände  zu  ver- 
bessern. 

Es  ist  mir  ein  Bedürfniss,  in  der  Vorrede  diejenigen  Schriften 
hervorzuheben,  welche  hauptsächlich  für  meine  Arbeit  werthvoU  und 
anregend  gewesen  sind.  Es  sind  dies  die  beiden  zusammenhängenden 
grosseu  Abhandlungen  von  Segre:  Studio  aulle  quadriche  in  uno  spazio 
lineare  ad  un  numero  qualunque  di  dimensiooi  und  Sulla  geometria 
delle  retta  e  delle  sue  serie  quadratiche,  welche  in  den  Memorie  der 
Turiner  Akademie  (Ser.  II  Bd.  36)  erschienen  sind,  Reye's  Abhand- 
lungen im  Journal  für  Mathematik  Bd.  95,  97,  1)8,  vornehmlich  die 
dritte  über  die  Gattungen  des  allgemeinen  Complexes  2.  Grades,  und 
Montesano's  Dissertation:  8u  i  complessi  di  rette  di  secondo  grado 
generati  da  due  fasci  projettivi  di  complessi  lincari  (Neapel,  1886). 

Auch  dieser  Band  beruht  grössteutheiis  auf  eigenen  Untersuchungen; 
ich  bin  vielfach,  auch  wo  synthetische  Arbeiten  vorlagen,  eigene  Wege 
gegangen;  andererseits  aber  galt  es,  analytische  Darstellungen  syn- 
thetisch umzuarbeiten.  So  basirt  z.  B.  ßeye's  Eintheilung  in  Gat- 
tungen auf  der  analytischen  Gleichung.  Mit  dieser  Eintheilung  hängt 
der  analytisch  sich  fast  unmittelbar  ergebende  Satz,  dass  durch  jeden 
Complex  2.  Grades  ein  Büschel  quadratischer  Systeme  4.  Stufe  von 
Gewinden  geht,  eng  zusammen;  ich  lege  deshalb  Werth  auf  die  beiden 
synthetischen  Beweise  dieses  Satzes,  die  ich  seit  dem  Frühjahr  1894 
besitze. 
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VI  Vorrede. 

P.  Klein  hat  es  znerst  atiagesprochen,  dasa  die  Liiiiengeometne 
die  Geometrie  auf  einer  (vierdimetisionalen)  Flüche  2.  Grades  in  einem 
Räume  von  5  Dimensionen  ist.  Von  diesem  Gesichtspunkte  ist  Segre 
aasgegangen;  deshalb  untersucht  er  in  der  ersten  der  beiden  genannten 
Abhandtungen  die  Flächen  2.  Grades  in  einem  linearen  Räume  von 
beliebig  vielen  Dimensionen.  In  den  Besprechungen,  welche  Loria 
und  Schonfhea  den  beiden  eisten  Theden  meines  Buches  haben  zu 
theil  weiden  li  aen  weisen  sie  mich  luf  diesen  Weg  und  erwähnen, 
dasa  dui(,h  Benutz  mg  der  einfachsten  ^itze  lus  der  Geometrie  der 
mehrd  mensiinilen  Räume  die  Kipitel  des  ersten  Theila  über  die  fünf- 
tich  uutndliche  JUannij,fiIti^keit  dei  dewinle  und  die  in  ihr  enthal- 
tenen Büschel,  Netze,  Gebüsche,  Gewebe  sieh  weaentlich  kürzer  hätten 
geatalten  lassen. 

Ich  glaube  nicht,  dass  ich  meine  Daratellung  ändern  würde.  Zu- 
nächst werden  doch,  wie  auch  anerkannt  wird,  auf  meinem  längeren  Wege 
eine  ziemliche  Anzahl  von  einzelnen  Eigenschaften,  Beziehungen  und 
Oonatruetionen  zum  Auadruck  gebracht,  die  sonafc  versteckt  geblieben 
wären  und  die  auch  später  vielfach  von  Nutzen  sind.  Vor  allem  aber 
halte  ich  den  Weg  durch  die  mehrdimensionale  Geometrie  zur  Linien- 
georaetrie  nicht  für  pädagogisch  richtig,  nicht  für  geeignet  in  einem 
Buch,  das  in  die  Liniengeometrie  einführen  soll:  man  wolle  doch  nicht 
das  Anschauliche,  die  Liniengeometrie,  durch  das  Nichtansc hauliehe, 
die  mehrdimensionale  Geometrie,  beweisen;  ich  denke  in  dieser  Be- 
ziehung wie  mein  Freund  Reye  und  schlieaae  mich  aeinen  Aeusse- 
rungen  im  Journal  f.  Mathematik  Bd.  107  8.  162  an,  will  aber  keines- 
wegs das  Verdienstliche  der  Sogre'schen  Monographie  verkennen. 

Umgekehrt  hingegen  glaube  ich,  durcli  jene  längeren  Kapitel,  so- 
wie auch  durch  dasjenige,  in  dem  die  Abbildung  des  Strahlenraums  in 
eine  vierfach  unendliche  lineare  Mannigfaltigkeit  von  Flächen  2.  Grades 
und  in  den  linearen  Punktraum  von  4  Dimensionen  besprochen  wird, 
dem  Studium  der  mehrdimenaionalen  Geometrie  zu  dienen.  Und  so 
hoffe  ich  auch,  im  dritten  Bande  dem  Wunsche  von  Schönflies  ent- 
sprochen und  die  Beziehung  der  Linien geometrie  zu  den  mehrdimen- 
sionalen Speculationen  eingehend  berücksichtigt  zu  haben  durch  die 
ausführliche  Behandlung  der  vierfach  unendlichen  quadratischen  Systeme 
von  Gewinden.  Aber  ich  bleibe  bei  diesen  Systemen  von  Gewinden, 
realen  Gebilden ,  und  verwandle  sie  nicht  in  vierdimensionale  Punkt- 
flächeu  2.  Grades  eines  fünfdimensionalen  Raums. 

Hätte  ich  nicht  auch,  den  Weg  durch  die  mehrdimensionale  Geo- 
metrie einschlagend,  das  Studium  meines  Buchs  erschwert?  Das  muss 
ich  um  so  mehr  annehmen,  nachdem  ich  die  Besprechung  von  Schotten 
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Vori-ede.  VII 

gelesen,  welcher  der  Ansicht  ist,  dass  wenige  Studirendo  am  Sclilusse 
ihrer  UniversitUtszeit  hinreichende  Kenntniss  zum  Verständniss  des- 
selben haben  werden.  Und  so  wie  die  Verhältnisse  heute  bei  uns  in 
Deutschland  liegen,  wo  Analysis  und  Algebra  den  mathematischen 
Universitäts- Unterricht  beherrschen  und  die  Geometrie  stark  in  den 
Hintergrund  drängen,  hat  er  vielleicht  nicht  Unrecht,  In  Italien,  das 
die  dortigen  Mathematiker  schon  als  aquilifera  delU  geometria  pura 
bezeichnen,  ist  es  anders;  italienische  Schriften  habe  ich  am  meisten 
benutzt  und  habe  auch  umgekehrt  den  Eindruck  erhalten,  dass  mein 
Buch  in  Italien  am  meisten  gelesen  wird. 

Wenn  die  Studirenden  durch  geometrische  Vorlesungen  ordentheh 
vorbereitet  werdeu,  dann  sind  sie  nicht  erst  am  Schlüsse  ihrer  Stu- 
dienzeit allenfalls  reif,  mein  Buch  zu  lesen;  ich  habe  hier  vor  Stu- 
denten des  4.  und  5.  Semesters  eine  Vorlesung  über  Liniengeometrio 
gehalten,  in  die  ich  auch  schon  Abschnitte  aus  dem  dritten  Bande 
aufgenommen. 

Herr  Schotten  wünscht,  ich  möchte  die  nothwendige  Literatur 
angeben;  ich  bleibe  bei  dem,  was  ich  in  der  Vorrede  des  ersten  Bandes 
gesagt,  dass  ich  im  allgemeinen  das  Studium  der  Schrbter'schen  und 
Reye'schen  Bücher  und  die  Bekanntschaft  mit  den  allgemeinsteu 
Sätzen  Über  die  höheren  Curven  (einschliesslich  der  mit  dem  Ge- 
schlechte zusammenhängenden)  für  eine  hinreichende  Vorbereitung 
halte;  das  von  Schotten  angegebene  Buch  ist  freilich  ungeeiguct- 

Dieser  dritte  Band  sei  dem  Andenken  an  Steiner  (geb.  18.  Milrz 
1796)  gewidmet,  dessen  hundertjähriger  Geburtstag  in  das  Jahr  fallt, 
in  welchem  er  erscheint. 

Breslau,  ira  September  1896. 
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Der  allgemeine  Complex  zweiten  Grades. 
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zugeordnet  werden.  ^^.^^ 

511,  5ia.  Die    einer   Geraden   zugeordneten  Correapondeuzen;   Polare,   Poliir- 

Strahlenneta,  Polargewinde  einer  Geraden l 
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die  Kegelschnitte  [ff],  Kegel  [D];  gegenseitige  Lage  dieser  Elemente    28 
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822,  823.  Abbildungen,  Mannigfaltigkeit;  Specialfall  [(11)4] 441 

IV. 

824.  Die  beiden  windschiefen  Doppeletrahlen  von  [(11)1111]  vereinigen 
sich:  [(21)111];  die  Grundfläche  £^i' von  Montesano's  Abbildung 
wird  ein  Kegelschnitt 442 

826.  SpecialfäJle  [(21)21],  [(21)3],  [(21)(11)1],  [(21)(21)] 444 

826,  827.  *  ist  eine  Regelfläche  4.  Grades  mit  einer  dreifachen  Geraden, 
welche  einfache  Leitgerade,  doppelte  Erzeugende  ist  (Art  XII): 
Complex  [(31)11]  und  Specialfall  [(41)1] 445 

828.  Diese  Fläche   zerfallt  in   eine   Cajley'sche   cubische   Regelfläche 

und  einen  Strahlenbüsohel :  [(31)2],  [{51)] 447 
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endlich   welen   Dup);  el 


829.  Eine  Regelachaar  ^  von   Doppol  strahlen,    *  ist   die  Tr^gerflachi, 

doppelt;  eioe  Schaar  von  Strablen netzen,  Manmgfilti^lieit  14  449 

830,  8S1,  Stationäre  Geraden;  eonainguläre  Compleie  eizeuRt  dinch  consin 
guläre  involutorische  Corte spondenaen  [2]  in  dpr  Leitachaar  qj  von 
d\  unter  ihnen  der  Tangentenoomplex  von  *  und  drei  doppelte 
Gewiode;    Grad  2    der   Reihe;    ein    fundamentales   Netz   duich  (f 

[(111)111] 451 

Psa,  833.  Zweierlei  EegelBchaaren 455 

834.  Unter  den  8^  durch  den  Complej:  ein  dreifach  Bpecialisirtes  mit 
einem  doppelten  Netze  und  c»^  Gebüschen,  die  durch  dasselbe 
geben;  ea  ist  dem  Tange ntencorap lese  und  den  aiiageKeicbneten 
Tangentialge winden  augeordnet,  welche  je  lilngs  eines  Strahleu- 
netzea  berühren 457 

885.  Das  Bild  F,>  in  Montesaiio's  Abbildung  ist  ein  Eegel  a.  Grades    469 

11, 

836,  837.  Speoialfälle    durch    Vereinigraig    stationärer    Geraden      [(111121] 

[(lll)S],  [(lll)(U)l],  [(111)(21)] 4™ 

838.  Der  Tangentencomplex  einer  Fläche  3.  Grades  mit  zwei  lundimeii 

talen  Netaeur  [{Ill)(lll)]  und  seioe  Eegelsch aar  Systeme  462 

839  —  841.  Die  Regelschaaven  ^  und  d  zerfallen  in  je  zwei  Strahlenbu^chel 
[(211)11],  [(311)1],  [(211)2],  [(211)(10],  [(411)]  MannigfaltigkPit 
und  Montesano'a  Abbildung    .  4h4 

842—844  Die  Büschel  fallen  zusammen;  dei  Complex  besticht  ins  emv\ 
Reibe  von  singulären  Strablennetzen,  von  denen  zwei  lauter  sm 
gulaie  Strahlen  enthalten,  die  allen  consuiguliren  Complexen  p,p 
uifinsam  smd;  [(221)1],  [321];  MannigflUigkcit  4L 

m 

845,  84b  Em  Busthel  von  Doppel  strahlen,  .ff,'  ist  ein  Pnnktepaai,  ?wei 
■^chaaren  von  Sti  ahlennetaen  die  einen  Leitgeraden  bilden  einen 
Kegel  2  Grales,  die  andern  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  zwei 
Geiadc  ans  dem  Doppelbilschel  sind  beiden  gemeinsam,  S  besteht 
aus  Kegel,  Kpgelachmtt  dem  doppelten  Biiadel  um  die  ^pit/e  dps 
Eegels,  der  doppelten  Ebene  des  Kegelschnitts  471 

847  Die  beiden  eraeugenden  Projeetivitäten,  die  stationären  Elemente, 

die  beiden  Congrnenien  singularer  Strahlen  473 

848  Die  consmgulären  Cotnplese,  Grad  2,  die  beiden  loolirten  Funda 
mental  Gewinde  [(22111],  Kerncomplex  emer  specieilen  Corre 
lation,  Sieciaiail  [1,32)1]  476 

849—853,  Dei  Kegtl  oder  dei  Kegelschnitt  oder  beide  zerfallen    [(22)2]  und 

[(22)2]",  [(42)]'  und  [(43)]",  [(23)(11)],  [(33)] 4T8 

853    Complex  der  Treffgeradea  eines  Kegelschnitts,  der  Tangenten  eines 

Kegels  2.  Grades:  [(222)]',  [(222)]" 482 
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854.  Mannigfaltigkeit  und  Abbilduog,  naob  Montesano,  der  voran- 
gehenden Complexe 483 

Zuaammpnstellung   in   Tabellen. 

855.  UnmogliLbkeit  fundamentalpi  GeVraache  von  Gewindea;  Zusammen- 
stellung der  gefnndentn  49  (bezw  55)  Arten  nach  der  ßezeicli- 
nung  und  nacK  dm  Mannigfaltigkeit 184 

856.  ZuBammenstellung  nach   dei   Zahl   und   Lage    der  Doppebtrahlen 

und  nuh  der  BeaciixÖBnheit  der  -.ingulären  Fläche 485 

Besondere  Illle   des   hirmonia    lien  Compleies. 
857,  H5R    D  e  Allen  aerfallen  in  4  Klassen,  ein  Doipelstiahl  entsteht,  wenn 
eine  Einte  des  gemeinsamen  Polaitetraeder'j  vm  /j,  fj  diese  Flä- 
chen  hiimomsch   schneidet,    haimomsLhe   Complexe   [21111]   und 
U")llll]  4S8 

859    HarmoaibChei  Complex   [22i]   und  [222]   ,  Painvin'scher  Complex 

füi   ein  Piiiboloid  489 

8i0  Hanno  Bischer  Comples  [(11)22]  auf  zwei  Weisen  erhalten;  Pain- 
vm  e  Complex  fnr  ein  gleichseitiges  Paraboloid;  der  Complei  der 
Äsen  dei  Gewmde  eines  Gebüsches  Sj  490 

8bl  Harmomscliei  Complex  [(ll){ll)li],  au  jedem  gehören  oo^  Paare 
f^,  /j  hirmonischer  Complex  für  awei  Kugeln,  Painvin's  Com- 
plex fdi  eine  Eotationsfiache  2    Giades  492 

862  Harmonischer  Complnx  [Ill)(lli2]  auf  melireie  Weisen  erzeugt, 
insbesondere  dirch  eine  apecielle  Correlation,  Painvin's  Com- 
plex für  em  üotationsparaboloid,  für  ein  Punktepaav;  Complex 
der  Geraden   mit   gegebenem  ^  eihaltuiss    der  Entfernungen   von 

awei  Punkten  494 

363— 8b5  HarmoniBchei  tetraedralei  Comile-?  [(l0(lli  11)]  und  [(22)(11)]; 
Complei  de»  Geraden  von  gegebenem  Momente  in  Bezug  auf  eine 
gegebene  Gerade,  harmonischer  Tangentencomplex 496 

866  [(22)11]  liefert  keinen  hacmoni''chen  Complex,  harmonischer  Com- 
plex [(42)]  497 

867  Ort  der  Strahlen,  welche  /wei  Fliehen  2  iTiides  nach  gegebenem 
Doppeherhaltnis'je  schneiden  498 

I 
868,  &F9   Die  zu  einem  Reviiade   geholigen   c  ibische  i  haiimcurven,   welche 

du  ch  3    2  oder  1  gegebenen  Punkt  gehen  500 

870  Die  Bpecielle  Eaimcurve  4  Ordnung  II  Ait,  in  welche  die  Tan- 
gentenflache emei  zu  einem  Gewinde  gehörigen  eubischcn  Ranm- 
carve  bei  dessen  eindeutiger  Abbildung  übergeht 503 

871  Bmige  Satze  zur  ein  zweideutigen  Abbildung  des  Gewindes  in  den 
Punktraum  .503 

II 
S72    InteiessantPs  Äiiftieten  dei  Sehnencougruen/  einer  eubiaohen  Raum- 
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873.  Die  Normalencongrueni  einer  Fläche  2.  GradeB  und  die  3  sn  dea- 

mischen  dualen  Tetraeder  ihrer  singuläten  Ebenen 

874  —  877.  Die  drei  confocalen  Congruenzen  (2,0)  zweiter  Art,  welche  bei  einem 
Dreiseite  einer  cubischen  Fläche  sich  ergeben;  ihre  drei  desmi- 
sehea  Tetraeder  der  ainguläien  Punkte  und  die  gemeinaame  Brenn- 
fläche  

878.  Eine  Erzeugung  der  CoDgruenz  (2,5) 

879.  Die  Congrnenz  (7,3)  der  Axen  der  Paraboloide,  die  ein  gegebenes 
Polartetraeder  haben 

Zusatz 

Verzeichniss  von  Benennungen 
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Der  allgemeine  Oomplex  zweiten  Grades. 


Die  CorrespoiKlenzeii,  die  Gerade,  das  Strahlemietz,  die  Gewinde  niid 
die  Fläclie,  welche  durch  ilin  einer  Geraden  zngeordnet  werden. 

Es  sei  r^  der  betrachtete  allgemeine  Compiex;  der  Kegel  2.  Ord-  511 
nung,    der  von  einetn  Ptinhte  X  an  ihn  kommt,   sei  mit  (X)    nnd  die 
Complexcm-ve  2.  Klasse  in  einer  Ebene  |  mit  (|)  iezeichnet 

Auf  einer  ieliebigen  Geraden  l  ruft  I^  drei  ähnliche  Correspondeiisen 
hervor,  wie  es  eine  Congraena  2.  Grades  thut  (II,  Nr,  377);  wir  wollen 
sie  in  derselben  Weise  bezeichnen.    Die  beiden  ersten  sind  involutorisch. 

In  der  ehteit,  [2]f ,  entsprechen  steh  ewei  Funkte  von  l,  weldie  Schnitte 
dieser  Geraden  mit  der  Complexcurve  in  irgend  einer  Ebene  dii/rek  sie 
sind,  zu  der  andern,  [2]e,  entsprechen  sich  zwei  Ebenen  durch  l,  welche 
den  Complexkegd  aus  irgend  einem  Funkte  von  l  berühren. 

ZwiachtH  den  Complexearvm  in  den  Ebenen  |  durch  l  und  deit 
Coni^lexkegeln  aus  den  Punkten  X  von  l  besteht  —  bei  jedem  Grade  des 
Complexes  —  die  Besiehmg,  dass,  wenn  eine  solche  Curve  (|)  die  l  in 
X  schneidet,  ihre  beiden  in  X  sich  schneidenden  unendlich  nahen 
Tangenten  Kanten  von  {X)  sind,  |  also  den  Kegel  (X)  berührt;  umd 
umgehört,  wenn  |  den  (X)  berührt,  geht  (|)  durch  X.  Somit  gelten  bei 
f^  2  Cttrven  (|)  durch  jeden  Punkt  X  von  l  und  swei  Kegel  (X)  be- 
rühren jede  Ebene  |  durch  l;  dem  X  entsprechen  in  [2]p  die  beiden  zweiten 
Schnitte  jener  Ourvm  mit  l,  der  |  in  [2]^  die  leiden  zweiten  Serührungs- 
eberten  dieser  Kegel  aus  l. 

In  der  dritten  Correspondenz ,  [2,2];,  entsprechen  jedemPunkte  X 
von  l  die  Serührungsebenen  |  aus  l  an  den  Kegel  (X),  jeder  Ebene  | 
durch  l  die  Schnitte  der  Curve  (|)  mit  l. 

In  jedem  Strahlen böschel  {X,  |),    zn  welchem   l  gehört,    wollen  512 
wir    zu    l    in    Bezug    auf    die    beiden    dem    Complese   T^    angehürigen 
Strahlen  den  vierten  harmonischen  Stralil  construiren;  da  die  genannten 
Strahlen  sowohl  die  in  |  gelegenen  Kanten  von  (X),   als   die  von  X 
kommenden  Tangenten  von  (|)  sind,   so  liegt  der  vierte  harmonische 
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2     Die  CorrespoiideüKen   Jedi'iii     Jis  ^tiaiilPoneU   die  Gewii  de   i    iie  Flat-lic. 

Strahl  ebenso  in  der  Polarebenp  von  ?  nach  (Tj  wie  er  duich  den 
Pol  von  l  nach  (§)  geht  Folghch  befinden  &ith  alle  diese  Pole  m 
allen  jenen  Polarebenen  und  konuei  diher  nur  m  einer  Geiiden  liefen 
durch  welche  diese  Ebenen  gehen 

Durch  dm  Coinplex  F  wml  jeäpt  Gcmlen  I  etm  andtti.  1  su 
geordnet,  die  wir  ihn,  Folaie  in  Bezug  auf  F"  nmnen  S^e  tst  so 
wohZ  der  Ort  der  Fok  lon  l  m  Bezug  auf  die  Complexcunen  m  dmi 
Ehenen  ^  durdi  l,  ah  auch  det  Ott  der  Polaiebemjt  lon  l  m  Bei^ug  auf 
die  Complexkegd  aus  den  Funkten  X  wn  l 

Die  Besiehung  swischen  l  tmd  l    ist  nicht  ticpio} 

Die  vierten  harmonischen  Sttahl&n,  uelche  det  Geladen  }  ^ugemdnd 
sind  in  Besug  auf  die  beiden  Sffdklen  von  F'  m  den  dtirch  1  gehenden 
StraJdeniüscheln  (X,  |),  erzeugen  das  Shaliknnets  \l,  i]  wekiies  die 
Folarcongruenz  oder  das  Folar  Sttahlennets  ton  l  tn  Bezug  auf  V  Äew>sf 

Die  dv/rch  dieses  Netz  gehenden  Gewinde  /lejsse«  du  Folatcomplexe 
oder  die  Polargemnde  von  l  in  Beauy  auf  P^ 

Der  Schnitt  des  Polai  Strahlennetzes  tiiit  r,  eine 
4.  Grades  (I,  Nr.  35),  wird  durch  die  Tangenten  der  Complej 
der  Ebenen  |  durch  l  in  ihren  Schnitten  mit  l  oder,  was  dasselbe  ist, 
durch  die  Kanten  der  Kegel  aus  den  Punkten  l,  in  denen  sie  von 
Ebenen  durch  l  berührt  werden,  gebildet. 

Wenn  p  mm  Folar-Sirahlermetze  von  l  gehört,  so  gehört  l  auch  zu 
dem  von  p;  oder  wenn  p  die  Gerade  l  und  ihre  Polare  V  trifft,  so  trifft 
l  auch  die  Polare  p'  von  p. 

5Vd  Auch  auf  einer  zweiten  Graden  m  rufen  die   Coinpleskegel    aus 

den  Punkten  von  l  eine  involutorisehe  Correapondenz  [2J  hervor,  weil 
durch  jeden  Punkt  von  m  diejenigen  beiden  von  diesen  Kegeln  gehen, 
welche  ihre  Spitzen  in  den  Schnitten  von  l  mit  dem  Complexkegel  aus 
jenem  Punkte  haben.  Nun  giebt  es  (I,  Nr.  23)  in  einer  involutorischen 
Correspondenz  [2]  stets  2  Paare  entsprechender  Elemente,  die  an  2 
gegebenen  Elementen  des  Trägers  harmonisch  sind.     Also: 

Der  Ort  der  Spitzen  derjenigen  Gomplexkegel,  in  Bezug  amf  welche 
swei  gegebene  Punkte  ü,  V  conjugirt  sind,  ist  eme  Fläche  3.  Grades  {ü,  V), 
welche  durch  U,  V  seihst  geht;  wie  Battaglini  gefunden  hat. 

Die  involutorisehe  Correspondenz  [2],  welche  durch  die  Complex- 
kegel, die  ihre  Spitzen  X'  auf  der  Polare  V  haben,  auf  l  entsteht,  ist 
die  [2jp  auf  l  seibat. 

Denn  die  Kanten  eines  solchen  Kegels  in  der  Ebene  |  ^  X'l  sind 
die  Tangenten  von  X'  an  die  Complexcurve  (|)  und  schneiden  (  in 
denselben  Punkten  wie  diese  Curve,  da  sie  dieselbe  auf  l  berühren. 
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welche  durch,  den  Complex  einer  Geraden  zugeordnet  werden.  3 

Betrachten  wir  die  Fläche,  welche  durch  die  Complexairven  m  den 
Ebenen  ^  durch  l  gMdet  wird.  Sie  ist  identisch  mit  der  Fläche,  welche 
von  den  Complexkegeln  der  Funlcte  X  auf  l  umhüllt  wird. 

Denn  jeder  Punkt  einer  Curve  (|)  gehört  als  Schnitt  zweier  un- 
endlicli  naher  Tangenten  derselben  zur  Schnifcteurve  der  beiden  Com- 
plexkegel,  welche  den  Schnitten  dieser  Tangenten  mit  l  zugehöreu. 

Wir  nennen  diese  Fläche  die  Complexfläche  von  l  in  Bezug  auf  T^*) 
und  hezddmen  sie  mit  (V);  l  mag  ihr  Träger  genannt  werden. 

Wegen  ihrer  daalen  Eutstehungsweisen  ist  diese  Fläche  {l)  gleicher 
Ordnung  und  Klasse  und  swar  vierter;  man  ersieht  sofort,  dass  l  auf 
ihr  sowohl  Doppelgerade,  als  Axe  eines  Büsdiels  doppeller  (in  zwei  Pnnk- 
ten  berührender)  Tangmttalämten  ist;  in  jeder  Ebene  |  durch  l  haben 
wir  noch  die  Curve  (|)  als  weiteren  Schnitt,  und  ebenso  aus  jedem 
Punkte  X  von  l  noch  den  Kegel  (X). 

Allgemeiner  aber  ergiebt  sich  die  Ordnung  von  (T)  (und  dual  die 
Klasse)  vermittelst  der  Charakteristikenformeln  (I,  Nr.  19)  für  die 
Kegelschnitte  (|),  welche  die  Fläche  Q)  erzeugen.  Weil  sie  in  den 
Ebenen  eines  Büschels  liegen,  in  jeder  Ebene  ein  Kegelschnitt,  so  ist 
ji  =  l;  der  Grad  von  V^  lehrt,  dass  zwei  von  ihnen  eine  gegebene 
Ebene  berühren:  die  Taugenten  sind  die,  welche  an  die  Complexcnrve 
dieser  Ebene  vom  Spurpunkte  von  l  kommen;  also  p  =  2.  Durch  die 
Entstehung  dieser  Kegelschnitte  ist  im  allgemeinen  ein  Geradenpaar 
ausgeschlossen:  ^  ^  0;  daher  liefern  die  genannten  Formeln: 

j-  =  4,         7}  =  4. 
Ersteres  bedeutet,  dass  4  von  diesen  Kegelschnitten  eine  Gerade  treffen. 

Dass  es  unter  ihnen  4  Punittepaare  giebt,  wie  das  zweite  Ergeb- 
niss  aussagt,  und,  dual,  unter  den  Complexkegeln  aus  den  Punkten 
von  l  4  Ebeuenpaare,  wird  uns  bald  von  Werth  sein. 

Wenn  Y  ein  Punkt  einer  von  den  Curven  (|)  ist,  so  sind  die 
beiden  in  ihm  sich  schneidenden  Tangenten  Kauten  des  Kegels  (1^; 
folglich  ist  I  Berührungsebene  dieses  Kegels  und  l  Tangente  desselben. 
Daher  ist  die  Complexfläche  (l)  auch  Ort  der  Funkle,  deren  Complex- 
liegel  die  Gerade  l  berühren,  und  wird  (dual)  von  den  Ebenen  eingehüllt, 
deren  Complexciirven  die  Gerade  l  treffen. 

Die  Oomplexkegel,  welche  ihre  Spitzen  auf  einer  Geraden  m  haben, 
erzeugen   auf  l   eine  involutorische  Correspondenz   [2];    die  4  Coinei- 


*)  Plücker  nennt  sie  in  der  Nenen  Geometrie  des  Eaumea,  je  nachdem  l 
endlicli  oder  unendlich,  fern  iat,  die  Metidiaa-,  beaw.  Aequatorialfläche  von  l.  Und 
die  Polare  V  nennt  er  nicht  Polare  in  Bezug  auf  F',  BOndern  in  Bezug  auf  diese 
Fläche  (7). 
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4      Die  Cürrespondenzea,  die  Gerade,  das  Strahlennetz,  die  Gewinde  ii.  die  Fläche, 

denzen  derselben  beweisen,  dass  es  auf  m  4  Punkte  glebt,  deren  Kegel 
l  berühren,  also  die  Ordnung  4  der  Complexfläche  (T). 

Suchen  wir  femer  bei  der  dualen  Erzeugung  den  Berührungspunkt 
einer  von  den  eiuhüUenden  Ebenen.  Die  Curve  (tj)  in  ihr  treffe  l  in 
X;  die  Tangente  a;  in  X  an  (ij)  ist  die  Berührungskante  von  ij  mit 
(X);  die  in  der  Ebene  xl  hefindliche  der  x  unendlich  nahe  Kante  des 
Kegels  aus  dem  Nachbarpunkte  des  X  auf  J  schneidet  x  in  einem  Punkte 
der  Berührungscurve  von  (X)  mit  {l),  also  in  dem  von  tj;  dieser  Schnitt 
ist  der  Berührungspunkt  von  x  mit  der  Oomplexcurve  in  der  Ebene  xl. 

Also  Berührungsptmid  einer  der  einhullmdei}  Ebenen  ri  ist  der  Be- 
rUhningsptmkt  der  Geraden,  welche  (tj)  in  thretn  Schnitte  mit  l  tangirt, 
mit  der  Complexcurve  in  der  diese  Getade  md  l  lerbindenden  Ebene. 

514  Betrachten  wir  die  Correspondenz  [2,  2]i  zwischen  der  Punktreihe 

l  und  dem  Bbenenbüsehel   l 

Jene  hat  4  Verzweigung  «punkte  A^,  A^,  A^j  A^,  denen  je  zwei 
zusammenfallende  Ebenen  entsprechen:  die  Doppeiebenen  im  Ebenen- 
büscbel.  Die  beiden  Ebenen  aber,  die  einem  Punkte  X  von  l  ent- 
sprechen, sind  im  allgemeinen  die  Tangentialebenen  aus  l  an  den 
Kegel  (X).  Nun  geholt  I  nicht  zum  Complexe  und  also  auch  zu 
keinem  der  Kegel  (X),  wenn  daher  die  J.,  entsprechenden  Ebenen 
zusammenfallen,  so  kann  dies  nur  dadurch  geschehen,  dass  der  Kegel 
{A^)  ein  Ebenenpaar  ist;  die  beiden  „ßerührungs ebenen"  aus  l  vereinigen 
sich  dann  in  der  Ebene  nach  der  Doppellinie  «,;  dass  es  auf  l  4  Funkte 
giebt,  deren  Coraplexkegel  Ebenenpaare  sind,  haben  wir  ja  eben  auch 
auf  andere  Weise  gefunden. 

Wir  erkennen  weiter,  dass  die  beiden  Punkte,  welche  dem  A^  in 
der  Correspondenz  [2]?  entsprechen,  sich  in  dem  zweiten  Schnitte  der 
l  mit  der  Complexcurve  in  der  Ebene  la^  vereinigen:  der  erste  Schnitt 
ist  der  Punkt  A,;  denn  da  der  Kegel  (J.J  von  dieser  Ebene  in  der 
Doppellinie  a^  geschnitten  wird,  so  repräsentirt  dieselbe  die  beiden  im 
Punkte  J.,  sich  schneidenden  unendlich  nahen  Tangenten  der  genannten 
Complexcurve. 

Daher  ist  A^  auch  Verzweigungapunkt  der  Correspondenz  [2]p 
und  der  erwähnte  zweite  Schnitt  zugehöriger  Doppelpunkt. 

Endlich  für  [2]^  ist  die  Ebene  la^  sich  selbst  entsprechende  Ebene. 

Also: 

Auf  jeder  Geraden  l  giebt  es  4  FunJde  A-^,  A^,  A^,  Ä^,  deren  Com- 
plexkegel  Bbenenpaare  sind: 

mit  den  DoppeUinien  Cj,  a^,  a^,  a^. 
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wKliihe  durcli  den  Complex  einer  Geraden  zugoordiiot  wntdcn.  5 

Die  i  Funkte  Ä,  sind  Versweigungspunhte  sowohl  von  [2 ,  2\i,  als 
von  [2]p;  die  4  Ebenen  la,  sind  die  Doppelebenen  von  [2,  2]j  und  die 
Coincidengebenen  von  [2]^. 

Ebenso  dual: 

Durch  jede  Gerade  l  giebt  es  i  Ebenen  ß,,  ß.^,  ß^,  ß.^,  deren  Com- 
plexcurven  in  Pttnktepaare  ausarten: 

B/,  B,";  B.;,  B,";  B^',  B,";  B/,  B/' 
mit  den  Doppellinien  i,,  6^,  63,  b^. 

Die  i  Ebenen  ßt  sind  Vergweigungsebenen  sowohl  von  [2,  2];,  als 
von  [2]e;  die  4  PimUe  Ib,  sind  die  ^gehörigen  DoppelpunTite  von  [2,  2]j 
und  die  Goincidenspunkte  von  [2]p. 

Für  jedes  der  beiden  Geradenquadrupel  at  und  bi  ist  die  Volare  V 
von  l  die  zweite  Treffgerade.  Denn  die  Polarebene  von  l  nach  dem 
Ebeueupaare  (Ä^  geht  durcli  Oi,  und  der  Pol  von  l  nach  dem  Punkte- 
paare (/Ü,)  liegt  auf  &;. 

Die  Schnittpunkte  eines  jeden  der  die  Fläche  (l)  erzeugenden 
Kegelschnitte  (|)  mit  l  sind  die  Berührungspunkte  seiner  Ebene  |  mit 
der  Fläche,  und  dual  die  Tangentialebenen  von  l  an  den  Complexkegel 
{JCj  eines  Punktes  Ü  von  l  sind  die  Berührnngs ebenen  der  Fläche 
in  X 

Also  sind  die  4  Tunkte  A^,  A^,  A^,  A^  die  Cvspidalpunläe  von  (ü) 
auf  ihrer  Doppelgeraden  l,  d.  h,  die  Punkte  mit  einer  einzigen  durch  l 
gehenden  Berührungsebene  lai;  und  die  Ebmten  ß,,  ß^,  ß^,  ß^  sind  die 
4  Ebenen  durch  l,  deren  beide  auf  l  gelegenen  Berührungspunkte,  in  Ibi, 
susammengerückt  sind.    Nennen  wir  solche  Ebenen  Cuspidalebenen. 

Aber  jede  Ebeite  ßi  berührt  nieht  blos  in  diesem  Punkte,  sondern 
längs  der  ganzen  (torsalen)  Geraden  bi,  da  diese  doppelt  gereclmet  die 
Schnitteurve  (ßi)  darstellt. 

Und  ebenso  ist  dual  im  Punkte  A,  nicht  blos  lot,  sondern  jede  Ebene 
des  Büschels  at  Berührungsebene;  so  dass  «;  die  ausgezeiebnete  Gerade 
des  Caspidalpunktes  Ai  ist  (II,  Nr.  405). 

Eine  solche  Gerade  —  dual  zu  einer  torsalen  —  mag  eine  Cuspir 
dalaxe  genannt  werden. 

Die  Punkte  A/  und  die  Ebenen  ßi,  als  die  einen  und  andern  Ver-  515 
zweiguiigselemente   einer  Correspondenz  [2,  2],  haben   dasselbe  Doppel- 
verhältniss  [l,  Nr.  15). 

NebmeiJ  wir  an,   dass  die  Bezeichnung   so  eingerichtet  sei,   dass: 

(^,J,-i.4)-((i,/i,ftfc). 

Die  beiden  Tangeoten   aus   einem   Punkte  X  von   l   an    die   Curve    in 


y  Google 
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einer  Ebene  |  dureh  l  sind  die  Schnittkanten  voa  |  mit  dem  Kegel 
(X),  ihre  Berührungspunkte  mit  (§)  zugleich  die  Berührungspunkte 
der  Ebenen,  welche  längs  der  Kanten  den  (X)  tangiren,  mit  der  Fläche 
(l).  In  der  Ebene  ß,  sind  dieselben  in  die  Punkte  B^',  B^'  gefallen, 
und  weil  die  Kanten  X-P/,  X5^"  verschieden  sind,  sind  auch  ihre 
Beriihrungsebenen  von  einander  und  von  |3^  verschieden.  So  erhalten 
für  jeden  der  beiden  Punkte  B^  ausser  ßy  noch  eine  Berührangaebene, 
und  die  übrigen  Punkte  X  von  l  bringen  noch  weitere. 

Bi&  8  Ihmkte  der  4  Twnkt^aa/re,  die  sidi  tinter  den  eizeugenden 
Kegelschnitten  der  Complexfläche  {l)  befinden,  sind  BoppeJpunkte  derselben. 

Sie  erniedrigen  die  Klasse  20,  die  einer  Fläche  4.  Ordnung  mit 
Doppelgeraden  zukommt,  um  2.8  auf  4  (11,  Nr.  420,  421).  Die  Geraden 
b(  sind  die  a.  a,  0.  besprochenen  torsalen  Geraden,  welche  je  zwei 
Knotenpunkte  verbinden  und  die  Doppelgerade  treffen. 

Ingleichen  sind  die  8  Ebenen  der  4  Uhenenpaare  (At),  die  sich  unter 
den  einhüllenden  Kegeln  befinden,  Boppel-Bertihrungsebeiien  der  Fläche  (l). 

Die  Berührungscurven  aller  Complexkegel  aus  den  Punkten  von  l 
mit  (l)  gehen  durch  die  8  Punkte  B. 

Demnach  sind,  weil  diese  Curven  als  Schnittcurven  zweier  Kegel 
2,  Grades  Raumcurven  4.  Ordnung  1.  Art  sind,  diese  8  Punkte  asso- 
eiirte  Punkte  (vergl.  auch  11  Nr.  490). 

Die  Complexhegel  aus  den  FunJcten  einer  Geraden  befinden  sich  in 
demselben  Flächennetae  2.  Ordntmg. 

Es  seien  U,  V  irgend  2  Punkte  auf  l]  der  Complexkegel  (ZJ/) 
Eerfällt  offenbar  in  den  Strahlenbüschel  (iJ/,  ^j)  und  einen  zweiten; 
da  die  Ebene  des  ersten  durch  l  und  ü,  V  geht,  so  sind  ersichtlich 
U,  V  in  Bezug  auf  dieses  Ebenenpaar  conjugirt ;  folglich  liegt  B,'  und 
ebenso  jeder  der  8  Punkte  B  auf  der  Fläche  {U,  V). 

Miihin  wird  das  Nets  äu/rch  die  8  Funkte  B  durch  die  Flächen  (U,V) 
gebildet,  welche  m  den  oa^  auf  l  möglichen  Funktepaaren  gehören:  jede 
Fläche  des  Netzes  schneidet  in  l  die  beiden  Punkte  U,  V  ein,  zu  denen 
sie  gehört. 

Die  Poiarebenen  von  l  in  Bezug  auf  die  Kegel  (X)  und  (Y)  von 
zwei  Punkten  X  und  Y  auf  l  schneiden  sich  auf  l';  also  enthält  diese 
Gerade  die  beiden  andern  Kegelspitzen  des  Büschels  [{X)(Y)}. 

So  zeigt  sieh  nun,  dass  die  Kegelspitsen-Ourve  unseres  Netses  sich 
msammensetst  aus  l,  V  und  den  4  Ebenenpaa/r-Doppellinien  «(,  und  dass 
die  Punkte  X'  der  Polare  t  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  8  Strahlen 
X' ißl, ..,,  B^')  auf  einem  Kegel  2.  Grades  hegen.  Die  diesen  Kegeln 
zugehörigen  U,  Y  sind  die  Paare  entsprechender  Punkte  von  [2]j.  auf  l. 

Wir  fanden,  dass  die  Gurve,  längs  deren  ein  Kegel  (X)  aus  einem 
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welche  durch  den  Complex  einer  Geraden  zugeordnet  werden.  7 

I^nlde  X  von  l  die  Complexfiät^e  Q)  herührt,  eim  Baumcmve  4.  Ord- 
nung 1.  AH  ist.  Der  Berührungspunkt  einer  Kante  x  eines  solclien 
Kegels  iat  der,  in  welchem  sie  die  Complexcurve  in  der  Ebene  Ix 
tangirt,  und  so  haben  wir  in  jeder  Ebene  |  durch  l  zwei  solche  Punkte, 
deren  Verbindungslinie  als  Polare  von  X  durch  den  Spurpunkt  1,'^ 
geht;  die  Kegelspitze  X  ergiebt  sich  als  Doppelpunkt  der  Raurueurve. 
In  den  beiden  Ebenen  durch  l,  welche  (X)  tangiren,  sind  diese  beiden 
Punkte  nach  X  gerückt;  diese  Ebenen  sind  die  beiden  Schmiegungs- 
ebenen  der  Kaumcurve  und  die  Kanten,  längs  deren  sie  (X)  tangiren, 
die  Tangenten  des  Doppelpunktes.  Kommt  X  in  einen  der  Punkte  Ai, 
so  zerlegt  sich  die  Raumcnrve  in  die  beiden  Kegelschnitte,  läogs  deren 
die  Doppel-B erährungsebenen  «/,  «/'  die  Fläche  (l)  tangiren.  Von  einer 
Ebene  ßi  wird  der  Kegel  (X)  geschnitten  in  den  Strahlen  aus  X  nach 
Bi  und  B{".  Kommt  aber  die  Spitze  in  den  Punkt  ®;  ^  iil,  so  fallen 
diese  Strahlen  in  hi  zusammen:  der  Kegel  aus  diesem  Punkte  berührt 
also  ßi  längs  ii  und  die  Complesfläche  ausserdem  noch  längs  einer 
mMschm  Baumcurve  Bi",  welche  in  S5,-  einen  einfachen  Punkt  hat  mit 
der  zweiten  B er ührungs ebene  aus  l  an  (S;)  und  ihrer  Berührungskante 
als  Schmiegungsebene  Zi  und  Tangente  (,-.  Weil  die  Verb  in  dun  gs  ebene 
der  beiden  Kanten  bi,  ti  Polarebene  von  l  nach  (58j)  ist,  so  trifft  auch 
ti  die  Polare  l\ 

Die  beiden  Tangenten  aus  SS;  an  die  Complescurve  (^)  in  einer 
Ebene  |  durch  l  berühren  in  den  weiteren  Schnitten  der  B.^  mit  %; 
ihre  Verbindungslinie,  die  Poliire  von  S,,  geht  durch  ^V,  den  Pol  von 
l;  also  treffen  alle  diese  Sehnen  der  Btt  die  l  und  V,  folglich  bilden 
sie  eine  ßegelschaar,  zu  deren  Leitschaar  l  und  V  gehören.  In  der 
Ebene  ßi  lallen  jene  Tangenten  in  ti  zusammen;  daher  wird  die  Sehne 
Tangente  der  Bi^  mit  dem  Berührungspunkte  auf  &*;  auch  sie  trifft  l' 
und  zwar,  da  Punkt  ßil'^biV  ist,  in  diesem  Punkte,  der  dadurch  sieh 
als  zweiter  Punkt  SS/  von  Bi'  auf  der  Sehne  &,■  herausstellt,  mit  in  ßi 
liegender  Tangente  (,-';  die  Ebene  ti'i'  ist  Eerührungseheae  des  Hyper- 
boloids der  beiden  Regeischaaren,  also  Schmiegungsebene  t,'  der  Bi^  in 
©/.  Neunt  man  nun  noch  S;  den  Schnitt  von  ti  mit  l'  oder  i/  und 
®/  den  von  t/  mit  l  oder  t;,  so  ist  58; S!/ 3),-®/  ein  Schmiegungstetra- 
eder  von  Bi^. 

Die  Ourve  Bi"  geht  durch  die  6  nicht  auf  Zi;  gelegenen  Doppel- 
punkte B;  die  drei  andern  Geraden  it  sind  Polaren  des  Sßi  in  Bezug 
auf  die  (ß^).  Also  gehören  sie  zur  Sehnen -ßegelschaar  der  Bi^  und 
bestimmen  sie.*) 

*)  Vergl.  Kleiber,  Zeitschr.  f.  Muthem.  Jalirg.  33   S.  349. 
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D  IJjitersuehen  wir  nunmehr  die  gegenseitige  Lage  der  8  DoppelpunJclc 

By,  . .  .,  Bl'  und  der  8  Doppel-Berükrungsebenen  a^',  . . .,  «/'. 

Der  Berülirangs-Kegelaehnitt  [«/]  Ton  «/,  der  den  vollen  Schnitt 
mit  (l)  bildet,  muss  die  Ebene  ß^,  deren  voller  Schnitt  ans  der  Doppel- 
geraden l  und  der  torsalen  Geraden  b^  bestellt,  auf  diesen  Geraden 
treffen,  also  in  zwei  getrennten  Punkten,  so  dass  der  Begegnungspuukt 
mit  bi  einer  der  beiden  Doppelpunkte  jS/,  B^'  auf  \  ist,  weil  sonst 
Berührung  von  [ßj']  mit  ^^  auf  i^  stattfäntle.  Daher  enthält  die  eine 
von  0wei  msammmgehikigen  Ebenen  «i  und  ihr  Berührungs-Kegelschniit 
4  Punkte  Bi  und  zwar  atis  jedem  Faare  dnen,  die  a/ndere  die  4  andern. 
Wenn  also  die  auf  [«i']  gelegenen  B^'\  B^,  B^,  B^  sind,  so 
liegen  B/,  B^\  B.j",  Bl'  auf  [«/'];  [«/]  muss  durch  2  Punkte  einer 
jeden  dieser  beiden  Gruppen  gehen,  weil  andernfalls  [ßg"]  durch  3 
gehen  müBste.  Nehmen  wir  nun  an,  dass  By,  ausser  auf  [«/'J,  noch 
auf  [«a'j,  [«3'],  [«4']  liege  —  so  weit  ist  es  blosse  Sache  der  Bezeich- 
nung — ,  so  müssen  die  3  andern  Punkte,  welelie  mit  B^  auf  [«/'] 
sich  befinden,  sich  auf  die  3  weiteren  S/  enthaltenden  Kegelschnitte 
so  vertheilen,  dass  B^'  auf  [«;,'],  B^'  auf  [«3'],  B/'  auf  [k/]  liegt; 
weil  diese  Vertheilung  allein  ku  der  vorausgesetzten  Projectivität; 

A,^A.,Ä^A^  A  ßj'-ßiß, 
führt. 

Wir  wollen,  um  dies  zu  erkennen,  die  dann  vollständig  bestimmte 
Vertheilung  der  Punkte  B  auf  den  Ebenen  cc  und  ihren  Kegelschnitten 
[a]  in  einer  Tabelle  hinschreiben;  es  liegen  in: 

b;\  b;,  b,',  b;-,     ui'-.  b;,  b;',  b{,  b;'-, 
[k,b]   «,':  b;,  b;',  b;,  b,;-,     a,"-.  b",  b;,  b^",  b/'-, 

B/,    B/,    B3",  B^;         «5":     B",  B/',  Bs',    B/; 

B,',  B;,  Bfl',  B.i";  «/':  B",  B/',  B/',  B,' . 
Aus  dieser  Tabelle  ist  umgekehrt  zu  entnehmen,  welche  von  den 
Ebenen  a  durch  jeden  Punkt  B  gehen  und  dessen  Änschmiegungskegel 
berühren.  So  wird  z.  B.  der  Änschmiegungskegel  [B/J  berührt  von 
a,",  «2',  ffj',  «/;  die  Tangente  b^  in  B^'  an  \a"]  ist  offenbar  eine  Kante 
desselben  und  zwar  die,  längs  deren  «j"  berührt.  Ferner  tangirt  ihn 
auch  ^1;  schneiden  wir  daher  jene  4  Berührungsebenen  mit  (3,  und 
«,",  so  erhalten  wir,  da  z,  B.  B^Äy  der  Schnitt  von  «/'  mit  ^, ,  6j' 
und  Bj'B'ä"  die  von  «,",  a^    mit  a^"   sind; 

b;(^.,  a^,  a^,  a.,)  a  b/(v, b",  b,",  b/')- 

Aber  auf  [a/'},  auf  dem  auch  J^  liegt,  haben  wir: 

B/(&/,  B,",  Ba",  b;')  a  ^i(b;,  b;',  b;',  b;'); 
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also: 

B,'(A,,  Ja,  A,_,  A,)  A  M^i,  K,  K,  ^h") 
oder; 

A,A^A,AiAßtß,ß,ß,: 
ileiin  Aj^B^',  ...  siiiJ  die  Schnitte  von  a,"  mit  ß^,  ....     Würden  wir 
aber  beispielsweise  B^",  B^",  B"  auf  «g',  «/,  k/   vertheilt   haben,  so 
ergäbe  sich: 

A,A,A,A,  A  B,'{A,,  A^,  A„  A^)  A  I^'iW,  A",  K,  Tll') 
A  A,{B-,  B,",  B-\  B:)  A  ßißiß,ßi- 
Diese  gegenseitige  Lage  der  B  und  a  entspricht  natürlich  dem  in 
II  Nr.  419  und  421  Gesagten;   hier  handelte  es   sieh   darum,  sie   aus 
den  Eigenschaften  des  Complexes  abzuleiten. 

Jeder  von  den  (i)  erzeugünden  Kegelschnitten  berührt  die  8  Doppel-  l 
Berührungsebenen,  wie  dual  jeder  yon  den  einhüllenden  Kegeln  durch 
die  8  Doppelpünlde  geht. 

Frojicirt  man  also  die  Gomplexmrven  in  den  Hhenm  durch  l  avs 
einem  der  Punicte  B  auf  eine  heliehige  Ebene  %,  so  ergibt  sich  eine  Kcgel- 
schnitt-Schaar  mit  den  Spuren  der  4  durch  den  B  gehenden  Ebenen  a 
in  OT  als  Grund tangenten ;  man  erkennt  leicht,  warum  eins  der  4  Punkte- 
paare verloren  geht. 

Die  Strablen  von  F^,  weiche  l  treffen,  berühren  alle  die  Oomplex* 
fläche  (l),  als  Tangenten  der  erzeugenden  Curven  oder  als  Kanten  der 
einhüllenden  Kegel. 

Daher  ist  die  Congruens  2.  Grades,  welche  aus  F*  durch  ein  Strahlen- 
gebüscJie  [l]  mtsgeschieden  wird,  diejenige  mit  der  singulären  Geraden  l, 
die  wir  in  Bd.  II  Nr.  490  als  Congrueng  der  Geraden  erhielten,  tvelche 
eine  Fläehe  4.  Ordnung  mit  einer  Doppclgeraäen  und  8  weiteren  Knoten- 
punkten berühren  und  die  Doppelgerade  fy-effm. 

Nehmen  wir  unter  den  8  Doppel-Berührungsebenen  5  heraus,  so 
befinden  sich  darunter  entweder  2  Paare,  deren  Schnittlinien  die  l 
treffen,  oder  nur  eins.  Wir  wollen  jenen  Pali  bevorzugen  und  erhalten 
folgende  Herstellungs weise  der  Fläche  (/): 

Eine  Gerade  l  und  5  Ebenen  «/,  «,",  a.^,  a^',  a^  sind  gegeben  in 
der  Lage,  dass  die  Schnittlinien  ff/ß/',  ß/ßj"  die  l  schneiden;  durch  die 
Kegelschnitte  in  den  Ebenen  von  l,  welche  die  5  gegebenen  Ebenen  oder 
ihre  Sptiren  tangiren,  entsteht  unsere  Fläche  ('.). 

Da  l  stets  durch  den  Schnitt  der  Spuren  von  ß/  und  ß/'  und  den 
der  Spuren  von  a^,  a^"  geht,  so  würde  ein  erzeugender  Kegelschnitt, 
welcher  l  berührt,  in  diese  beiden  Punkte  zerfallen;  aber  a^'  geht 
durch  keinen  von  beiden.    Daher  berührt  kein  erzeugender  Kegelschnitt 
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die  Gerade  I,  Daraus  folgt  dann  wiederum,  dass  die  Tangenten  dieser 
Currea  so  angeordnet  sind,  dass  von  jedem  Punkte  X  von  l  ein  Kegel 
2.  Grades  kommt;  die  beiden  Bcrührungsebenen  von  l  an  denselben 
lehren,  dass  durch  X  zwei  von  den  erzeugenden  Curven  gehen.  Die 
Fläche  ist  daher  4.  Ordnung  mit  l  als  Doppelgerade. 

In  den  Ebenen  von  l  nach  den  Punkten  a^'i^icc^',  «/«/',  «i"«/? 
«/'«ä")  zerfallen  die  Kegelschnitte  in  Punktepaare.  Diese  8  Punkte 
ergeben  sich,  wie  schon  Nr.  515,  als  conische  Doppelpunkte  der  Fläche; 
woraus  dann  wieder  (II,  Nr.  421)  folgt,  dass  sie,  ausser  den  5  ge- 
gebenen Ebenen,  noch  3  andere  conisehe  Doppel-Berührungsebenen  hat. 

Diese  Erzeugung  beweist,  dass  der  Fläche  die  Mannigfaltigkeit  17 
siilcommt;  denn  l  ist  in  oo*  Weisen,  «/,  a^',  k/  sind  je  in  co^  Weisen, 
«i",  Kg"  aber,  welche  durch  Ik,',  la^  gehen  müssen,  nur  in  je  oo^ 
Weisen  zu  wählen;  4  -j-  3,3  +  2.2  =  17.  Diese  ausgezeichneten  Ele- 
mente besitzt  aber  die  Fläche  nur  in  endlicher  Zahl. 

Die  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer  doppelten  Geraden  ohne  Knoten- 
punkte hat  die  Mannigfaltigkeit  25*),  welche  durch  8  Knotenpunkte 
auf  17  herabgebracht  wird. 

^  Mit  der  Complexfläche  (T)  sind  vier  Gewinde  verbunden. 

Wir  bestimmen  znoächst  ein  Gewinde  F  durch  die  5  Strahlen  l, 
die  Polare  V,  ferner  B^'B^",  B^B^',  B^'B^".  Die  beiden  Punkte,  in 
denen  6;  die  beiden  Geraden  l,  X  trifft,  sind  zu  den  beiden  Punkten 
B;,  Bi"  auf  bi  harmonisch;  denn  der  auf  V  ist  ja  Pol  von  l  in  Bezug 
auf  dieses  Comp! es- Punktepaar  (B/,  B");  darans  folgt,  dass  zu  der 
Regelschaar,  welche  durch  h.^,  hg  aus  F  ausgeschieden  wird  und  l,  V, 
B^'Bg"  enthält,  auch  B^'B^  gehört.  Folglieh  sind  B^'B^'  und  B^'B^, 
B"B^  auch  in  F  enthalten.  Die  Nullebene  von  B^  ist  daher  a^' , 
weil  in  sie  B^B{,  B^Bl'  fallen,  und  B^',  B^,  Bf,  B^,  Bf  haben 
Kg',  ßj",  ßg',  «/',  c/  ZU  Nullebenen.  In  af  liegt  B{'\  somit  werden 
Bf  B^  und  Bf{BfBl),  J}/{Bf,Bf,Bf)  Strahlen  von  F;  und 
folglich  sind  uf  af  die  Nullebenen  der  Punkte  Bf,  Bf  In  unserem 
Gewinde  F  sind  daher  dm  Punkten: 

Bf  Bf,  Bf  Bf,  Bf  Bf,  Bf  Bf 
die  Ebenen: 

polar. 

Dem  Punkte  A^^EEla{  entspricht  die  Ebene  IBf^ßi,  dem 
Strahle  i,^  B^'Bf  der  Strahl  c:faj^^:a^\  mithin  sind  in  Bezug  auf 

*)  Mathem.  Annale»  ßd.  21  S,  514. 
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welche  durcli  den  Complex  einer  Geraden  zugeordnet  weriJen.  1 1 

r  den  Punkten  A^,  Ä^,  Ä^,  A^  die  Ebenen  /Sj,  ß^,  ß^,  ß^  und  den 
Strahlen  b^,  b^,  \,  1)^  die  Strahlen  a^,  a^,  a^,  a^  polar. 

Die  singulären  Elemente  von  (l)  gehen  durch  Polarisinmg  in  Bemg 
auf  r  in  einander  über. 

Der  Beriihrungs-Kegelschnitt  [k,']  enthält  die  Punkte  A^,  B^", 
■^ä'i  -^b'i  -^i't  folglieh  geht  er  über  in  den  Anschmiegangskegel  \B^"\, 
welcher  von  (5j,  «/,  a^',  a^",  «.,"  tangirt  wird. 

Jeder  Punkt  X  von  l  transformiert  sich  in  eine  Ebene  |  durch  l,  der 
Complexkegel  (X)  aus  jenem,  der,  wie  wir  wissen,  durch  die  8  Puokte 
B  geht,  in  einen  in  |  gelegenen  Kegelschnitt,  welcher  die  8  Ebenen 
a  berührt,  also  in  die  Oomplexcurve  (|)  und  demnach  auch  die  Be- 
rühtungsebenen  von  jenem  in  die  Punkte  von  dieser.  Wir  sehen,  die 
Complexfläche  (T)  geht  durch  Polarisirung  in  Begug  auf  F  in  sich  seiher  über. 

In  den  drei  andern  Gewinden  sind  den  Funlä&it  B  in  der  obigen 
B^henfolge  polar  die  Ebenen: 


Wir  können  diese  drei  Gewinde,  ausser  durch  l,  V,  durch: 

b;b^,  s^'b;,  b;'b/;  b;b^,  b;'b/,  b;b.;';  b^b^',  b^bi,  b^b;' 

bestimmt  denken.  Die  Ä^,  A^,  J.,,,  A^  führen  sie  Über  in  ß^,  (5j,  ß^,  ß^; 
ßs!  ßir  ßi!  ßs'i  ßi)  ßz>  ßi'  ßif  entsprechend  den  drei  andern  Formen, 
in  denen  die  Projectivität  der  Würfe  der  Ai  und  ßi  auch  geschrieben 
werden  kann. 

In  Bezug  auf  das  erste  Gewinde  sind  6,  und  «,,  sowie  h^  und  a^ 
polar;  das  zweite  führt  jene  in  diese  über,  mithin  sind  beide  in  Invo- 
lution. So  haben  wir  in  unsern  Gewinden  eine  Gruppe  vmi  4  Gewinden, 
welche  gegenseitig  in  Involution  sind.*) 

Wir  setzen  jetzt  voraus,  dass  die  Gerade  l  ei/n  Strahl  g  des  Com-  519 
plexes  selber  sei,     Sie  ist  dann  Kante   des  Complexkegels   eines  jeden 
ihrer  Punkte  und  Tangente  der  Complexcurve  einer  jeden  ihrer  Ebenen. 

Die  drei  Correspondenzen  arten  in  besonderer  Weise  aus.  Bei  [2]f 
und  [2]^  vereinigt  sich  jedes  Element  mit  den  beiden  entsprechenden; 
[2,  2]j  ist  die  doppelte  Frojectivität  steischen  der  I^inktreihe  auf  g  und  dem 
Ebenenbüschel  von  g  geworden,  in  der  jedem  Punkte  X  von  g  die  Ebene 
i  entspricht,  welche  den  Kegel  (X)  längs  g  tangirt,  jeder  Ebene  |  durch 
g  der  Punkt,  in  dem  die  Ourve  (|)  von  g  berührt  wird. 


*)  Vergl  F.  Klein,  Math.  Annalen  Bd.  7  & 
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12     Die  Correapondeüzen,  die  Gerade,  das  Strahlennöt-i.  die  Gewi  ade  u.  dis  Fläche, 

Genau  in  derselben  Weise  ergiebt  sieh  übrigens  bei  jedem  Gom- 
plexe,  welches  auch  sein  Graii  sei,  eine  Projectivität  zwischen  der 
Punktreihe  und  dem  Ebenenbttschel  eines  seiner  Strahlen.*) 

Von  jedem  der  4  PunMepaare  muss  der  eine  Punkt  auf  g  fallen, 
weil  g  es  „berührt";  nehmen  wir  an,  dass  das  die  4  Punkte  S"  seien. 
Diese  sind  dann  die  auf  g  gelegenen  Punkte,  deren  Kegel  zerfallen, 
also  die  A{.  Behalten  wir  diesen  Namen  bei,  so  können  wir  die  j?/ 
kürzer  Bi  nennen.  Ebenso  geht  von  jedem  Ebenenpaare  «/,  k/'  die  eine 
Ebene  äiirch  g;  da  nach  der  Tabelle  [«,  5]  in  Nr.  516  jede  tt/  nur 
einen  Bt",  jede  a"  deren  drei  enthält,  so  werden  es  die  Ebenen  «/' 
sein,  weiche  demnach  mit  den  ßi  identisch  werden;  die  a/  können  nun 
mit  «;  bezeichnet  werden. 

-B"  fäiü  in  Ai,  da  beide  der  Schnitt  von  ixii^  a-)  mit  <j  sind; 
ebenso  «/'  in  ft. 

Wie  im  allgemeinen  Falle  geht  ö;  durch  Ai  und  liegt  bi  in  ^,-; 
aber  jetzt  liegt  auch  «;  in  ßi  (als  a/')  und  geht  hi  durch  Ai  (als  B/'); 
folglich  berührt  ßi  in  A,  die  Fläche  (g).  Die  Oiispidalebmen  gehören 
dett  Cttspiäalpunktm  als  Berührungsebenen  bu. 

Die  4  nicht  durch  g  gehenden  Ebenen  cci  sind,  wie  im  allgemeinen 
Falle,  doppelte  Berührungsebmm  und  die  4  niAt  atif  g  gelegenen  PimMe 
Bi  Doppelpmikte  der  ComplexßÖche  {g).  Jene  als  Ebenen,  diese  als  Ecken 
hilden  ein  und  dasselbe  Tetraeder;  denn  z.  B.  «^  enthält  noch  B^,  Jfg, 
B^,  ausserdem  Ä^  ^  B",  und  ebenso  gehen  durch  B^  die  Ebenen  a^, 
«3,  «^  und  (3^  ^  «/'. 

In  der  obigen  Projectivität  entsprechen  den  Punkten  Aj,  A^,  A^, 
A^  die  Ebenen  ß^,  ß^,  ß^,  ß^;  denn  der  Kegel  (.^i)  zerfällt  in  ft,  a^, 
erstere  enthält  g  und  ist  also  die  Berührungsebene  längs  g.  Die  Pro- 
jectivität A^A^A^A^  A  ßißsßißi  ergiebt  sich  also  hier  noch  einfacher. 

Wir  erhalten  den  wichtigen  Satz: 

Jeder  Strahl  g  von  F^  gehört  m  4  Strahlenbüscheln  des  Gomplexes; 
die  Scheitel  und  Ebenen  derselben  bilden  swei-projective  Würfe. 

Aber  auch  das  Tetraeder  der  Bi  und  ctj  lehrt  diese  Projectivität; 
denn  die  Ai  sind  die  Schnitte  von  g  mit  den  «i,  die  ßi  projiciren  die 
Bi  aus  g. 

Berührungs ebenen  der  Fläche  (l)  des  allgemeiuen  Falls  in  einem 
Punkte  X  der  Doppelgeraden  l  sind  die  beiden  Ebenen  durch  l,  welche 
den  Kegel  (X)  berühren.  Jetzt  sind  diese  durchweg  zusammengefallen. 
Daher  ist  g  für  die  Fläche  (ß)  eine  Cuspidalgerade.  und  dual;  alle 
Ebenen  durch  g  berühren  in  zwei  benachbarten  Punkten  von  g. 

*)  Pascli,  Zur  Theorie  der  Complese  und  Congruenzen  vod  Geraden.  Habili- 
tation asctvift.     Giessen  1870,  —  Vorgl.  auch  II  Nr.  290. 
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Ähe)  untei  dt.n  Punlten  von  g  scichneti  ttcJi  doch  immei  noch  die 
Funkte  A  aus,  da  m  ihnen  je  oo'  durch  die  OuspiddlAxe  a,  gehende 
Ebenen  beiuhien,  unä  elmsu  untet  den  Eleitei/  dutch  g  die  Ebenen  ß, 
Tvekhe  je  liuifs  dei  toisaleu  Geraden  i   berühien 

Der  Beiiihi  mg'«  Kegelschnitt  [k  ]  geht  durch  B^  B^,  1^  A^  und 
berührt  im  M^teu  I  unkfi.  ihc  Tmt,piitnlpben(.  ß  ei  ist  ddduuh  ein 
deutig  bestimmt 

Alie  eizeugenden  Kegelschnitte  (§)  berühren  die  4  Ebenen  «^    «     520 
ffia    «4    und   die   Geiade  g  und   sind   so   eindeutig  durch   5  Tangenten 
festgelegt  *) 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  eine  überaus  einfach  Herstellung  dieser 
Fläche  4.  Ordnung  4.  Klasse  mit  einer  Cuspidalgeraden,  4.  DoppelpunJden 
und  4  —  diese  verlindmiden  —  Do^el-BerOkrungsebenen. 

Ein  Tetraeder  ajU^a^a^'^  B^B^B^B^  und  eine  Gerade  g  sind  ge- 
geben; in  jeder  Ebene  durch  g  constrtiire  man  den  Kegelschnitt,  welclier 
g  und  die  vier  Ebenen  des  Tetraeders  berührt,  oder  aus  jedem  Funkte 
von  g  den  Kegel  2.  Grades,  welcher  g  und  die  Ecken  desselben  enthält. 
Jene  Kegelschnitte  ersettgen,  diese  Kegel  umhüllen  die  Fläche.**) 

Da  das  Tetraeder  in  oo^^  und  die  Gerade  in  oo*  Weisen  gewählt 
werden  kann,  so  ist  die  Mannigfaltigkeit  der  Fläche  16. 

Wenn  im  vorigen  Falle  die  Tangentialbegel  der  (?)  aus  den  Punkten 
von  l  —  deren  Complexkegel  —  zu  einem  Netze  gehören,  dessen  Grund- 
punkte die  8  Doppelpunkte  B  sind;  so  hat  jetzt,  wo  alle  diese  Kegel 
durch  g  gehen,  das  Netz  eine  Grundgerade  und  nur  noch  4  ausserhalb 
derselben  gelegene  Grnndpunkte.  Es  genügt,  einen  der  8  Grundpimkte 
auf  g  liegend  anzunehmen,  wodurch  noch  3  weitere  auf  diese  Gerade 
gezogen  werden. 

Die  Beri^wwigseurve  eines  jeden  der  Complezfläche  {g)  umgeschrie- 
benen Gomplexkegels  ist  nur  noch  eine  cubische  Maumcurve,  welche  durch 
g  zur  vollständigen  Eaumcurve  4.  Ordnung  ergänzt  wird.  Für  diese 
ist  der  Scheitel  des  Kegels  Doppelpunkt,  und  seine  Tangenten  sind 
die  Kanten  des  Kegels,  längs  deren  er  von  den  durch  l  gehenden 
Beruh rungs ebenen  tangirt  wird.  Nun  fallen  diese  zusammen:  die 
cubische  Raumcurve  berührt  g  im  Scheitel.  Sie  geht  durch  die  4  Doppel- 
punkte B.     Und    so    zeigt   sich,    dass   unsere   Fläche   auch   durch   die 


*)  Plücker  lieatimmte  sie  durch  g  und  die  aweiten  Schnitte  der  Ebene  ^  mit 
den  [ai]  und  kam  so,  nicht  bemerkend,  dass  auch  die  Tangenten  dieser  Punkte 
bekannt  sind,  eu  einev  zweideutigen  beBtimmnng  (Neue  Geometrie,  Nr.  2S0). 

**)  In  Bd.  II  Nr,  480  ist  diese  Fläche  schon  erwähnt;  die  Congraenz  der 
Strahlen  von  T^,  welche  g  treffen,  ist  die  dort  besprochene. 
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cubisehen  JRaumcurven  entsteht,  welüie  durch  die  i  Funkte  Si  yehen  und 
die  Gerade  g  in  ihren  verschiedenen  Punkten  hetuhren. 

Das  Polar-Stralilenuetz  von^  — ■  das  wir  besser  Tangential- Strahlen- 
netis  von  g  nennen  —  bat  zwei  in  g  vereinigte  Leitgeraden;  es  besteht 
aus  den  Strdhlenbüscheln  um  die  Punkte  von  g  je  in  den  ihnen  durch 
die  obige  Projedivität  mgeordneten  Ebenen  (I,  Nr.  58).  Im  allgemeinen 
bat  ein  solcher  Büschel  mit  F^  nur  zwei  in  g  zusammengefallene 
Strahlen  gemein,  der  vierte  harmonische  Strahl  wird  also  unbestimmt, 
und  so  kommt  der  ganze  Büschel  in  das  Strahlennetz. 

Er  berührt  f^  in  g;  4  Büschel  aber  gehören  ganz  zu  V^,  die 
(Ai,  ßi),  und  bilden  die  Regelfläche  4.  Grades,  welche  dem  Polar- 
Strahlennetze  mit  F^  gemeinsam  ist. 

Die  co'-  Gewinde  durch  dieses  Tangential- Strahlennetz  von  g  nennen 
yitialgewinde  von  g.*) 


Die  singulare  Fläche  und  die  singulären  Strahlen  eines  Compiexes 
2.  Grades. 

522  Wir  haben   gefunden,    dass   es   auf  jeder  Geraden  4  Punkte  giebt, 

deren  Complexkegel  in  zwei  Strahlenbüschel  (Ebenen)  0er fällt.  Solche 
Punkte  nennt  Plücker  singulare  Punkte  des  Compiexes;  ihr  Ort  ist  also 
eine  Fläche  4.  Ordnung. 

Ebenso  heissen  die  Ebenen,  deren  Complexcwrve  atts  0wei  Strahlen- 
büscheln (Punkten)  besteht,  singulare  Ebenen  des  Compiexes;  da  durch 
jede  Gerade  4  gehen,  so  umhüllen  sie  eine  Fläche  4.  Klasse. 

Wir  wissen  schon  (Nr.  515),  dass  der  Wurf  der  4  singttlären 
Punkte  Ai  auf  einer  Geraden  zu  dem  Wurfe  der  4  singulären  Ebenen 
ßi  durch  sie  prqjectiv  ist. 

Daraus  folgt,  dass  wenn  zwei  von  jenen  zusammenrücken,  auch 
zwei  von  diesen  sich  vereinigen  müssen,  und  umgekehrt;  d.  b,  jede 
Tangente  der  einen  Fläche  ist  zugleich  Tangente  der  andern. 

Demnach  ist  die  eine  fläche  mit  der  andern  identisch,**) 

*)  Jedem  Complese,  welches  auch,  sein  Grad  sei,  ordnet  jettPr  ihm  angehoiige 
Strahl  ia  derselben  Weise  ein  Tangential- Strahle nnetz  und  einen  Büschel  von 
Tangentiaigewinden  au. 

**)  F.  Klein,  Math.  Annalen  Bd.  7  S.209.  VonToss  luhit  der  kürzere  Name 
„singulare  Fläche"  her  (Göttbget  Kachrichten  1973  S.  546)  In  Bezug  auf  einen 
Complex  beliebigen  Grades  vergl.  man  die  in  Nr.  519  erwähnte  HabititationBsclirifb 
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Die  sng  la  e  P  Ite  nl  d  sng  1  n  Eie  ei  e  es  q  adra  sc! et 
Complexes  emge  d  unh  Jle  e  dl  elbe  n  s  J  l  ah  Flic}-e 
4.  Ordnung  u  d  4  Rl-Lse  de  gl  Flade  ode  8  j  la  tater  flache 
*  des  Conplexes 

Wenn  B  de    e  ne  P  nkt  des  C  mple    Punl  tep  a         n  J  r  s  ug 
lären  Ebene  j3    st     so  s  nd  alle  Strahlen  Ton  (B  ß)  C  mplexst  ahleu 
also  zerfdUt  d      kegel  (B)    n       iLbenen     von  den  n  /J    1      e  ne      t 
Ebenso  geho  t  jeder  s  ng  la  e  P  nkt  z     2  Complei  Punktep  a    n 

Die  singuläfre  Fläche  ^  M  auch  Ort  der  Ftmkie  der  Compkx-FunMe- 
paare,  und  jeder  von  ihren  Funlcten  ist  mit  swei  andern  gepaart.  Ebenso 
ist  sie  Ort  der  Ebenen  der  Gomplex-Ebenenpaare,  und  jede  von  ihren 
Berühnmgsebeiien  ist  mit  ßwei  andern  gepaart. 

Die  obige  Projectivitäfc  können  wir  nun  in  anderer  Form  aus- 
sprechen : 

Der  Wurf  der  Schniti^mhte  einer  Geraden  mit  der  singulären  Fläche 
ist  SU  dem  Wurfe  der  Berührungsebenen,  welche  von  derselben  Geraden 
an  sie  kommen,  projectiv. 

Wir  haben  denselben  Satz  (II,  Nr.  S77)  für  die  Brennfläebe  (4.  Ord- 
nung, 4.  Klasse)  einer  Congruenz  2.  Grades  gefunden,  also  (wegen  II, 
Nr.  392)  für  die  Kummei-'sche  Fläche. 

Äucb  unsere  Fläche  ^  wird  sich  als  Kunimer'sche  Fläche  heraus- 
stellen. 

Zu  jedem  singulären  Pun/zt  A  gehört  eine  Gerade  a,  die  Boppellinie  523 
seines  Gomplex-Ebenenpaars  et',  a';  su  jeder  singulären  Ebene  ß  ebenfalls 
eine  Gerade  b,  die  Boppellinie  ihres  Complex-Punktepaars  B',  B".  Jede 
durch  a  gelegte  Ebene  schneidet  {Ä)  in  zwei  in  a  vereinigten  Strah- 
len, „berührt"  (Ä')  längs  a;  also  berührt  ihre  ComplescurYC  die  a  in  A; 
denn  allgemein,  wenn  eine  Ebene  |  den  Kegel  (X)  längs  x  berührt, 
so  tangirt  (|)  die  x  in  X. 

Es  sei  nun  X  ein  von  A  versebietlener  Punkt  auf  a,  sein  Kegel 
(X)  gebt  durch  a  und  in  jeder  beliebigen  Ebene  durch  a  ist  die  zweite 
Kante  von  (X)  die  zweite  Tangente  aus  X  an  die  Complexcurre; 
in  der  Ebene,  welche  (X)  läags  a  berührt,  kommen  also  sowohl  von 
A,  als  von  X  zwei  in  a  vereinigte  Tangenten  an  die  Complexcurve ; 
folglich  ist  diese  ein  auf  a  gelegenes  Punktepaar.  Und  die  Kegel  aller 
Punkte  von  a  berühren  dieselbe  Ebene  längs  a.  Unsere  Gerade  «  ist 
demnach  zugleich  eine  &. 

Jede  Boppellmie  eines  Gömplex-Ehenenpaars  ist  migleich  Boppellinie 
eines  Complex-Punktepaars,  und  umgekehrt. 

Diese  in  sweifacher  Unendlichkeit  vorhandenen  Linien  heissen,  nach 
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Flücher,  die  singulären  Strahlen  des  Complexes;  wir  bezeichnen  sie  nun 
besser  mit  dem  neutialen  Namen  s 

Jedem  singiüa/ien  Sti(äile  b  tut  daJiet  sowohl  ein  singularer  Tunkt 
sugeordnet,  den  utr  nun  lieber  mtt  S  beseivhnen  U/olletij  defjemge  näm~ 
lieh,  fut  dessen  Ebenenpaaj  a,  a"  er  Doppelhnie  ist,  als  aitch  eine  sin- 
gulate  Ebene  ff,  fiü   denen  Fimktepaai   S,  B'  et   Doppellmie  ist.*) 

Die  Ebene  u  ist  Berührungsäyene  längs  s  für  die  Complexkegel  aller 
FunUe  von  s,  während  die  Übrigen  Ebenen  durch  s  als  „Berührnngs- 
ebenen"  zu  dem  Ebenenpaare  (i9)  gehören. 

Der  Punkt  8  ist  Bmihningspunkt,  mit  s,  der  Complexcurven  in 
allen  Elenen  durch  's,  während  in  den  übrigen  Punkten  von  s  das 
Punfetepaar  (ff)  „berührt". 

Die  iei  einmn  beliebigen  Complexstrahle  g  gefundene  Frojectivität 
zwischen  Fmhh-eihe  imd  Ebenerü/Uschel  ist  hier  ausgeartet:  sie  hat  die 
singulären  Elemente  S,  6  m  ihren  ausgeBeichneten  (singulären),  denen  im 
andern  Gebilde  je  alle  entsprechen. 

In  jenem  allgemeinen  Falle  sind  die  4  Punkte  A^,  Ä,^,  A^,  A,, 
die  Schnitte  mit  $,  die  Scheitel  der  4  Oomplex-Strahlenbüschel,  zu 
denen  g  gehört;  bei  einem  singulären  Strahle  s  ist  der  Pankt  S  Scheitel 
zweier  solcher  Büschel;  und  ebenso  ist  die  Ebene  ö  Ebene  zweier; 
die  4  Büschel  sind  aber  im  allgemeinen  verschieden;  erst  wenn  der 
singulare  Strahl  Haupttangente  von  0  wird,  tritt  Vereinigung  zweier 
ein  (Nr.  547). 

Jeder  singulare  StraM  s  berührt  die  singulare  Fläclie  ^  und  zwar 
im  ,  mgeitörigen  singulären  lenkte  8  und  schneidet  sie  in  den  beiden 
Funkten  B',  B"  des  Fmktepaars  in  der  mgehörigen  singulären  Ebene  u. 

Die  Ebene  ff  ist  su  s  und  zu  S  gekörige  Berührungsebene;  die  beiden 
weiteren  Berührungsebenen  aus  s  sind  die  Ebenen  cc,  «"  des  Ebenen- 
paars (S). 

Die  singulären  Strahlen  s  von  F^  bilden  eine  Congruenz  S.  Sei 
r'  irgend  ein  anderer  Comples,  der  durch  sie  geht,  —  wir  werden 
später  sehen,  dass  dies  für  oo'  quadratische  Complexe  gilt  — ;  derselbe 
ruft  (Nr.  519)  auf  einem  Strahle  s  von  S  eine  zweite  Projeetivität 
hervor.  In  dieser  entspreche  dem  Punkte  S  die  Ebene  e^,  der  Ebene 
ö  der  Punkt  S^.  Folglich  entspricht  öj  dem  S  in  beiden  Projectivi- 
täten  und  ebenso  S-^  der  e. 

Daher  sind  S  und  S-^  (II,  Nr.  290)  die  Breimpunkte  von  s  als 
Strahl  von  S  und  ff,,  e  die   assocürten  Brennebenen,    oder   ff  und   ff. 


*)  Die  Punkte  und  Beruhrimgsebenen  von  *  ßrhalteo  so,  je   nach   der  Auf- 
fassung, versoliiedene  BeBeiehnung;  A  und  S,  ß  iiod  n. 
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sind  die  BerülirungsebeDen  von  S  und  8^  an  die  BienriflaLlie  diespi 
Congruenz  S.  Nun  entafcehen  S,  ff  anders  als  Sj,  ffj  und  bilden  eine 
selbständige  Schaale  dieser  Brennfläche. 

Die  singulare  Fläche  eines  quadratischen  Coniplexeb  isi  det  eine  Theil 
der  Breiinfläche  d&r  Congruesus  seine»-  singvlaren  Sttahlen 

Auch  damit  ist  erkannt,  dasa  die  aingulaien  Punkte  und  die  sin 
gulären  Ebenen  eine  und  dieselbe  Fläche  eilenden  und  die  smguHien 
Strahlen  sie  berühren. 

Aher  von  den  ao^  Tangenten  dieser  Flache  stitd  nur  x.  t,ingidare 
StraMen,  in  jedem  TangentenbUschel  eitter.  Das  td  überhaupt  der  emeige 
Strahl  von  F^  in  einem  TangemtiaTbüschel  {S,  ß)  weil  dei  Kegel  (9) 
mit  e  nur  die  Doppellinie  gemein  hat. 

Enthält  also  ein  TangentenbUschel  noch  einen  weitem  Strahl  von 
r^,  so  gehören,  wie  wir  noch  auf  andere  Weise  erkennen  werden,  alle 
seine  Strahlet  su  Tl 

Die  Klasse  (oder  Ordnung)  von  *I>  kann  man  auch  folgendeiTnassen 
ermitteln; 

Die  Complexkegel  aus  drei  Punkten  einer  Geraden  l  haben  8  Punkte 
gemein.  In  der  Ebene  von  l  nach  einem  derselben  hat  die  Complex- 
eurve  3  in  einen  Punkt  zusammenlaufende  Tangenten;  also  zerfällt  sie 
in  2  Punkte,  und  der  zweite  Punkt  ist  ein  weiterer  von  den  8  Punkten, 
Somit  gehen  durch  l  4  singulare  Ebenen. 

Eine  Ebene  %  schneidet  aus  (5  eine  Curve  4,  Ordnung;  sei  A  524 
ein  Punkt,  welcher  derselben  mit  der  Curve  (rc)  gemeinsam  ist;  seiu 
Kegel  {Ä)  zerfällt;  die  Schnittlinien  der  beiden  Ebenen  mit  sr  sind  die 
Tangenten  aus  A  an  (?t):  sie  fallen  zusammen;  also  iie^t  der  zu  Ä 
gehörige  singulare  Strahl  s  in  jt  und  berührt  {%)  in  A.  Er  berührt 
aber,  wie  wir  wissen,  auch  ^  und  daher  die  Curve  0%  in  A.  Also 
jeder  gemeinsame  Fitnlt  oon  (jt)  und  <p7t  ist  Berühnmgspunkt  dieser 
beiden  Curven,  und  die  gemeinsame  Tangente  sein  singularer  StraJd. 

Umgekehrt,  jeder  in  %  fallende  singulare  Strahl  ist  gemeinsame 
Tangente,  uelcht  die  beiden  Curven  in  dem  nämlichen  Fun}cte  tangirt. 

Die  Congmenz  dti  smgiüaten  Strahlen  ist  4.  Klasse;  in  den  singu- 
lären  Funkten,  die  M  den  m  etne  Ebene  fallenden  singulören  Strahlen 
gehören,  betuht  dw  Complexcutve  der  Ebene  die  singulare  Fläche. 

Diese  —  m  sich  duale  —  Gongruenä  ist  auch  4.  Ordnung;  der 
Complexkegel  aus  einem  Funkle  berührt  die  singulare  Fläche  viermal  auf 
den  4  vom  Funkte  kommenden  smgtilären  Strahlen  mit  den  mgehörigen 
Ebenen  als  Fenihungsebeiten 

Die   4  Berührungspunkte    einer  jeden   Oomplexcurve    mit   0    be- 
stürm, TiinlBugoomatrie    III  2 
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weisen,   dass  alle  Complexflächen  die  0  längs   einer   Chine  . 
berühren;  und  der  zugehörige  Tarsus  der  Berührungsebenen  isi  8.  K Josse. 

Insofern  die  Complexfläßhe  (f)  einer  Geraden  Ort  der  Punkte  ist, 
deren  Complexkegel  die  Gerade  l  berühren,  ist  die  eben  gefundene  Ctirve 
8.  Ordnung  der  Ort  der  Punkte  wtd  der  Torsm  8.  Klasse  der  Ort  der 
Berähnmgsebenen  von  0,  deren  zugehörige  singulare^  Strahlen  die  Gerade 
l  treffen;  denn  dann  „berührt"  l  das  Ebenen-  bezw.  Punktepaar. 

Von  jedem  Punkte  S  der  0,  als  des  einen  Theils  der  Breunfläche 
von  S,  kommeit  Z  vereinigte  singulare  Strahlen:  der  singulare  Strahl,  zu 
deni  S  gehört  und  der  in  S  heriihrt,  die  Doppeüinie  von  (S)  ^  {a,  a"); 
die  heiden  andern  sind  die  Doppellinien  der  Punitepaare  in  «',  tc",  zu 
denen  heiden  S  gehört  Ebenso:  in  jeder  Ebene  &  r^räsentirt  der  zuge- 
hörige singulare  Strahl,  die  DoppeUinie  des  Punktepaars  (ff)  ^  (B',  B"), 
zwei  v<m  den  4  singulären  Strahlen,  die  beiden  andern  sind  die  Doppel- 
linien der  Ebenenpaare  aus  B'  und  W ,  zu  denen  beiden  «  gehört. 

Betrachten  wir  nun,  statt  der  allgemeinen  Ebene  rc,  eine  singu- 
lare e.  Die  Curve  0ß  hat  im  Berührungspunkte  S  einen  Doppelpunkt; 
(ö)  ist  ein  Punktepaar  B',  B",  dessen  Doppellinie  s  durch  S  geht, 
während  B',  B"  auf  jener  Curve  liegen.  Dies  sind  2  Berührungs- 
punkte, die  beiden  andern  concentriren  sich  im  Doppelpunkte  S  und 
zugehöriger  Strahl  ist  s.  So  sehen  wir  auch  auf  diese  Weise,  dass  a 
zwei  yereinigte  Strahlen  von  S  enthält  und  d»  ein  Theil  der  Brenn- 
fläehe  dieser  Cougruenz  ist.  Uebrigens  folgt  dies  auch  schon  daraus, 
dasa  alle  singulären  Strahlen  die  ^  berühren  (II,  Nr.  291). 

525  Es  ist  nicht  schwer,  den  einer  ^  berührenden  Brennebene  c  von 

S  assüciirten  Brennpunkt,  der  auf  der  andern  Schaale  der  BrennäUche 
liegt,  anzugeben.  Es  sei  eine  von  e  unendlich  wenig  verschiedene 
Ebene  S  betrachtet;  die  Complexcurve  (S)  ist  ein  unendlich  schmaler 
Kegelschnitt,  der  die  Curve  02^  ausser  in  den  beiden  Punkten,  welche, 
wenn  2J  in  e  übergeht,  die  Punkte  des  Paars  (e)  werden,  uns  aber 
hier  weniger  interessiren,  noch  in  zwei  andern  Punkten  tangirt,  die 
beim  genannten  TJebergange  in  dem  Doppelpunkte  S  von  ^ö  sich 
vereinigen.  Der  Schnittpunkt  der  diesen  beiden  Punkten  zugehörigen, 
singulären  Strahlen  ist  der  Pol  ihrer  Verbindungslinie  in  Bezug  auf 
(.Z/);  auf  der  Grenze  geht  diese  Verbindungslinie  durch  den  Doppel- 
punkt S;  Pol  jeder  durch  S  in  ö  gezogenen  Geraden  in  Bezug  auf  das 
Paar  (fl)  ist  aber  der  vierte  harmonische  Punkt  von  S  in  Bezug  auf 
die  beiden  Punkte  von  (ö).     Also: 

Der  einer  0  tangirenden  Brennebene  a  von  S  assoeürte  Brennpunkt 
ist  der  vierte  harmonische  Punkt,  welcher  dem  Berührungspunkte  8  von  e 
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mit  *  zugeordnet  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  Punkte  von  (e).     Dieser 
Puiihi  erzeugt  den  mveUen  Tkeü  der  Brennßäcke  von  %.*) 

Wir  werden  später  seine  Ordnung  und  Klasse  bestimmen. 

Pol  eines  singulären  Strahls  s  in  BcKug  auf  die  Complexcurve  in  526 
einer  beliebigen  Ebene  durch  ihn  ist  der  zugehörige  singulare  Punkt 
S,  als  unveränderlicher  Berührungspunkt;  in  Bezug  aber  auf  das  Puukte- 
paar  in  der  singulären  Ebeue  6  ist  er  unbestimmt:  jeder  Punkt  von  ff. 
Ebenso  ist  Polarebene  von  s  in  Bezug  auf  den  Oompleskegel  aus  einem 
beliebigen  Punkte  von  s  immer  die  ff,  diejenige  in  Bezug  auf  das 
Ebenenpaar  aus  5  ist  jede  beliebige  Ebene  durch  S. 

Es  erhellt  daraus,  dass  als  Polare  von  s  jeder  beliebige  Strahl 
des  Büschels  {S,  e)  angesehen  werden  muss;  denn  mit  allen  diesen 
Strahlen  und  nur  mit  ihnen  incidirfc  jeder  Punkt  von  ff,  jede  Ebene 
von  S. 

Die  Polare  eines  singulären  Sü'oJils  s  ist  jeder  ielid>ige  Sfy-aM  durch 
(fe)i  eugehörigen  Punkt  S  in  der  sugehörigen  simgulären  Ebme  ß,  oder 
jede  beliebige  Tangente  des  Tangentenbüschels  {S,  ff)  von  O, 

Das  Polar-  oder  Tangential-Strahlennets  von  s  zerfällt  in  den  Bimdel 
S  und  das  Feld  ff;   und  in  der  That   sind   deren  Schnitte  mit  J"^   die 

4  Büschel  des  Complexes,  zu  denen  s  gehört,  die  beiden  Büschel  aus 

5  und  die  beiden  in  ß. 

Die  durch  die  Netze  gehenden  Getvinde,  die  Polar-  oder  Tangeniial- 
gewinde  des  singulären  Strahls,  sind  sämmtUch  GebOsehe  mit  den  Sirafden 
von  [S,  ff)  als  Axen. 

Wir  müssen  nun  auch  die  zu  einem  singulären  Strahle  s  gehörige  ö21 
Complexfläche  (s)  untersuchen. 

Da  s  im  zugehörigen  singulären  Punkte  S  die  Pläche  3"  beröhrt, 
so  haben  sich  in  diesem  Punkte  zwei  von  den  Punkten  A  vereinigt: 
Ai,  A2',  beide  Strahlenbüschel  aus  S  gehen  durch  s;  d.  h,  a^,  a^  fallen 
bezw,  mit  ß.^,  ßi  zusammen  und  zwar  so,  weil  im  vorigen  allgemeine- 
ren Palle  «jiJ,,  «3^3  Ebenenpaare  des  Oomplexes  sind,  die  sich  jetzt 
in  das  Ebenenpaar  (S)  vereinigt  haben,  während  die  Ebenen  dieses 
Paars  noch  getrennt  bleiben.  Ebenso  fallen  ß^  und  ß^  in  der  zu  s 
gehörigen  singulären  Ebene  ff  zusammen,  beide  Büschel  in  0  gehen 
durch  s,  d.  h,  JS^,  B^  vereinigen  sich  bezw.  mit  A^,  Ay 

*)  Diese  Fläche  nennt  "Voas  accessorische  Flächet  Math.  Aunalen  Bd.  9  S,  89. 
Er  beatimmt  ihre  Ordnung  und  Klaase  fflr  beliebigen  Grad  des  Grand complexes; 
wie  überhaupt  dieser  Aufsatz  eine  groaee  rfille  von  solchen  allgemeinen  (ana- 
iytiachpn)  Beatinijnucgen  enthält. 
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Also  («1 ,  «ä) ^(ß^,ß^)ist  das  Ehenmpaar  (S)  und  (B. , B^  ^  (^4, Ä^ 
das  Punktepaar  (p)  Folglwh  stnd  attefi  b^,  h^,  a,,  a  tn  s  gefallen. 
Hingegen  b^,  b^  gehen  von  S  nach  den  zweiten  Buickehiheitphi  B,,  B^ 
von  ß^,  ß^,  tmd  a^,  a^  sind  die  Schnitte  ton  &  mit  d(n  äweiten  Büschel- 
ebenen  a^,  a^  ans  A^,  A^ 

Jene  Funkle  B^,  B^  '^md  die  einstgen  conischen  Knitenpunl te,  welche 
die  Fläche  (s)  hat,  die  Ebenen  a^,  a^  die  emsigen  amsdmi  Doppel- 


Nach  der  Tabelle  [a,  B]  gehen  a^,  k^  (nach  früherer  Bezeichnung 
Kg',  O  durch  B^,  B^  (oder  B;,  B^). 

Die  Kegel  aus  den  verscliiedenen  Punkten  von  s  berühren  sich 
längs  dieser  Geraden  mit  ff  als  gemeinsamer  Tangentialebene.  Wenn 
aber  die  Flächen  eines  Netzes  zwei  sich  achneidende  —  hier  unendlich 
nahe  —  Geraden  gemein  haben,  ao  hat  das  Netz  nur  noch  2  Grund- 
punkte. 

Wir  wissen,  alle  die  Complexfläche  (s)  erzeugenden  Kegelschnitte 
berühren  s  in  S;  unter  ihnen  befindet  sich  das  Punktepaar  {A^,  A^, 
der  Ebene  e  zugehörig.  Die  beiden  Nachbarcurven  müssen  daher 
unendlich  schmale  Kegelschnitte  sein,  welche  sich  unendlich  wenig 
von  derjenigen  der  beiden  durch  ^3,  A^  auf  s  gebildeten  Strecken 
unterscheiden,  in  welcher  sich  S  befindet. 

Denken  wir  alle  diese  Kegelschnitte  etwa  aus  B^  auf  eine  be- 
liebige durch  s  gehende  Ebene  %  projicirt,  so  ergiebt  sich  eine  Kegel- 
schnitt-Schaar ;  alle  Kegelschnitte  derselben  berühren  s  in  S  und  die 
beiden  Spuren  xa^,  tck^,  welche  durch  A^,  A^  gehen.  Hieraus  ergiebt 
sich,  dass  jene  beiden  unendlich  schmalen  Curven  YoUständig  auf  einer 
Seite  von  s  liegen  und  zwar  die  eine  auf  der  einen,  die  andere  auf 
der  andern.*)  Daraus  folgt,  dass  für  die  Sehnittcurve  einer  beliebigen 
Ebene  §  mit  (s)  der  Punkt  %s  ein  solcher  Punkt  ist,  dass  die  Gerade 
|ff  vier  in  ihm  vereinigte  Schnitte  mit  der  Curve  hat,  von  den  beider- 
seitigen Nachbarstrahlen  aber  der  eine  noch  zwei  unendlich  nahe 
Schnitte  auf  der  einen  Seite,  der  andere  auf  der  andern  Seite  hat. 
D.  h.  die  Curve  hat  im  Punkte  §s  eine  Selbstberührung,  Tangente  ist 
die  Gerade  |ff  und  die  Zweige  liegen,  wenn  sie  reeU  sind,  auf  derselben 
Seite  dieser  Tangente.**) 

In  der  Ebene  e  stellt  s   vierfach    gerechnet   den    ganzen   Schnitt 

*)  Wenn  A^,  A^  reell  sind,  ao  sind  es  Ellipsen;  sind  jene  Punkte  aber  ima- 
ginär, so  dasB  die  erwälinte  Strecke  sich  in  die  ganze  Gerade  erweitert,  so  sind 
es  Hyperbeln,  deren  beide  Äeste  sieh  der  Nebenaite  unendlich  genähert  haben, 
welche  selbst  unendlich  wenig  von  s  verschieden  ist. 

**)  Sie  sind  immer  reell,  wenn  A^,  A,  imaginär  sind;  im  andern  Falle  nur 
dann,  wenn  |s  in  derselben  Strecke  A-^A,  liegt,  wie  S. 
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dar,  deuu  Kegelsciiuitt  ist  die  Doppelgerade  s;  jede  Gerade  von  ö  be- 
rührt also  auf  s  vierpuiiktig. 

Also  wesentliches  Ergebniss  ist: 

Jeder  ebene  Schnitt  der  Complexfläcke  (s)  hat  in  dem  Spurpunkt  von 
s  einen  Se&stSerühnmgapimkt,  derartig,  dass  die  Temgrnte  immer  in  der 
mgehörigm  singulären  Biene  ff  Hegt. 

Der  Funht  S  ist  dreifacher  Punkt,  da  jeder  durch  ihn  gehende 
Strahl  m  die  Complexcurve  in  der  Ebene  ms  nur  noch  einmal  trifft; 
eienso  ist  ff  dreifache  Berührungsebene.  Der  Anschmiegimgslzegel  3.  Ord- 
ntmg  für  S  verfällt  in  die  3  Ebenen  e,  ß^,  ß^\  denn  die  Strahlen  durch 
8  in  diesen  Ebenen  haben  ihre  4  Schnitte  mit  der  Fläche  in  S  ver- 
einigt. Und  ebenso  zerlegt  sich  die  Berührungscurve  3.  Klasse  der  Ehene 
0  in  die  3  Büschel  von  S,  jlg,  Ä^. 

Die  Schnitte  in  den  Ebenen  durch  B^B^  haben  zwei  Doppel- 
punkte und  einen  Selbst -Berührungspunkt,  zerfallen  daher  in  zwei 
Kegelschnitte,  die  sieh  in  jß,,  B^  schneiden  und  auf  s  berühren,  so  dasa 
die  gemeinsame  Tangente  in  6  liegt.  In  «j,  a^  vereinigen  sieh  diese 
beiden  Kegelschnitte. 

Diese  durch  B^,  B^  gehenden  Kegelschnitte  sind  die  ßeriihrungs- 
curven  der  Tangential-  oder  CompJeskegel  aus  den  verschiedenen 
Punkten  von  s,  welche  ja  alle  ff  und  die  Fläche  (s)  längs  s  berühren. 
Ebenso  zerfällt  der  Berührungskegel  aus  einem  Punkte  von  a^cx^  in 
2  Kegel  2.  Grades.  Diese  Kegel  sind  der  Fläche  längs  der  Complex- 
curven  in  den  Ebenen  von  s  umgeschrieben. 

Durch  die  Berührung  mit  %  und  a^  und  mit  s  in  S  sind  die 
erzeugenden  Kegelschnitte  von  (s)  nicht  vollständig  bestimmt.  Aber 
die  Kegelschnitt- Seh  aar,  welche  durch  die  Projectionen  aus  B,  auf  die 
durch  s  gehende  Ebene  it  sich  ergiebt,  und  der  Ebenenbüschel  s  sind 
projeetiv.  Dies  führt  uns  zu  einer  Constrtwtion  von  (s)  und  zur  Be- 
stimmung ihrer  Mannigfaltigkeit. 

Wir  geben  s  und,  incident  mit  ihr,  S,  fl,  dann  U^,  B^  beliebig, 
womit  ßj^,  ß^  bestimmt  sind,  ferner  durch  die  Gerade  B^B^  beliebig 
die  Ebenen  «g,  a^,  welche  auf  s  wiederum  Ag,  Ä^  bestimmen.  In 
diesen  Stücken  liegt  die  Mannigfaltigkeit  4  +  2,1  -+-  2.3  +  2.1  =  14. 
Wir  haben  die  3  Punktepuare  {ß,  B^),  (S,  B^),  (A„  A^)  in  ß^,  ß^,  s; 
wird  aber  aus  B^  auf  ji  projieirt,  so  geht  eins  verloren.  In  einer 
beliebigen  Ebene  §„  durch  s  wird  nun  ein  Kegelschnitt  consiruirt,  der 
s  in  Ä  und  die  Ebenen  «j,  a^  tangirt;  da  es  deren  oo^  giebt,  so  wächst 
die  Mannigfaltigkeit  damit  auf  15.  Seine  Projection  aus  B^  auf  jr  sei 
K'  und  die  von  B^  sei  B';  die  Frojectivität  zwischen  der  Kegelaehnitt- 
Schaar  in  w  und  dem  Ebenenbüschel  s  ist  nun  dadurch  festgelegt,  dass 
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den  Curven  {S,  S'),  {A^,  A^))  K'  die  Ebenen  ß^,  6,  l^  correspon- 
diren.  Jeden  Kegelsciinitt  der  Scliaar  projiciren  wir  aus  B^  aiif  die 
entsprechende  Ebene  und  Laben  so  alle  erzeugenden  Kegelschnitte  der 
Flüche  erhalten  und  ihre  Mannigfaltigkeit  15  erkannt. 

So  sind  die  Mannigfaltigkeiten  der  drei  iis  jetst  hetrachtefen  Complex- 
ßächen  (l),  (g),  (s)  bem.  17,  16,  16. 

^  Gehen  wir  noch  einen  Schritt  weiter:  der  singulare  Strahl  s  berühre 

0  dreipunktig;  wir  kommen  später  auf  diese  ausgezeichneten  singu- 
Jären  Strahlen  zurück,  um  ihren  eigenen  Ort  und  den  ihrer  Berührunga- 
punkte  zu  bestimmen.  Hier  wollen  wir  nur  einige  Bemerkungen  über 
die  Complexfläche  machen.  Wir  sehen  sofort,  dass  mit  S  sich  noch 
jlg,  mit  fl  sich  noch  ß^  vereinigt,  und  in  s  fallen  noch  &g,  a^.  -Es  ileiben 
Mos  noch  ein  co-nischer  Knotenpunht  B,  und  eine  conische  Doppel-Berüh- 
ntngsebens  a^. 


Das  System  der  Complexciirveo  und  die  stationüren  Elemente 
des  Complexes. 

I  Wir   wollen   das  System   der  Complexcitrvm   von  F'"   nach    seinen 

Charakteristiken  antersuchen  und  werden  dadurch  auch  zu  den  16  Doppel- 
punkten und  den  16  doppelten  Beruhrangs  ebenen  der  singulären  Fläche 
gelangen  und  diese  als  Kummer'sche  Fläche  erkennen. 

Wir  bezeichnen,  wie  in  I  Nr.  19,  die  Elementarbedingungen  für 
einen  Kegelschnitt,  dass  seine  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehe,  dass  er  eine  gegebene  Gerade  treffe  oder  eine  gegebene  Ebene 
berühre,  mit 

fl,   V,   9 
und   haben   dann  für   unser   dreifach   unendliches  Sjstem   die  Charak- 
teristiken: 

ft^,  fi^v,  ;iV,  ftv^,  (iVQ,  iiq\  v^,  v^p,  vq',  &K 
Unmittelbar  klar  ist,  dass: 

Dass: 

Kv  -  i, 
folgt  aus  der  Ordnung  der  Complexfläche  einer  Geraden. 

Durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte   von  ji^   gehen  an 
die  Complexcurve  der  Ebene  von  p  2  berührende  Ebenen,  deren  Com- 
plescurven  dann  diese  Ebene  berühren,  also  ist; 
(i'e  =  2. 
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Die  Ebenen  durch  einen  gegebenen  Punkt,  deren  Complescurven  eine 
gegebene  Gerade  treffen,  bezw.  eine  gegebene  Ebene  berühren,  um- 
hüllen einen  Kegel  4.  Klasse,  den  Tangentialkegei  aus  dem  Punkte  an 
die  Complexfläche  der  Geraden,  bezw.  einen  Kegel  2.  Klasse,  den, 
welcher  aus  dem  Punkte  die  Complexcurve  der  gegebenen  Ebene 
projicirt. 

Die  gemeinsamen  B  er Ührungs ebenen  zweier  solchen  Kegel  mit 
demselben  Scheitel  hefem  weiter: 

fiv^  ^  16,     ^VQ  =  8,     ftp^  =  4; 
also:    Die  Rhenen,  da-en  Cow^lexcurven  2  Gerade  treffen,  eine  Gei-adc 
treffen  und  eine  Ebene  herukren,  2  Eienmz  berühren,  umhüllen  einen  Torsus 
16.,  8.,  4.  Klasse.     Die    gemeinsamen    Berfihrungsebenen   eines  jeden 
dieser  Torsen  mit  der  Complexeurve  in  einer  neuen  Ebene  geben: 

Es  fehlt  noch  die  Charakteristik  v^,  für  welche  man  durch  einen  ana- 
logen Schluss  den  Werth  64  zu  erhalten  scheint;  aber  es  findet  eine 
Erniedrigung  statt. 

Zunächst  aber  mögen  die  CharakterisUJcen  des  gumfach  unendlichen  530 
Systems  der  Comglex-Punktffpaare  ermittelt  werden;  bei  dieser  Ausartung, 
die  wir  nach  Schubert  mit  ij  bezeichnen,  haben  v,  p  die  Bedeutung, 
dass   die  Doppellinie   des  Paars   eine    gegebene   Gerade   treffen,    bezw. 
einer  der  beiden  Punkte  in  eine  gegebene  Ebene  fallen  soll. 

Die  Klasse  der  singulären  Fläche  giebt: 
ijft'  =  4. 

Ein  Strahlennetz  hat  mit  der  Congruenz  (4,4)  der  siugulären 
Strahlen,  der   Doppellinien  unserer  Punktepaare,   8  Strahleo   gemeiu- 


Die  Hegelfladie  du  suit/ulaten  Sirahlen,  welche  eine  Gerade  l  treffen, 
ist  8.  Grade/i,  m  jede  Ebene  durch  l  fallen  4;  die  8  Punkte  der  Paare 
auf  ihnen,  so  wie  die  4  Schnitte  l^,  von  denen  jeder  zu  2  Puukte- 
paaren  gehört  lehien,  dasa  die  Oiirve  der  Punkte  der  Funictepaare,  deren 
Boppellinie  die  l  trifft,  16.  Ordnung  ist,  oder: 
TJVp  =  16. 

Die  RegelÜäche  8.  Grades  berührt  ^  in  der  Cmve  der  singulären 
Punkte,  die  zu  ihren  Erzeugenden  gehören;  diese  ist  von  der  Ordnung 
-^(4.8^16)  =  8;  womit  wir  das  Nr.  524  gefundene  Resultat,  dass  die 
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Punkte  von  ®,  deren  singulare  Strahlen  eine  gegebene  Gerade  treffen, 
eine  Curve  8.  Ordnung  erzeugen,  bestätigen. 

Der  Bedingung  q^  kann  auf  zwei  Weisen  genügt  werden,  dadurch, 
dass  ein  Punkt  eines  Paars  auf  die  Schnittlinie  der  Ebenen  von  p^ 
fällt,  also  in  einen  der  Schnitte  derselben  mit  *,  oder  dadurch,  dass 
der  eine  in  die  eine,  der  andere  in  die  andere  Ebene  fällt,  Eratei'es 
führt  zu  2.4  Paaren. 

Es  sei  f  ein  ebener  Schnitt  von  3";  wenn  B'  sich  auf  f  bewegt, 
so  besehreiben  die  beiden  singulären  Strahlen  U'Jß",  B'S"  eine  Fläche 
(6),  auf  welcher  f  doppelt  ist  und  von  deren  Erzeugenden  4  doppelte 
in  die  Ebene  von  f  fallen;  also  ist  sie  vom  Grade  16.  Ihr  weiterer 
Schnitt  mit  ^  besteht  aus  dem  Orte  {B")  der  Punkte  B",  B^"  und 
der  Curve  S  der  singulären  Punkte  S,  welche  zu  den  erzeugenden 
singulären  Strahlen  gehören;  längs  dieser  Curve  berühren  sich  beide 
Flächen. 

Lassen  wir  S  auf  einem  andern  ebenen  Schnitte  /'^  von  0  sich 
bewegen,  so  erzeugt  der  singulare  Strahl  eine  Fläche  s,  auf  der  sowohl 
fi,  als  auch  die  vier  in  die  Ebene  von  f^  fallenden  singulären  Strahlen 
einfach  sind,  die  also  8.  Grades  ist;  da  sie  0  längs  /,  berührt,  so  ist 
der  weitere  Schnitt,  der  Ort  der  Punkte  der  Paare  auf  diesen  singu- 
lären Strahlen,  24.  Ordnung;  er  trifft  folglieh  f  24mal;  wenn  demnach 
B'  die  f  durchläuft,  filllt  S  24 mal  auf  f^;  daher  ist  die  Berührungs- 
curve  S  der  obigen  Fläche  (l)  mit  0  24.  Ordnung  und  die  Curve  {B") 
von  der  Ordnung  4.16  ~  2.4  —  2.24  =  8.  Folglich  führt  der  zweite 
Fall  zu  8  Lösungen,  und  wir  haben: 

rjQ^  ==  16. 

jjftv  ist  die  Zahl  der  Punktepaare,  deren  Ebene  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  geht  und  deren  Doppellinie  eine  gegebene  Gerade  trifft, 
also  dual  und  gleich  der  Zahl  der  Bbenenpaare,  deren  Punkt  in  eine 
gegebene  Ebene  fällt  und  deren  Doppellinie  eine  gegebene  Gerade 
trifft,  d,  h,  gleich  dem  Grade  der  Regelfläche  der  singulären  Strahlen, 
deren  zugehörige  singulären  Pimkte  in  gegebener  Ebene  liegen,  mithin 
der  ßegelfläche  is;  also: 

Endlich,  wenn  die  Ebene  eines  Punktepaars  durch  0  gehen  und 
der  eine  Punkt  B  in  die  Ebene  ra  fallen  soll,  so  liegt  B  auf  m0,  die 
eine  Ebene  des  Ebeuenpaars  (B)  geht  durch  0,  BO  gehört  zum  Kegel 
(0)  und  B  ist  einer  der  Schnitte  desselben  mit  a0,  demnach: 
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Wir  betrachten  alle  Compl ex-Punktepaare,  deren  Doppelliiiien  eine  531 
gegebene  Gerade  l  treffen;  die  Pimktepaare  erzeugen  eine  Curye  16.  Ord- 
nung (i?vp  =  16).  Die  Ebenen,  welche  von  einer  andern  Geraden  u 
je  nach  den  beiden  Punkten  gehen,  rufen  in  dem  Ebenenbüschel  u 
eine  involutorische  Correspondenz  [16]  hei-vor,  denn  jede  Ebene  durch 
u  trifft  die  genannte  Curye  in  16  Punkten,  und  nach  deren  gepaarten 
Punkten  gehen  die  entsprechenden  Ebenen.  Wir  haben  8  Punktepaare, 
deren  Doppellinien  l  und  u  treffen:  tjv^  =  8;  diese  führen  zu  zwei- 
fachen Coinciilenzen  unserer  Correspondenz,  denn  die  Ebene  von  u  nach 
einer  dieser  Doppcllinien  trifft  die  Curve  16.  Ordnung  in  beiden  Punk- 
ten des  Paars  und  die  je  nach  dem  andern,  als  dem  gepaarten,  gehende 
fällt  mit  ihr  zusammen  (I,  Nr.  18).  Es  bleiben  daher  16  andere  Co- 
incidenzen,  welche  von  Punktepaaren  mit  l  treffenden  Doppeliinien 
herkommen,  deren  beide  Punkte  sieb  vereinigt  haben. 

Damit  ist  noch  nicht  klar  gestellt,  dass  es  nicht  co^  solche  Punkte- 
paare mit  zusammenfallenden  Punkten  giebt. 

Betrachten  wir  nun  die  Comples- Punktepaare,  von  denen  ein 
Punkt  in  eine  gegebene  Ebene  jt  fällt;  projiciren  wir  sie  wiederum 
aas  M,  so  ergiebt  sich  eine  (nicht  involutorische)  Correspondenz.  Jede 
Ebene  §  durch  ti  schneidet  ;i^  in  4  Punkten,  deren  jedem  2  Punkte 
gepaart  sind,  so  dass  es  8  entsprechende  Ebenen  ^'  giebt.  Ferner 
haben  wir  gefunden,  dass  es  8  Complex-Punktepaare  giebt,  deren  beide 
Punkte  in  zwei  verschiedene  Ebenen  beziehentlich  fallen,  hier  eine 
Ebene  |'  durch  m  und  die  Ebene  je;  also  entsprechen  auch  jeder 
£'  8  Ebenen  |. 

Alle  16  Coineidenzen  dieser  Correspondenz  |8,8]  entstehen  durch 
die  16  Coniplex-Punktepaare,  von  denen  ein  Punkt  auf  re  hegt,  wäh- 
rend die  Doppellinie  u  trifft  (ijvp  ='  16). 

Demnach  kommt  nicht  in  jede  Ebene  ein  Punkt  zu  liegen,  in  den 
sich  beide  Punkte  eines  Complex-Punktepaars  vereinigt  haben,  Funkte- 
paare  mit  vereinigten  Purildm  sind  folglich  nur  in  mdlicher  Zahl  vorhanden. 

Ist  also  E  der  Punkt  eines  solchen  Paars,  so  sei  re  durch  ihn 
gelegt.  Zweifellos  ist  die  Ebene  uE  eine  der  16  Coineidenzen  der 
Correspondenz  [8,8],  Die  Curve  16.  Ordnung  der  Punkte  der  Paare, 
deren  Doppellinie  ti  trifft,  begegnet  daher  sonst  der  it  in  weniger  als 
16  Punkten  und  muss  also  durch  E  Igehen.  Diese  Complex-Punkte- 
paare  (E,  E)  mit  vereinigten  Punkten  müssen  unbestimmte  Doppel- 
linien haben,  so  dass  je  solche  Doppellinien,  welche  eine  beliebige 
Gerade  treffen,  vorbanden  sind.  Weil  nun  jedes  einer  bestimmten  Ebene 
6  zugebört,  so  erfüllen  diese  Doppellinien  den  Büschel  (E,  S),  und  je 
eine  trifft  die  beliebige  Gerade. 
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Somit  ergeben  sieh  die  oben  gefundenen  16  Punktepaare  mit  ver- 
einigten Punkten,  deren  Doppellinien  die  dort  benutzte  Gerade  l  trafen, 
bei  jeder  andern  Geraden  ebenso. 

Und  wir  haben: 

Es  giebt  16  Complex-Funhtepaare  (ß,  E)  mit  vereinigten  FunJden; 
ihre  Doppellinien  sind  je  ut^estimmt  und  erfüllen  den  gansen  Büschel 
um  E  in  der  stigehörigm  Ebene  d. 

Die  Curven  16.  Ordnung  der  Punkte  der  Compl  ex -Punktepaare, 
deren  Doppellinien  eine  gegebene  Gerade  l  treffen,  gehen  durch  die 
X6  Punkte  E. 

032  Oder  wir  benutzen  die  Charakteristiken -Formeln   für  ein  einfach 

unendliches  System  von  Kegelschnitten  im  Baume  (I,  Nr.  19): 

wo  7j'  (statt  ä  a.  a.  0.)  die  Anzahl  der  Ausartungen  im  Systeme  ist, 
die  gewöhnlich  Geradenpaare  genannt  werden.  Die  ala  Enveloppen 
definirfcen  Complexeurven  scheinen  nicht  in  Geradenpaare  ausarten  zu 
können,  und  das  ist  auch  im  allgemeinen,  aber  nicht  immer  richtig, 
wie  wir  bald  sehen  werden. 

In  uneern  Formeln  ist  die  Zahl  der  Punktepaare,  welche  i-mal 
die  Bedingung  v  erfüllen,  stets  mit  2'  zu  multipUciren*);  weil  die 
Doppellinie  eines  Pnnktopaars,  als  Panktcurve  des  ausgearteten  Kegel- 
schnitts, mit  der  zu  treffenden  Geraden  sofort  zwei  (vereinigte)  Punkte 
gemeinsam  hat;  daher  haben  wir  umzuändern: 

ij/iv  =  2.8,       iji'"  =  218,       fjv&  =  2.16. 

Wir  wenden  nun  unsere  Formeln  an  auf  die  einfach  unendlichen 
Systeme  von  Complex-Kegelschnitten,  welche  die  Bedingungen  fi^,  jiv, 
fhQ,  ß*,  VQ,  v^  erfüllen.  Im  ersten  Falle  also  haben  wir  (durch  sym- 
bolische Multiplication  mit  ji^): 

die  erste  dieser  Formeln  wird  durch  die  oben  angegebenen  Zableu- 
werthe  befriedigt,  die  zweite  giebt:  jj'fi*  =  0,  die  eben  ausgesprochene 
Vermuthung  bestätigend.  Dasselbe  ergiebt  sich  in  den  vier  nächsten 
Fällen;  im  letzten  aber  haben  wir: 

Sie  liefern  für  die  einzigen  Unbekannten: 

vä  =  48, 

*)  Vergl.  Schubert,  Kalkül  der  abzählenden  Geometrie  S.  93. 
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loomU   wir   nun    alle  10  Charaktemtikm    unstfeb  Kegelschnitt- Systems 
haben  (vergl.  Nr.  529"),  und 

Dies  letzte  der  obigen  Vermuthung  widersprechende  Ergebniss 
ist  nunmehr  aufzuklären. 

Es  giebt  ausgezeichnete  singulare  Ebenen  S,  in  denen  die  beiden 
Punkte  des  Punktepaars  in  einen  einzigen  Punkt  E  so  zusammen- 
geriiekt  sind,  dass  jeder  Strahl  des  Büschels  {E,  8)  Doppellinie  des 
Punktepaars  und  also  singulärer  Strahl  ist.  Zunächst  repräsentirt, 
wegen  der  Unbestimmtheit  der  Doppellinie,  ein  solches  Punktepaar 
oo^  Mitglieder  des  doppelt  unendlichen  Systems  von  Punktepaaren  und 
kommt  deshalb  nur  in  endlicher  Zahl  vor. 

Sodann  spielen  bei  der  Ableitung  der  zweiten  unserer  Charakte- 
ristiken-Formeln die  beiden  Geraden  eines  „Geradenpaars"  V  keine 
EoUe,  sondern  allein  der  Umstand  ist  wichtig,  dass  die  „Tangenten" 
dieser  Ausartung  einen  doppelten  Strahlenbüschel  um  den  Doppelpunkt 
des  Geradenpaars  bilden.  Diese  Eigenschaft  aber  kommt  auch  unserm 
Punktepaare  mit  vereinigten  Punkten  zu;  als  Tangentencurve  ist  es 
eindeutig,  als  Punktcurve  jedoch  cxj^-deutig;  jeder  Punkt  von  ö  gehört 
einem  der  oo'  Punktepaare  an,  die  es  repräsentirt. 

Den  5  Doppelbedinguugen  jt^,  (iv,  (tQ,  p^,  vq  wird  im  allgemeinen 
keins  der  Gebilde  \E,  d],  die  wie  gesagt  nur  in  endlicher  Zahl  vor- 
handen sind,  genügen;  denn  von  dieser  endlichen  Zahl  von  Punkten  E 
oder  Ebenen  8  kann  keine  Bedingung  p  oder  ^  erfüllt  werden,  also 
kommen  die  \E,  i?]  iu  den  betreffenden  oc^-Sjstemen  von  Complex- 
Kegel schnitt eu  nicht  vor.  Und  umgekehrt,  weil  da  die  Zahl  »j'fi^ 
ij'ftv,  . . .  ij'vp  die  einzige  Unbekannte  war  und  sich  gleich  0  ergab, 
lehrt  uns  dies,  dass  die  [E,  8']  nur  in  endlicher  Zahl  vorhanden  sind. 

Aber  der  Bedingung  v^  wird  jedes  von  den  {E,  d]  genügen,  mit 
einer  von  seinen  oo^  Doppellinien  der  einen  von  den  beiden  Geraden 
dieser  Bedingung,  mit  einer  andern  der  andern  begegnend;  und  so  ist 
Tl'v^  nicht  0,  sondern  16.*) 

Wir  haben  also  16  Ebenen  8,  deren  Curven  (3)  Fimhtepaare  mit 
vereinigten  Punkten  tmd  unbestimmter  Boppellinie  sind. 

Die  Ebenen  8  berühren  ersichtlich  auch  jede  Complexfläche  (l)\ 
denn  eine  von  den  co'  Doppellinien  trifft  die  Gerade  l.  Folglich  haben 
3  solche  Flächen  (Z),  (l'),  (l")  ausser  ihnen  noch  48  Ebenen  gemein- 
sam, deren  Complescurven,  im  allgemeinen  nicht  ausartende  Kegel- 
schnitte, die  Geraden  l,  l',  l"  treffen:  v^  =  48. 

*)  Wir  haben  es  hier  mit  einer  dögönöreeconce  vou  Halphen  zu  thun  (Math. 
Annalen  Bd.  15  S.  19). 
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Schubert  hat  für  die  Charakteristiken  eines  oo^-Systeraes  von 
Kegelschnitten  die  Identität: 

2v''  —  2v^g  +  5vQ^  ~  2p'  —  6(iv^  +  4^pv  +  12,«'v  —  8(i^i>  =  0 

nachgewiesen*);  unsere  Zahlen  erfüllen  sie. 

Die  Werthe  q^v  =  16,  qv^  =  32,  v^  =  48  geben  folgende  Sätze: 
Die  Complexcurvm,  welche  2  Ebenen  bmikren,  eine  Ehme  berühren 
und  eine  Gerade  treffen,  2  Gerade  treffen,  ergemgen  eine  Fläche  hejsw.  von 
der  Ordnung  16,  33,  48.  Da  in  eine  zu  berührende  Ebene  kein  erzeu- 
gender Kegelschnitt  fällt,  ao  ist  die  Curve  der  Berührungen  mit  jeder 
der  Ebenen  des  ersten,  mit  der  Ebene  des  zweiten  Falls  8.,  'bezw,  16. 
Ordnung. 

533  Alle  Strahlen   nnes  Luscliels   {L,  d)  bind,  v,ie   benifikt,    tingtdene 

Strahlen  und  die  Ebene  d  ist  fm  jeäeti  von  ihnen  dte  migehyrige  stngu 
läre  Ebene;  in  E  yeremigen  sich  die  beiden  Punkte  B"  B'  des  Paars, 
so  dass  der  Strahl  die  Flache  O  in  E  betuht  Ausserdem  tingirt  er 
sie  noch  im  jeweiligen  zugehörigen  singuUien  Punkte,  dei  sich  von 
einem  Strahle  zum  andern  mdert  Weil  alle  Stiahlen  von  (J7,  ö)  zum 
Oomplexe  gehören,  ao  tst  E  seihst  iingulaim  Funit  und  det  sugehonge 
singulare  Strahl  der  Schmit  von  S  mit  der  zweiten  Eiene  des  Ebenen 
paars  (E). 

Danach  ersmgen  die  singuJären  Punkte  der  Stahlen  von  (E,  ä)  einen 
Kegelschnitt  [S],  der  durch  E  geht,  dort  den  eben  erwähnten  Strahl  tan- 
girt  und  längs  dessen  die  Ebene  S  die  smgvlä/re  Fläche  berührt.  Sie  ist 
also  eine  Doppel- Taitgentialebene  von  0,  und  ä>  hat  deren  16. 

Ingleichen  tmd  ^al  haben  wir  16  Funkte  D,  deren  Complexkegel 
aus  zwei  in  eine  Ebene  e  zusammengefallenen  Ebenen  besteht  mit  jedem 
Strahle  des  Büschels  {D,  s)  als  DoppeUinie.  Diese  Punkte  D  sind  Do^el- 
punkte  von  0,  und  ihr  Anschmiegungskegel  [D]  wird  von  den  singülären 
Ebenen  umhüllt,  welche  zu  den  StraMen  von  (D,  s)  gehören  und  unter 
denen  sich  e  befindet. 

Für  den  Comples  sind  diese  Punkte  D  und  Ebenen  d  als  seine 
stationären  Funkte  und  Ebenen  zu  bezeichnen. 

Wir  haben  somit  swei  verschiedene  Arten  von  je  16  StrählenbUscheln, 
die  aus  lauter  singülären  Strahlen  bestehen;  hei  einem  Büschel  der  einen 
Art  (E,  ö)  gehört  zu  ailen  StraMen  die  nämliche  singulare  Ebene  S, 
während  der  zugehörige  singulare  Pwikt  einen  durch  den  Sclieitel  E  gehen- 
den Kegelschnitt   durchläuft;    bei   einem  der  andern  Art  (D,  s)   ist  der 

*)  Math.  Aniialen  Bd.  10  S.  357. 
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singulare  Tunkt  D  fest,  und  die  singulare  Eiene  umhüllt  einen  die  Ebene 
B  berührenäejt  Kegel  3.  Grades. 

Diese  Doppelelemente  reduciren  die  Klasse  und  Ordnung  von  O 
auf  4, 

Die  singulare  Fläche  eines  giiadratischen  Complexes  ist  eine  Kum- 
mer'sehe  Fläche. 

Der  Com^lexkegel  eines  jeden  BimUes  einer  Ebene  d  berührt  sie  längs 
des  Strahls  nach  E. 

Die  Complexcurve  einer  Ebene  durch  einen  Punkt  D  geht  durch  ihn 
und  berührt  die  Ebene  b. 

Die  Punkte  D  liegen  auf  allen  Complexflächen;  denn  die  Complex- 
fläehe  {l)  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Compleskegei  die  Gerade  ( 
berühren;  weil  der  Büschel  {B,  e)  einen  l  treffenden  Strahl  enthalt, 
so  berührt  das  Ebenenpaar  {s,  b)  mit  diesem  Strahle  als  Doppellioie 
die  l,  d.  h.  trifl't  sie  mit  der  Doppellinie. 

Die  Ebenen  S  berühren  alle  Complexflächen;  wie  schon  bemerkt 
wurde. 

Die  gegenseitige  Lage  der  D  nud  i5,  bezw.  der  [Z*]  und  [d],  wie  534 
sie  die  allgemeine  Theorie  der  Kummer'sehen  Fläche  lehrt  (11,  Nr.  389), 
wie  wir  sie  aber  auch  bei  der  Brennfläehe  einer  Congruenz  2,  Grades 
kennen  gelernt  haben   (11,  Nr.  357),   haben   wir  auch-  aus  ihrer  nun- 
mehrigen Entstehungs weise  abzuleiten. 

WäJirend  der  singulare  Funkt  S  einen  der  Kegelschnitte  [d]  durch- 
wandert, geht  der  zugehörige  singulare  Strahl  s  ständig  durch  E;  die 
Ebenen  des  Ebenenpaars  (S)  unOiullen  einen  Kegel  mit  der  Spitse  E. 
Weil  der  Complexkegel  eines  beliebigen  Punktes  0  den  [iJ]  viermal 
trifft,  so  senden  4  Punkte  von  \S\  einen  Complexstrahl  und  also  eine 
Ebene  des  Paars  nach  0;  jener  Kegel  hat  daher  die  Klasse  i  und  ist 
ersichtlich  der  Tangentialkegel  aus  E  an  ^.  Liegt  0  auf  $,  so  vereinigen 
sich  die  beiden  in  ä  gelegenen  Kanten  von  (0)  in  OE  wegen  des  Punkte- 
paars  (ß)  mit  in  E  vereinigten  Punkten;  mithin  gehen  durch  0,  ausser 
der  Ebene  3  des  Ebenenpaars  (E),  nur  die  beiden  Ebenen  des  Com- 
plex- Eben eup aar s  aus  dem  zweiten  Schnitte  von  OK  mit  [3\.  Folglieh 
ist  3  doppelte  Tangentialebene  des  Kegels  4.  Klasse,  wie  zu  erwarten. 
Liegt  endlieh  0  auf  der  Tangente  von  [3]  in  E,  so  geht  durch  ihn 
ausser  3  nur  noch  die  zweite  Ebene  von  {E);  S  stellt  sich  als  Wende- 
BerUhrungsebene  des  Kegels  heraus.  Im  allgemeinen  ist  ja  auch  für  den 
Tangentialkegel  einer  Fläche  aus  einem  Punkte  derselben  dessen  Be- 
rührungsebene doppelte  Tangentialebene.  Berührungskanten  sind  die 
beiden  dreipunktigen  oder  Haupttangenten;  rücken  also  diese  zusammen, 
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SO  wird  die  Ebene  Weiii^eberüiiruiigs ebene  längs  der  einzigen  Haupt- 
tangente.  Diea  gilt  für  die  Ebene  d  und  einen  jeden  Punkt  von  [5], 
da  in  ihm  die  Tangente  von  [d]  die  einzige  Haupttangente  ist. 

üitser  Kegel  4.  Klasse  aus  E  ist  daher  9.  Ordnung  und  hat  mit 
8  noch  6  einfache  Schnittkanten. 

Die  beiden  von  einem  beliebigen  Strsble  von  {E,  d)  an  den  Kegel 
(und  0)  konimeniäen  von  ä  verschiedenen  Berührung sebenen  sind  immer 
die  Ebenen  des  Ebenenpaars  aus  dem  zweiten  Schnitte  mit  [ö"];  bei 
jeder  der  6  Schnittkanten  vereinigen  sie  sich  und  die  6  zweiten  Schnitte 
sind  Punkte  D. 

Auf  jedem  Kegehthmffe  [i5]  holen  wir  demzufolge  ß  FimMe  D,  und 
jeder  Kegel  [D]  wird  von  6  Ebenen  ö  berührt. 

Dass  ein  Schnittpunkt  zweier  [d]  ein  D  ist,  folgt  auch  daraus, 
dass  sein  Comples-Ebenenpaar  eine  Doppelliuie  in  jeder  voa  beiden 
Ebenen  3  hat,  also  oo^  Doppelhnien  besitzt. 

Wenn  nicht  beide  Schnittpunkte  zweier  d  Punkte  D  wären  und 
jede  Schnittlinie  zweier  ä  zwei  D  enthielte,  so  wäre  es  nicht  möglich, 
höchstens  15  Punkte  in  die  Ebenen  d,  die  durch  einen  I)  gehen,  so 
zu  vertheiieuj  dass  jede  Ebene  5  enthält. 

Daher  sind  die  15  VerUndungslinieii  der  6  Punkte  D  in  einer  Ebene 
d  die  Spuren  der  iö  übrigen  Ebenen  d,  die  15  Schnittlinien  der  6  Ebenen 
d,  die  durch  einen  D  gehen,  die  Geraden,  welche  ihn  mü  den  15  übrigen 
D  verbinden. 

Indem  wir  oben  erkannten,  dass  in  jeder  Ebene  S  6  Punkte  D 
liegen,  haben  wir  zugleich  gefunden,  dass  die  6  Ebenen  b,  die  zu  diesen 
Punkten  D  gehören,  durch  den  Punkt  E  geben,  öer  zur  Ebene  d  gehört. 

Also  gehen  durch  jeden  der  16  Punkte  E  6  Ebenen  s  und  in  jeder 
Ebene  e  liegen  6  Punkte  E.  Die  Ptinkte  E  und  die  Ebmen  s  bilden  eine 
Kummer'sche  Configuration,  me  die  D  und  die  d;  dies  wird  sich 
gleich  noch  genauer  zeigen. 

Wie  eine  ä  für  den  Kegel  E^  aus  dem  zugehörigen  E  Wende- 
Berührungsebene  ist  und  die  6  durch  E  gehenden  Ebenen  a  diesen 
Kegel  in  seinen  weiteren  Schnittkanten  mit  8  tangiren;  so  sind  die  6 
Punkte  E  in  einer  Ebene  s  die  Berührungspunkte  der  6  Tangenten, 
die  an  die  Schnitteurve  b^  von  deren  Rückkehrpunkte  D  kommen, 
also  die  zweiten  Berührungspunkte  der  6  Doppeltangenten  von  ^  im 
Tangentenbüaehel  (D,  s),  oder  die  Nullpunkte  von  s  in  Bezug  auf  die 
6  Gewinde,  welche  durch  die  Congruenzen  2.  Grades  gehen,  deren 
gemeinsame  Brennfläche  0  ist;  da  diese  gegenseitig  in  Involution  sind, 
so  liegen  jene  6  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  (I,  Nr.  188),  und 
ebenso   tangiren   die    6  Ebenen    e,    die   durch  einen  E   gehen,    einen 
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Kegel    2.    Grades;    wie    das    bei    einer    Kummer'schcE    Configuration 
erforderlich  ist. 

Wir  wollen  jetzt  den  zweiten  Bestandtheil    der  Breiinfläche   der  535 
Congrueuz  S  der  singulären  Strahlen  genauer  untersuchen;    der  erste 
ist  die  singnläre  Fläche  0. 

Wir  fanden  schon  (Nr.  525):  der  zweite  Brennpunkt  eines  singu- 
lären Strahls  s  ist  der  Punkt,  weicher  dem  ersten  Brennpunkte  S  in 
Bezug  auf  die  beiden  Punkte  B',  B"  des  Punktepaars  mit  der  Doppel- 
linie s  harmonisch  zugeordnet  ist. 

Das  in  Nr.  530  erhaltene  Ergebniss,  dass  die  singulären  Strahlen 
s,  deren  zugehörige  singulare  Punkte  8  einen  ebenen  Schnitt  von  ^ 
erfüllen,  eine  Regelfiäche  s  8.  Grades  erzeugen,  welche  ^  lä.ngs  des 
Schnitts  tangirt,  kann  noch  dahin  ausgesprochen  werden,  dass  die 
aingulären  Strahlen,  welche  sich  auf  eine  Gerade  l  stützen  und  daher 
eine  Regelfläche  8.  Grades  erzeugen,  die  Fläche  O  längs  einer  Curve 
8.  Ordnung  berühren,  die  von  den  zugehörigen  singulären  Punkten  S 
gebildet  wird;  der  fernere  Schnitt,  der  Ort  der  Punkte  B',  B",  ist 
16.  Ordnung,  wie  das  auch  der  Werth  ijvp  =  16  von  Nr,  530  lehrt. 
Wu  betrachten  nun  die  Curve  dei  Punkte  auf  diesen  Strahlen,  weiche 
den  Stutzpunkten  luf  /  in  Bezug  auf  B',  B"  harmonisch  zugeordnet 
bind  In  jeder  Ebene  durch  l  hiben  wir  zunächst  ausserhalb  l  die 
4  Punkte  dui  den  4  singulaten  Strahlen,  sodann  sind  die  4  Punkte  10 
Doppelpunkte  unseier  Curve,  weil  in  jeden  von  ihnen  von  zwei  Punkte- 
paaren der  eine  Punkt  tallt.  Die  Curve  ist  12.  Ordnung,  und  ihre 
48  Begegnungspunkte  mit  O  vertheilen  sich  auf  die  Curven  16,  und 
8.  Ordnung  in  folgender  Weise.  Jeder  von  den  4  Punkten  10  ist  auch 
Doppelpunkt  der  Curve  16.  Oidnung,  teinei  tiiät  aus  jedem  dei  Ib 
Strahlenbüachel  (E,  d)  ein  Strahl  die  /,  und  weil  lut  ihm  die  i  unkte 
B',  B"  sich  in  E  vereinigen,  so  ist  jedei  von  den  T,  Be^egnuugspunkt 
der  Curven  12.  und  16.  Ordnung  Wir  haben  so  J4  +  lt>  Begegnun^,'! 
punkte  der  ersteren  mit  0,  die  auf  der  letzteien  hegen  Diejenigen, 
die  auf  der  Curve  8.  Ordnung  faich  befinden,  zahlen  wegen  der  Be 
rührung  öer  Regelfläche  8.  Ordnung  mit  0  Uags  diesei  Curve  doppelt, 
also  ist  ihre  Zahl  ^(48  —  24)  =  12  "^le  sind  auf  den  zugehörigen 
die  l  trefFenden  singulären  Strahlen  die  Punkte  s  und  der  Schnitt  mit 
l,  als  vierter  harmonischer  zu  einem  solchen  S  m  Bezug  luf  B ,  B  , 
ist  ein  Punkt  des  gesuchten  Oiteb 

Der  zweite  Besiandtkeil  der  Brenn/lache  det  Cjngxteiis  S  de>  ■^m 
gidärm  Strahlen  ist  12.  Ordnung  und  lä   Ä/oiae 

Die  volle  Brennfläche  ist  daher  von  der  Ordnung  und  Iviasse  10. 
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Wir  werden  S  als  Schnitt  zweier  Complexe  2.  Grades   erkennen,   und 
dann  wird  dies  Ergebniss  durch  die  Formel  Yon  II  Nr.  300  bestätigt, 
Ver  Eang  von   S  ist  infolge   dessen   4;    d.  h.    mit  jeder   Geraden 
gehören  4mal  zwei  singulare  Strahlen  zu  dem  nämlichen  Büschel. 


Die  consingulären  Complexe  und  die  Fundamental-Gewiiiile. 

6  In   jedem  Tangentenbüschel  (ß,  d)   der  singulären  Fläche  <P   haben 

wir  einen  Strahl  s,  welcher  für  den  CotnpUx  F^  Singular  ist;  die  Büschel 
in  s  um  die  beiden  weiteren  Schnitte  von  s  mit  <&  {oder  die  Büschel  aus 
S  in  den  beiden  weiteren  Berührungsebenen  durch  s  an  0)  gehören  ganz 
dem  Complexe  an,  imd  diese  co*  Büschel  (die  in  der  Klammer  erwähnten 
sind  dieselben)  erfüllen  ihn.  Es  lässt  sieh  nun  vermuthen,  dass  es 
möglich  ist,  die  sämmtlichen  Tangentenbüschel  projectiv  zu  durchlaufen, 
und  dass  je  alle  entsprechenden  Strahlen  immer  zu  einem  quadratischen 
Complexe  führen.    Dies  sollen  die  folgenden  Betrachtungen  bestätigen. 

Jede  Kummer'sche  Fläche  (II,  Nr.  392)  ist  gemeinsame  Brena- 
aUche  für  6  Congruenzen  2.  Grades  C/,  C/,  . . .  C/.*)  Jede  von  ihnen 
ruft  zwischen  der  Punktreihe  auf  einer  Geraden  l  und  dem  Ebenen- 
büschel um  sie  eine  Correspondenz  [2,  2](  hervor  (II,  Nr.  377).  In 
der  Punktreihe  sind  die  Schnitte  Ä',  Ä",  A'",  A'^  mit  <S  die  Ver- 
z w ei gungs punkte,  und  die  Schnitte  Jff,  B",  Jff",  B^^  mit  den  einzigen 
Congruenzstrahlen  h',  b",  b"\  b^^,  welche  sich  in  den  durch  l  gehenden 
Berührungsebenen  ß',  ß",  /3"',  ß^^  von  ^  befinden,  die  Doppelpunkte. 
Die  Projectivität  der  A  und  ß  sei: 

A^'A-'A^"  A  ß'ßy'ß^". 

Wir  führen  unsere  Correspondenz  auf  zwei  sich  schneidende  Ge- 
raden u,  V  über,  so  dass  die  Punktreihe  l  in  die  Punktreihe  u,  der 
Ebene nbiischel  l  in  die  Punktreihe  v  übergeht,  und  richten  die  Ueber- 
führung  so  ein,  dass  im  Schnitte  uv  sich  entsprechende  Punkte  ver- 
einigen (vergL  I,  Nr,  16).  Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
umhüllen  dann  eine  Curve  3.  Klasse,  die  auch  u  und  v  tangirt.  Die 
Verzweigungspunkte  A  —  die  Namen  brauchen  wir  nicht  zu  ändern  — 
sind  die  weiteren  Schnitte  der  u  mit  dieser  Curve,  während  die  Doppel- 
punkte B  die  Schnitte  der  ii  mit  den  Geraden  sind,  welche  die  Curve 

*)  loh  halte  ea  nun  für  besser,  die  Bezeiclicang  des  Gtadea  2  hinzuzufügen, 
was  ich  im  Bd.  II  nicht  gethan,  der  grösseren  Gleiohmässigkeit  der  Bezeichnung 
halber. 
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in  den  weiteren  Schnitten  mit  v  berühren.  Die  mit  gleichen  Accenten 
versehenen  Punkte  sind  solche  Schnitte  von  u,  bezw.  gehören  zu  sol- 
chen Schnitten  von  v,  welche,  wenn  v  in  u  übergeführt  wird,  con- 
tinuirlich  in  einander  übergehen;  denn  in  dieser  Weise  sind  ja  auch 
die  Würfe  der  einen  und  der  andera  Schnitte  projeetiv. 

Die  8  Punkte  A  und  B  geben  dann  3  Involutionen*): 

Ä'A",    A"'Ä",    B'B",    B-"B^'^; 

A'A'",   Ä'A^"^,    BB"',  B"B^''; 

ÄA",  A"A'",  BB^'',  B"B"'. 
Unterscheiden  wir  nun,  zu  der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbiischel 
l  zurückkehrend,  die  B,  welche  zu  den  verschiedenen  Congruenzen 
gehören,  durch  die  betreffenden  Zeiger,  —  die  A  sind  allen  gemeinsam 
— ,  80  erhalten  wir  für  jede  von  diesen  schon  durch  ihre  beiden  ersten 
Paare  bestimmten  InvolutioBen  im  Ganzen  2  +  6.2  Paare.  Die  erste 
liefert,  in  zwei  projective  Punktreihen  aufgelöst: 

B;Bs'B^'B^B^'B,'  7\  B"B,"B^"B;'Br;'Bg". 
Nach  diesen  Punkten  gehen  aber  die  je  einzigen  Strahlen  der  6  Con- 
gruenzen in  den  Ebenen  ß',  ß",  oder,  was  dasselbe  ist,  die  6  Doppel- 
tangenten der  beiden  Tangenteubüschel  in  diesen  Ebenen.  Da  dies 
zwei  beliebige  Beröhrungsebenen  von  $  sind,  so  haben  wir  folgenden 
wichtigen  Satz: 

Die  oo^  Tangenteeiiüscliel  der  Kummer' sehen  Fläche  sind  so  pro- 
jeetiv,   äass  diejenigen  Dqppeliangejiten,  die   su  der  nämlichen  Congruenz 
3.  Grades,  für  die  sie  Brennfläche  ist,  gehören,  einander  entsprechen. 
Vermöge  aller  drei  Involutionen  aber  haben  wir: 

a'b;b^b;  a  ä'b;'b^'b;'  a  a'"b,"'b,"'b;"  a  a^'^b^^b^^b^^^'. 

Folglich  entsprechen  in  den  vier  Tangentenbüscheln  der  Ebenen 
ß't  ß"i  ß'",  ß"  auch  die  beziehentlich  nach  A!,  A!',  A'",  A^'^  gehenden 
Strahlen  einander. 

Zieht  man  in  irgend  einem  Tangentenhüschel  mn  0  eine  beliebige 
Tangente  imd  darauf  in  allm  amdem  je  die  in  der  BrojecUviiMt  ent- 
sprechende, so  hat  jede  von  ihnen  mit  0  noch  3  Schnitte.  Der  Inbegriff 
der  Faare  von  StraMenbüscheln  in  den  BerOhrungsebenen  je  um  diese 
beiden  PunJde  giebt  einen  Complex  3.  Grades,  für  dm  die  Fläche  0 
singulare  Fläche  ist,  und  tvir  erhalten,  wenn  mir  so  die  Tangentenbüschel 


*)  Schröter,  Theorie  der  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  (Leipzig,  188 
wo  am  Schlüsse  von  §  13  der  duale  Satz  bewiesen  iat.  Eine»  andern  Bewi 
werden  wir  in  Nr.  601  geben. 
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projectiv  durchlaufen,  die  oo^  Complexe  2.  Grades,  welche  0?  mr  singu- 
lären  Fläche  haben,  oder,  wenn  wir  sie  als  singulare  Fläche  eines  ge- 
gebenen Complexes  F^  voraussehen,  die  eonsingulären  Complexe  von  F^.*) 

Die  je  benutzten  Tangenten  sind  die  singulären  Strahlen  des  ent- 
stehenden Complexe  s. 

Es  ist  nur  noch  zu  beweisen,  daas  ein  so  sich  ergebender  Com- 
plex  vom  2.  Grade  ist;  und  dazu  genügt  es,  darzuthun,  dass  in  jeder 
Tangentialebene  ß  von  $  keine  andern  Strahlen  von  ihm  liegen,  als 
die  der  beiden  erzeugenden  Büschel.  A'  sei  einer  von  den  beiden 
Schnitten  der  im  Tangentenbüschel  von  ß'  gezogenen  Tangente,  g  ein 
Strahl  von  {Ä',  ß"),  also  ein  Strahl  des  Complexes,  zu  dem  diese  Tan- 
gent  nl  d'e  e  tspre  heulen  fühieu  ß"  c'  e  we'te  Be  üh  n  ■  elene 
V  n  a>  du  1  1  Del  oiect  v  t  t  le  S  I  n  ttp  lite  vo  /  n  t  * 
nd  le  Ber  h  nf,8ebe  en  aus  /  an  3"  bat  ve  lo  men  nl  n  e  ner 
le  selben  s  nl  ^  a\  ß  e  tsj  echenl  ^e  A  \  Sei n  tt  le  n 
!  r  de  ß  entsj  el  t  Jann  co  e  pond  fc  w  e  w  ben  f  n  l  n  n  dei 
P  oject  v  tat  der  Tan  entenl  ü  1  el  n  /J  /j  ler  cb  i  o^^^uleu 
ia  ^ente  des  e  sten  d  n  h  ^  ^ele  1  de  ve  te  11/  a  ^^ 
1    au  1    be    dem  B    chel  ("1     ß) 

Jeder  ':>traM  d  s  er  evgi      Co  j Ute    e gebt  s  J    he    ^     o     d 
se  lerd     B  scheli     n jeder  der  d    cJjehetden  Ta  je  tal  bene     o    $ 

7  Und  andrerseits  jede  beliebige  Gerade  l  gehört  zu   4   von   den   eon- 

singulären Complexcit. 

Nimmt  man  nämlich  eine  von  den  4  durch  sie  gehenden  Berüh- 
rungsebenen als  Ebene  des  „Äusgangs-Strahlenbuscliela",  so  bestimmen 
die  4  Tangenten  dieses  Büschels,  welche  nach  den  4  Schnitten  der 
Geraden  mit  c&  gehen,  die  4  Complexe. 

Wir  Mnnen  4  dmt  Grad  der  Reihe  der  eonsingulären  Complexe 
nennen. 

Wenn  die  Gerade  ein  singulärer  Strahl  s  von  F'^  ist  —  und  jede 
Tangente  von  0  ist  für  einen  der  eonsingulären  Complexe  singulärer 
Strahl  — ,  so  wollen  wir  als  Ausgangsebene  ß'  eine  von  den  beiden 
nicht  in  S  tangirenden  BerOhrungsebenen  nehmen**),  von  den  4  Schnit 
ten  des  Strahls  mit  ^  fallen  2  zusammen  m  S,  also  auch  2  Strahlen 

*)  Wir  können  natürlicli  anch  duil  \eifahicn  —  Eiae  einheithche  Beieii-h- 
nung  besteht  wohl  noch  nicht  Klein  uod  Lie  nennen  dieie  Complexe  zu  T^ 
confocal,  Segre  homofocal,  Schnr  in  Iniolution  zu  T",  die  ohige  Bezeichnung 
„consingulär"  scheint  mir  die  geeignetste 

**)  Die  Ebene,  welch.«  in  S  selbst  beiuhrt,  ist  eben  deshalb  nicht  geeignet, 
weil  die  Strahlen  aus  dem  Berühcungspnnkte  nach  den  Schnitten  von  s  la  a  lallen 
oder  unbestimmt  werden. 
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des  Tangentenbüschels  von  ß'.  Dieser  Strahl,  welcher  den  einen  Punkt 
S  des  Punktepaars  (ß')  mit  dem  Berührungspunkte  von  ß'  verbindet, 
ist  siugulärer  Strahl  von  F^.  Von  den  4  consingiilären  Complexen  durch 
s  fallen  daher  zwei  in  F^  zusammen. 

Die  Congrums  S  der  singulären  Strahlen  von  F^  ist  also  der  Schnitt 
dieses  Complexes  mit  dem  unendlich  nahmt  in  der  Reihe  der  consingulären 
Complexe. 

Schon  damit  ist  erkannt,  dass  sie  Schnitt  mit  einem  andern  Com- 
plexe 2.  Grades  ist.  Wir  vrerden  später  den  vollen  Büschel  von  qua- 
dratischen Oomplesen  durch  sie  ermitteln. 

Nennen  wir  die  Reihe  der  consingulären  Complexe  g  {F^),  weil 
sie  KU  0  gehört. 

Indem  die  Complexe  dieser  Reihe  eindeutig  auf  die  Strahlen  eines  t 
Tangentenbüschels  von  ^  bezogen  sind,  wobei  jeder  demjenigen  Strahle 
entspricht,  der  für  ihn  singulärer  Strahl  ist,  wird  die  Seihe  ^  (r^) 
projectiv  beziehbar;  wir  kiSnnen  von  einer  (gemeinen)  Involution  in  dieser 
Reihe,  ferner  von  dem  DoppeherhäUniss  von  4  Complexen  da'  Reihe 
sprechen,  welches  das  Doppel verhäifcniss  ihrer  4  demselben  Tangenten- 
büschel von  *  angehörigen  singulären  Strahlen  ist. 

Erinnern  wir  uns,  dass  die  vier  singulären  Strahlen  in  dem  Tan- 
gentenbüschel einer  durch  eine  gegebene  Gerade  gehenden  Eerührungs- 
ebene  von  <&,  welche  zu  den  durch  dieselbe  gehenden  Coiaplesen  der 
Reihe  %  {F^)   gehören,    nach    den  Schnitten   von   l   mit  0   laufen,    so 


Das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte,  in  denen  e, 
Fläche  #  schneidet,  oder  der  4  jßerührungsehenen  von  l  an  S,  oder  der 
4  Scheitel  oder  der  4  Ebenen  der  durch  l  gehenden  StraMenbüschel  eines 
jeden  der  4  Complexe  von  g  (i'^),  welche  dm  Strahl  l  enthaltm,  ist  «m- 
gUich  das  Doppelverhäliniss  dieser  4  Complexe. 

Die  6  Doppeltangenten  in  irgend  einem  Tangentenbüsehel  von  $ 
bilden  3  unabhängige  Doppelverhältnisse,  welche  man  die  absoluten 
Invarianten  der  Reihe  ^  (F^)  consingulärer  Complexe  nennt.  Nimmt 
man  für  einen  bestimmten  Complex  F^  der  Reihe  noch  seinen  singu- 
lären Strahl  im  Tangentenbüschel,  so  heissen  die  4  unabhängigen 
Doppelverhältnisse  dieser  7  Strahlen  die  absoluten  Invarianten  von  F^. 

Jeder    Complex    (von    beliebigem    Grade)    ruft,    wie   wir    wissen  539 
(Nr.  519),  bei  jedem  von  seinen  Strahlen  eine  Projectivität  zwischen 
der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  hervor,  iu  welcher  jedem  Punkte 
der  Reihe  die  B er übrungs ebene  seines  Complexkegels  längs  des  Strahls, 
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jeder  Ebene  öes  Büschels  der  Beruh rungspuiikt  ihrer  Complexeurve 
mit  dem  Strahle  correspondirt.  Insbesondere  entsprechen  bei  einem 
r^  den  Scheiteln  der  4  Strahl  enbii sehe I  durch  die  Gerade  die  Ebenen 
derselben.  Bei  zwei  Complesen  ergiebt  sich  daher  eine  Projeetivität 
der  Punktreihe  auf  einem  gemeinsamen  Strahle  (oder  des  Ebenen- 
bilschels  durch  ihn),  bei  der  zwei  Punkte  homolog  sind,  welche  in  den 
von  beiden  Complexen  hervorgerufenen  Projecti  vi  täten  der  nämlichen 
Ebene  entsprechen,  und  deren  sich  selbst  entsprechende  Punkte  die 
Brennpunkte  sind,  die  dem  Strahle  in  der  Schnittcongraenz  zukommen 
(II,  Nr.  290).  Ist  diese  Projeetivität  eine  Involution,  so  nennt  man, 
nach  F.  Klein,  die  ieiden  Complexe  involutorisch  in  Bemg  auf  dm 
Strahl.  Wir  haben  es,  wenn  beide  Complexe  linear  sind,  mit  zwei 
Gewinden  in  Involution  zu  thun,  denn  zwei  entsprechende  Punkte 
unserer  jetzigen  Projeetivität  sind  in  der  Collineation  mit  Äxen,  die 
den  Gewinden  zugeordnet  ist,  homolog:  diese  ist  dann  eine  wind- 
schiefe Involution  (I,  Nr.  102);  der  Zusatz  „in  Bezug  auf  den  Strahl" 
wird  Überflüssig,  weil  die  Involution  auf  einem  Strahle  des  Schnitt- 
Strahl  ennetzes  die  auf  allen  (und  um  alle)  nach  sich  zieht. 

Die  Projeetivität,  welche  ein  F^  auf  einem  seiner  Strahlen  hervor- 
ruft, ist  identisch  mit  der,  welche  dem  Strahle  durch  irgend  eins  seiner 
Tan gentialge winde  oder  durch  das  Tangential  -  Strahlennetz  ertheiit 
wird;  denn  die  Ebene,  welche  längs  des  Strahls  den  Complexkegel 
eines  seiner  Punkte  tangirt,  enthält  den  von  diesem  Punkte  kommen- 
den Büschel  des  Netzes  (Nr.  521). 

Sind  also  tswei  Complexe  2.  Grades  involutorisch  in  Besug  auf  einen 
gemeinsamen  Strahl,  so  sind  die  Tar^enHälgemiide  dieses  Strahls  für  den 
e'men  Complex  su  denen  für  dm  andern  m  Involution. 

Die  4  consingulärm  Complexe  3.  Grades,  die  durch  einen  Strahl  g 
gehm,  sind  zu  je  sweien  in  Besug  auf  denselben  in  Involution.*) 

In  der  That,  ea  sei  wiederum  die  Projeetivität  der  Würfe  der 
Schnitte  von  g  mit  0  und  der  Berührungs ebenen  durch  g  a,n  0: 

Ä'Ä"Ä"Ä'-''  A  ß'ß"ß"'ß^. 

Dann  gehen  die  singularen  Strahlen  im  TangentenbÖschel  von  ß', 
welche  zu  den  4  durch  g  gehenden  consingulären  Complexen  F^,  jTj^, 
r^^,  Tj^  gehören,  durch  Ä',  Ä",  Ä'",  A^'^,  die  in  ß"  durch  A",  Ä, 
^1^,  J.'",  die  in  f  durch  J^" ,  A^ ,  Ä,  A"  und  in  ß^  durch  A^'', 
Ä",  Ä' ,  A';  daher  sind  die  durch  g  gehenden  Strahlenbüschel  von 


*)  Damit  ist  die  Schur 'acte  Benennung  für  consinguläre  Complexe  begründet. 
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r=:      (Ä,  ß!),     [A-,  n,    U"    n,    (^",  ß"), 

r,':  (Ä",  n),  (Ä,  n  {^",  n,  w".  ß"), 

r,':    (Ä-,  f),  (Ä",  n,  (A',  D,    i^'.ß"), 
r,':    (A^^,  ß'),  (Ä",  ß-).  U",  n,   (^',  O, 

Die  durch  F^  und  F^^  veranlasstö  Projectivität  der  Punktreihe 
hat  demnach  sowohl  Ä',  A"  (und  A'",  A'-'^),  als  auch  A",  A'  (und 
A^^,  A'")  KU  entsprechenden  Punkten  und  ist  deshalb  Involution. 

Klein  nennt  wegen  dieser  Eigenschaft  das  System  der  consingu- 
lären  Complexe  ein  Invohitionssystem.*) 

Man  erkennt  sofort,  dass  swei  von  den  4  Complexen  durch  einen 
Strahl  dieselbe  Involution  hervorrufen,  wie  die  beiden  andern. 

Denn  zu  den  von  F^,  I\^  und  von  r^\  V^^  hervorgerufenen  ge- 
hören A'A",  Ä" AF'  als  Paare. 

Die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  sowohl  die  Brennpunkte  für 
die  Schnittcongruens  der  ersteren,  wie  für  die  der  letzteren. 

Wir  bezeichnen  diese  Doppelpunkte  mit 

.^01^8,  .^01,23;  J^oa,i3,  i^02,i3;  i^os.iäj  -Fovs- 
Weil  die  3  Punkt^aare,  die  man  so  erhält,  als  Doppelpunkte  zu 
den  3  Involutionen  gehören,  welche  aus  dem  Punktwurfe  A',  ...  A'^^  je 
zwei  Paare  nehmen,  so  sind  sie  m  je  zweien  harmonisch.  Diese  4  Punkte, 
die  in  den  4  Complexen  der  ß'  (oder  in  den  3  andern  projectiven  An- 
ordnungen der  ß",  ß"',  ß^^)  correspondiren,  kann  man  durch  die  Be- 
rührungspunkte, mit  g,  der  Complexcnrven  irgend  einer  Ebene  durch 


Die  4  Complexe  haben  zu  je  dreien  eine  Segelfläche  16.  Grades 
gemeinsam;  betrachten  wir  die  JRJ^g  ^  F^F^r^-,  sie  geht  durch  g,  und 
^1  sei  die  Nachbar -Erzeugende.  Ferner  seien  Fg,  Fg^i,  Fg^^,  Fg^^  die 
4  Tangentialge winde  von  g,  welche  durch  g^  gehen;  die  den  drei  ersten 
gemeinsame  ßegelscliaar  p^^  geht  ebenfalls  durch  g  und  g^j  also  be- 
rührt sie  sieb  mit  SiJJg  längs  g,  beide  Flächen  haben  in  allen  Punkten 
von  g  die  nämliche  Tangentialebene.  Die  gegenseitige  Involution  der 
F^,  ....  in  Bezug  auf  g  macht  die  4  Tangentialgewiude  zu  einander 
involutorisch;  folglich  gehtP^j^a  durch  die  Leitschaar  von  pn^j  (I,  Nr.  131); 
in  einem  beliebigen  Punkte  von  g  sind  also  g  und  die  Gerade  der 
Leitschaar  Strahlen  von  Fg^s.  Die  Berühruugsebene  von  p^jg  in  dem 
Punkte  ist  identisch  mit  seiner  Nullebene  in  Bezug  auf  Fg,%.  Jene 
aber  fällt  mit  der  Berühruugsebene  an  fffj^g,  diese  mit  der  Tangential- 

*)  Math.  Annalen  Bd.  5  S.  272. 
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ebene  zusamraeiij  welche  längs  y  den  Compleskegel  von  F.^  aus  dem 
Punkte  bei'iihrt.     Also: 

Die  Durchschnitts -Eegelfläche  16.  Grades  von  drei  der  4  consingu- 
Jdrmi  Coniplexe  S.  Grades,  welche  eine  gegebene  Gerade  g  gemeinsam  haben, 
wird  tn  jedem  PunJäe  derselben  von  der  Ebene  berührt,  loelche  längs  g 
d&%  aus  dem  Fimhte  kommenden  Kegel  des  vierten  CompUxes  tangirt, 
oder,  was  dasselbe  ist,  deren  mm  vierten  Complexe  gehörige  Oiirve  die  g 
tn  dem  Punkte  berührt. 

Wir  haben  4  solche  Regelflächenj  in  jedem  der  Coraplexe  3.*) 

540  Wird  in  einem  Tangentenbüsehel  von  $  etwa  die  zu  Q^  gehörige 

Doppeltangente  gezogen,  so  entsprechen  ihr  in  den  übrigen  Tangenten- 
büscbeln  die  ebenfalls  zu  Q"  gehörigen  Doppeltangenten.  In  jeder 
Beriibrungsebene  rücken  also  die  beiden  compl  ex- erzen  gen  den  Strahlen- 
büschel zusammen  in  den  Büschel  um  den  associirten  Brennpunkt,  in 
dem  die  Ebene  nicht  berührt  und  die  beiden  in  ihr  gelegenen  unend- 
lich nahen  Strahlen  von  Q^  sieh  schneiden,  oder  um  den  Nullpunkt 
der  Ebene  in  Bezug  aaf  das  durch  Q^  gehende  Gewinde  F^;  der  Dop- 
pelbdschel  ist  also  der  Büschel  ^on  ^^  m  diesei  Ebene 

Die  h  StraMenqeuuule  ^^,  ,  i",,,  nelche  beztt  dwch  die  Congrwensen 
2  Grades  Cj',  ,  C^^  gehen,  m  denen  *  als  Bjennflache  gehört,  befinden 
sich  doppeU  geiecJmet,  tmfe»  den  eomingtdaren  Complexen  5  Grades, 
uekhe  #  zut  gemeinsamen  sinqulareti  Flaute  haben 

Jede  bon  tum  0^  bildet,  doppelt  geiechnet,  da  jeder  von  ihren  Strah- 
len hei  dem  einen  wie  dem  andern  seiner  Berührungspunkte  als  ain- 
gulärei  Strahl  sich  ergiebt,  die  cugthotige  Cimgtwiic  4  Cnades  der 
smqidar&ii  Sttahlen 

Diese  b  Gewmde  Tj,  ,  F^,  deren  Wichtigkeit  im  folgenden 
immer  mehr  hervortreten  wird,  nennt  man  die  Fundamental- Getvinde 
eines  jeden  von  den  consingulären  Com^essen  oder  auch  der  Fläche  ©. 

Als  die  Gewinde  durch  6  confocale  Congruenaen  2  Grades  bilden 
sie  eine  Gruppe  von  6  Gewinden  in  Involution;  das  eigiebt  sich  nun 
aber  auch  aus  dem  obigen  Satze. 

Die  Congruensen  Cj^,  . . .  haben  natürlich  ihre  16  smgiüaien  Funkle 
und  16  singulären  Ebenen  in  den  16  Doppelpunkten  D  und  den  lo  Doppel- 


Kommt  ein  Punkt  S  von  *  auf  einen  der  Berührungs-Kegelschnitte 
[d]  SU  liegen,  ao  dass  (S,  S)  der  Tangentenbüsehel  iat,  so  stellen  die 
Sirahlen  von  S  nach  den  6  auf  [Ö"]  befindlichen  PunJcten  D  die  6  Doppel- 
tangenten dar  und  gehören  je  zu  derjenigen  C^,*,   in  Bezug   auf  welche 

*)  Klein,  a.  a.  0. 
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der  betreffende  3  der  Ebene  S  zugehört  oder  in  der  der  Büschel  um 
ihn  in  ä  sich  befindet. 

Daher  ist  die  PunUreihe  der  6  Puiikte  J)  projectiv  su  den  Büscheln 
der  6  Doppeltangenten,  und  ebenso  der  Büschel  der  6  Ebenen  ä,  die  durch 
einen  B  gehen  (vergl.  II,  Nr.  384). 

In  d&m  Büschel  {S,  8)  entwicht  weiter  einer  heliehigen  Tangente 
eines  Tangentenbüsckels  von  O,  die  Ja  su  einem  iestimmten  unter  den 
consingidären  Complexeii  fuhrt,  der  Strahl  nach  dem  Pmikte  JE,  der  diesem 
Complexe  Bugehört;  durchlauft  man  die  Beihe  der  consingulären  Com- 
plexe  und  also  projectiv  die  verschiedenen  TangentenbOschel  von  ^, 
so  durchwandert  S  projectiv  den  Kegelschnitt  [d];  er  fällt  in  einen 
der  Punkte  D,  wenn  wir  durch  eins  der  Doppelgewinde  V^,  ...  oder 
durch  eine  der  Doppelt angenten  gehen,  und  ebenso  bewegt  sich  die 
einem  Punkte  I)  zugehörige  Ebene  s  projectiv  um  den  Änschmiegangs- 
kegel  [Dl 

Die  3  Doppelverhaltnisse,  gebildefc  aus  3  Fundamental-Gewinden 
als  Mitgliedern  der  Reihe  ^  (^^)  und  je  dem  vierten,  fünften,  sechsten, 
sind  die  absoluten  Invarianten  der  Reihe,  und  nimmt  man  einen  sie- 
benten Comples  aus  der  Reihe,  der  dann  ein  viertes  Doppelverhältniss 
giebt,  so  hat  man  die  4  absoluten  Invarianten  dieses  Oompleses 
(Nr.  538). 

Diese  Invarianten  sind  auch  die  3  Doppelverhältnisse  der  6  Punkte 
1>  in  einer  Ebene  S,  bezvr.  die  4  Doppelverhältnisse  dieser  6  Punkte 
und  des  Punktes  E,  der  einem  bestimmten  Complexe  aus  der  Iteihe 
zugehört,  oder  die  dual  definirten. 

Es  sei  t^  eine  Doppeltangente  von  ^,  die  zu  Q^  gehört,  F,  F"  '■. 
ihre  Berührungspunkte,  gj',  <p"  die  zugehörigen  Berührungs ebenen  von 
0;  dann  befinden  sich  die  Büschel  {F',  ip"),  (ß"',  (p)  in  dem  Gewinde 
r,;  dies  Gewinde  (oder  sein  Nullsystem  91^)  führt  daher  F',  F"  in 
ip",  9»'  über  und  somit  jeden  Punkt  von  ^  in  eine  ßerührungsebene 
von  ©,  also  0  in  sieh  selbst.  Polglich  transformirt  es  auch  jeden  der 
Complexe  F^,  für  welche  0  singulare  Fläche  ist,  in  einen  ebensolchen 
Complex,  also  auch  den  Tangentenbüschel  um  einen  Punkt  von  $, 
dessen  Strahlen  zu  den  verschiedenen  F'^  als  singulare  Strahlen  gehören, 
in  den  Tangentenbüschel  in  der  entsprechenden  Berührungsebene,  Nun 
führt  aber  F^  jedes  der  Fundamental -Gewinde  in  sich  selbst  Über, 
i^a,  . . .  Fg  deshalb,  weil  sie  zu  F^  in  Involution  sind  (I,  Nr.  106), 
also  die  zu  Fj,  . . .  F^  gehörigen  Strahlen  des  einen  Tan  gen  tenbüsc  heia 
in  die  zu  Fj,  ...  F^  gehörigen  des  andern,  folglich  wegen  der  Pro- 
jectivität  der  beiden  Büschel,  bei  der  sieh  zu  dem  nämlichen  Complexe 
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als  singulare  Strahlen  gehörige  Tangenten  correspondireti,  die  Tangente 
des  einen  Büschels,  die  zu  einem  bestimmten  f^  von  den  cocaingu- 
lären  Complexen  als  singulärer  Strahl  gehört,  in  diejenige  dea  andern, 
die  zu  dem  nämlichen  gehört.  Auch  die  Sehnittcongruenz  f^I^  geht, 
Strahl  für  Strahl,  in  sich  selbst  über,  und  demnach  jeder  von  den 
consingulären  Complexen  in  sich  selber. 

Jedes  von  den  6  Fundamental -G-ewinäm  der  Fläche  *  (oder  sein 
Nullsystem)  transformirt  *  in  sieh  selbst,  so  wie  jeden  von  den  oo^  Com- 
plexen, fw  die  sie  singulare  Fläche  ist,  und  seine  Congntem  der  singulären 
Stahlen,  insbesondere  auch  jede  der  6  Congruensen  3.  Grades,  fik  welche 
O  Srennfläehe  ist 

Daher  geht  atwh  die  Gruppe  von  32  Strahlen,  in  denen  4.  consingu- 
läre  Complexe  sich  dwchschneiden,  durch  jedes  der  FundamentalrGewinde  in 
sich  selbst  über  und  entsteht  aus  einem  von  ihnen  durch  die  32  linearen 
Tranaforraationen,  welche  mit  den  Fj,  ...  verbunden  sind  (I,  Nr.  191). 
Gehört  g  su  einem  der  consingulären  Complexe,  so  gehören  atich 
seine  Fdaren  in  Bezug  auf  T^,  ...  F^  mi  ihm. 

Was  für  die  6  NuUsysteme  91, ,  . . .  güi,  gilt  auch  für  die  15  wind- 
sckiefett  Involutionen  ^m  und  die  10  Polarsysleme  '^i,n^^im„,  zu  wel- 
che sich  zwei  oder  drei  von  ihnen  comhiniren  (I,  Nr.  185). 

Wenn  F^,  in  Bezug  auf  Fi,  polariairt,  in  sich  selbst  übergeht,  so 
geht  eine  Gerade  l  und  ihre  Polare  t  nach  F^  in  eine  Gerade  l^  und 
ihre  r*-Polare  l^  Über.  Gehört  nun  l  zu  I),,  so  fällt  sie  mit  ^j  zu- 
sammen, daher  auch  V  mit  (/;  d.  h.  auch  t  gehört  zu  T,,.     Also: 

Die  Polare,  in  Bezug  auf  F^,  eines  Strahls  eines  Fundame^Ual- 
Gewindes  gehört  ebenfalls  diesem  Gewinde  an.     Oder: 

Ein  Fundamental-Gewinde  geht ,  in  Besag  auf  F'''  polarisirt,  in  sich 
selbst  über. 

Daraus  folgt,  dass  alle  Folargewvnde  eines  su  einem  Fundamental- 
geurinde  H  gehörigen  Strahls  l  zu  diesem  Gewinde  in  Irwohdion  sind, 
da  die  Leitgeraden  l,  l'  des  Grund -Strahlennetzes  ihres  Büschels  in 
Bezug  auf  alle  polar  sind  und  dem  F,,  gleichzeitig  angehören  (I,  Nr.  106). 
Fassen  wir  Fh  doppelt  als  Complex  2.  Grades  auf,  so  ist  in  irgend 
einer  Ebene  Complexcurve  der  doppelte  Strahlenbüschel  von  F/,,  und 
sein  Scheitel,  der  Nullpunkt  der  Ebene,  ist  Pol  einer  beliebigen  Ge- 
raden l  derselben  in  Bezug  auf  diese  Complexcurve.  Drehen  wir  also 
die  Ebene  um  l,  so  mrd  die  Polare  von  l  in  Bezug  auf  das  Doppel- 
gewinde  der  Ort  dieser  Scheitel,  also  die  nämliche  Gerade,  die  zu  l  in 
Bezug  auf  das  einfache  Gewinde  polar  ist. 

['2  Weil    durch  jeden    Strahl   4    von    den   eonsinguläreu    Complexen 
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geben,  so  entsteht  in  eiuoin  Stralilenbüsehel  eine  involutoriacbe  Cor- 
respondeiiz  [4],  in  der  zwei  zu  demselben  Complexe  gehörige  Strablen 
entsprechend  sind.  Unter  den  8  Coincidenzen  befinden  sieh  die  Strahlen 
der  6  Gewinde  T, ,  die  zwei  ubugen  lehien  diss  von  den  Complex 
curven  der  Ebene  2  duich  den  beheitel  des  "Büschels  gehen 

Dos  Syslmn  der  Complexcunen  der  consmgularen  Complexe  w  einet 
Ebene  |,  uekhe  alle  die  Schmticu7ie  mit  0  viermal  heiuhrm,  tst  so  be- 
schaffen, datyS  3  dvich  emeii  gegebenen  Punlt  gehen,  4  eine  gegebene 
Gerade  berühren  E->  enthalt  ö  DoppelbusrJiel,  abet  lern  Busdielpaai  mit 
getrennten   Schexfeln 

Die  Charakteiistiken  Foimeln  (I,  Nr   in) 

geben,  weil  r  =  2,  p  ==  4: 

i;  =  0,       i;'  =  6, 

Die  von  den  Boppelgewinden  herrührenden  Doppelbiischd  sind,  als 
Pttnktciirven,  Geradenpaare. 

Für  eine  Doppeltangente  nämlich  von  0,  etwa  aus  C^^,  fallen  zwei 
von  den  durchgehenden  consingulären  Complexen  in  das  Doppelgewinde 
r'j  zusammen,  denn  sie  ist  für  dieses  singulärer  Strahl  (Nr.  540);  lassen 
wir  sie  also  iinserm  Strahlenbüschel  angehören,  so  vereinigt  sie  sich 
mit  zwei  von  den  entsprechenden  Strahlen  und  ist  eine  doppelte  Co- 
incidenz  von  [4]  (I,  Nr.  18);  es  vereinigen  sich  in  ihr  eine  von  den  6 
und  eine  von  den  beiden  übrigen  Coincidenzen.  Für  jeden  Punkt  auf 
ihr  hat  also  eine  der  durchgehenden  Complexcurven  sie  zur  Tangente; 
diese  Ourve  zerfällt  in  sie  und  den  zweiten  Strahl  von  C^^  in  der  Ebene. 

Zu  dem  Systemt  dei  Ccmplexcurven  gehören  also  auch  die  Geraden- 
paare der  Strahlen  det  C  Congruenzen  di?,  welche  die  Complexcurven 
der  Doppelgewmde  aU  Punktcurven  aufgefasst,  sind;  berührt  doch 
auch  jedes  dieser  Geradenpaare  den  Schnitt  mit  C?  viermal. 

Die  Reihe  der  conaingulären  Complexe  erzeugt  auf  einer  Geraden  543 
l  je  eine  Reihe  von  Correspondenzen  [2]p,  [2]^  und  [2,2]j.  Für  alle 
involutorischen  Correspondenzen  [2]p  sind  die  Schnitte  mit  der  gemein- 
samen singulären  Fläche  0  gemeinsame  Verzweigungspunkte;  die  den 
Doppe3  gewin  den  J},  zugehörigen  [2]^  sind  nach  dem,  was  wir  oben 
gefunden  haben,  die,  welche  durch  die  Congruenzen  Q^  auf  l  hervor- 
gerafen  werden,  in  denen  (II,  Nr.  377)  die  Schnittpunkte  der  1  mit 
den  zwei  in  einer  Ebene  |  durch  l  befindlichen  Strahlen  von  Q^  sich 
entsprechen. 

Zwei  Punkte  X,  X'  auf  l  gehören  als   entsprechende  Punkte  zu 
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2  von  den  Correspondenzeu  [2jp;  denn  übertragen  wir  das  System  der 
Correspondenzen  auf  einen  Kegelschnitt  K,  so  sind  die  gemeinsamen 
Verzweigungspunkte  die  Schnitte  mit  den  verschiedenen  Directions- 
curven  St  (1,  Nr.  16);  folglich  bilden  diese  einen  Büschel  und'  2  von 
ihnen  berühren  die  Sehne  von  K,  welche  die  den  Punkten  X,  X'  ent- 
sprechenden Punkte  verbindet. 

Unter  den  S  befindet  sich  aber  auch  K;  dies  lehrt,  dass  unter 
den  [21p  sich  eine  Identität  befindet. 

Eine  solche  tritt  ein,  wenn  der  Complcx  durch  l  geht;  nun  gehen 
aber  4  von  den  consingulüren  Complexen  durch  l.  Dies  führt  uns  zu 
der  Vormuthung,  dass  jede  von  den  oo^  Correspondenzen  [2]p  zu  i 
on  den  Lomj  lesen  (feho  t  ae  bestat  gt  sich,  wenn  wir  zeigen,  dass 
^  P  nl  te  \  \  voi  '  1  e  w  e  w  r  el  en  bemerkten,  in  zwei  Corre- 
spoul  nzen  ntspie  1  1  ni  d  e  &ch  tte  von  l  mit  8  Complexcurveü 
n  Ehe  e  1  r  1  ?  nl  In  de  That  die  Complexkegel  aus  X  und 
8  \  a  1  e  ve  c!  ede  en  Co  jl  e  bilden  zwei  eindeutig  bezogene 
bysteme  E  ne  Ebene  5  I  el  M  il  t  2  Kegel  des  ersten  Systems; 
Ir  entsp  eclen  Ul  e  1  e  4  Ehe  e  ^  welche  durch  l  an  die  beiden 
nt&i  e  he  len  E.egel  d  s  zwe  ten  ta  ^  ntial  gehen;  ebenso  correspon- 
1  ren  jele  |  4  Ebene  |  In  len  8  Coincidenzen  haben  wir  Ebenen, 
deren  Complexcui  e      I    cl     X     nl  \     gehen.     Vier  von    den    zuge- 

1  ^en  Lonilexen  bew  rken  1  e  e  ne  1er  beiden  Correspondenzen,  in 
denen  X,  X'  entsprechend  sind,  die  vier  übrigen  die  andere. 

Die  involutorischen  Correspondenzen  [2]p,  welche  durch  eine  Reihe 
consingulärer  Gomplexe  auf  einer  Geraden  l  hervorgemf&t  werden,  sind 
nicht  eindatUg  dieseit  Complexen  zugeordnet,  sondern  jede  gehört  sm 
4  Complexen. 

Die  drei  Geradenpaave  unter  den  Directions-Ke  gel  schnitten  ß  führen 
zu  Doppel -Involutionen. 

Wenn  X,  X'  ein  Paar  einer  solchen  Düppelinvolution  sind,  das 
aber  auch  noch  zu  einer  andern  Correspondenz  [2]p  gehört,  so  gehen 
durch  sie  zwei  Curven  eines  Complexes,  welcher  die  Doppel-Involution 
bewirkt,  itire  Ebenen  berühren  die  Kegel  desselben  aus  X  und  X' 
und  sind  daher  beide  Coincidenzen  der  obigen  Correspondenz  [4,  4]. 
Folglich  repräsentirt  der  Complex  2  unter  den  4,  welche  die  Doppel- 
Involution  hervorrufen,  und  sie  wird  also  nicht  durch  4,  sondern  durch 

2  Oomplexe  der  Reihe  bewirkt. 

6  von  den  consingulüren  Complexen   indtteiren   auf  l   eine  Doppel- 
Involution,  und  zwar  dreimal  je  zwei  dieselbe. 
Für  die  Correspondenzen  [2]^  gilt  duales. 
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Die  co^  Correspondensen  [2,  2Jj  haben  in  den  Schnitten  von  l  mit 
^  und  den  B er ÜhruHgs ebenen  von  l  an  ^  ihre  Verzweigungseleinente; 
unter  ihnen  befinden  sich  gleichfalls  die  den  6  Congruenzen  Q^  ku- 
gehörigen  [2,  2](,.  welche  ja  auch  diese  Verzweigungselemente  haben: 
sie  sind  eben  die  den  Doppel-FA  zugehörigen;  denn  als  Complescurve 
gilt  ja  das  Geradenpaar  von  C/,^. 

Ein  Funkt  X  und  eine  Ebene  |  von  l  sind  in  uwei  von  diesen 
Corresponde7ism  [2,  2](  entsprechend;  da  von  den  Complexcurven  der  | 
zwei  durch  X  gehen.  Daraus  folgt,  dass  die  beiden  Punkte  X,  X', 
die  derselben  festen  |  in  den  verschiedenen  [2,  2]j  correspondiren,  eine 
involutorische  Correspondenz  [2]  bilden;  die  4  Ooincidenzpunkte  der- 
selben gehören,  welches  auch  die  Ebene  |  sein  mag,  zu  den  4  Com- 
plexen  der  Eeihe,  die  durch  l  gehen.  Die  Correspondenzen  [2, 2]j, 
welche  diesen  Coinplexen  zugehören,  sind  (Nr.  519)  doppelte  Projecti- 
vitäten  zwischen  der  Piinktreihe  und  dem  Ebenenbüachel  l. 

Hier  gehört  jede  der  Correspondenzen  nur  zu  einem  Complexe. 

Wenn  von  den  Kegelschnitten  uüseres  Systems  X'  in  der  Ebene  |  544 
2  durch  einen  Punkt  gehen,  so  müssen  auch  in  einem  linearen  Systeme 
4.  Stufe  2^  von  Kegelschnitten  sich  2  befinden;  denn  nach  dem 
Princip  von  der  Erhaltung  der  Anzahl  muss  diese  Zahl  dieselbe  sein, 
gleichgiltig,  ob  der  Kegelschnitt  auf  welchen  dieses  System  H^  sich 
stützt,  eine  allgemeine  Cuive  2  blasse  jst  odei  ob  er  in  2  verschie- 
dene oder  identische  Punkte  zeiftllt  amd  sie  ilentisch,  so  haben  die 
Kegelschnitte  des  vierstufigen  Sjstemes  diesen  Punkt  gemeinsam.  Hat 
aber  das  System  E  mit  emcm  Systeme  H^  S  Kegelschnitte  gemein- 
sam, so  ist  es  ganz  in  demselben  enthalten  Nun  bestimmen  wir  ein 
Netz  durch  ;i  Kegelschnitte  \on  2.  dann  ist  2-  m  allen  S,,  enthalten, 
welche  durch  dies  Netz  gehen  wie  6ie  aich  sonst  bestimmt  sein 
mögen;  also  ist  es  schon  m  dem  Netze  enthalten. 

Jedes  ebene  Kegelschmitt  System  1  SUife,  von  ueldtem  2  Gurven  durdi 
einen  Pmild  gehen,  oder  Iciirg  jedes  qitadrattschc  Kegelschmlt-System  1.  Stufe 
ist  in  einem  KegelsdmiU-Net''e  enthalten  ein  "^atz  der  ofienbar  folgen- 
dermassen  verallgemeinert  weiden  kann 

Es  sei  G  irgend  ein  Gebilde,  aus  dem  lineare  Systeme  aufgebaut 
werden  können;  dann  befindet  sich  ein  G-Systeui  P"  Stufe,  von  dem 
a  Gebilde  i  linearen  Bedingungen  genügen,  stets  in  einem  Systeme 
{i-\-a-  1)'-  Stufe; 

oder  wenn  wir  uns  der  Äusdrucksweise  der  mehrdimensionalen 
Geometrie  bedienen: 
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^n  Punktort  ß'™  Grades  i*"""  ZHinension  befindet  sich  stets  in  einem 
linearen  Funktraume  {i  -\-  a  —  1)*^"^  Bimiension*) 

Aber  mit  Hilfe  der  6  Geradenpaare,  welche  in  unserm  Falle  in 
dem  quadratischen  Systeme  2;  enthalten  sind,  können  wir  auch  zu 
dem  erhaltenen  Ergehnisse  gelangen.  Auf  jeder  von  den  12  Gferaden 
dieser  Paare  entsteht  durch  die  Kegelschnitte  eine  Involution,  denn 
durch  einen  Punkt  der  Geraden  geht  nur  noch  eine  Gurve  von  £,  und 
ihr  zweiter  Schnittpunkt  giebt  den  gepaarten  Punkt.  Somit  haben 
wir  12  Paare  von  Punkten,  die  in  Bezug  auf  alle  Gurven  von  2J  con- 
jugirt  sind;  3  von  diesen  Paaren  bestimmen  ein  Netz,  dem  alle  Kegel- 
schnitte angehören,  in  Bezug  auf  welche  ihre  Punkte  conjugirt  sind 
oder  welche  sieh  auf  die  3  Punktepaare  stützen;  in  ihm  ist  also  2^ 
enthalten. 

Alle  12  Geraden  sind  Tangenten  der  Gayley'schen  Gurve  des 
Netzes. 

Wir  haben  daher  folgende  Siltze: 

Die  Gurven,  welche  in  einer  Ebene  durch  eine  Reihe  consingulärer 
Con^lexe  entstehen,  sind  stets  in  einem  Netze  enthalten. 

Die  6  Geradenpaare,  welche  ein  System  von  6  confocalen  Congrueneen 
2.  Grades  in  eine  Ebene  vnrft,  gehören  zu  demselben  Kegelschnitt-Nd^e, 
und  ihre  13  Geraden  deriihren  die  nämliche  Curve  3.  Klasse.**) 

Auf  einem  Strahle  einer  von  diesen  6  Congruenzen  schneiden  die  5 
von  deji  übrigen  herrührenden  Strahlenpaare  in  irgend  einer  Ebene  | 
durch  ihn  eine  InvoluHon  ein.  Diese  Involution  wird  durch  die  Paare 
der  Schnitt^unTcte  mit  den  Gurven  (|)  der  Complexe  vervollständigt,  welche 
die  Brennfläche  der  Congruensen  zur  gemeinsamen  singulären  Fläche  haben. 

Auf  einer  beliebigen  Geraden  der  Ebene  entsteht  'eine  involuto- 
rische  Gorrespondenz  [2], 

In  einer  Berührungsebene  von  ^  besteht  das  System  £  der  Com- 
plexcurven  aus  lauter  Doppeigerad cn,  dem  Büschel  der  den  verschie- 
denen Complexen  zugehörigen  singulären  Strahlen  um  den  Berührungs- 
punkt. 

Weil  ein  quadratisches  Kegelschnitt-System  stets  in  einem  Net^ie 
enthalten  ist,  so  lehrt  dessen  Abbildung  iu  ein  Punktfeld,  dass  es 
durch  5  Kegelschnitte  eines  Netzes  eindeutig  bestimmt  ist;  denn  sein 
Bild  ist  ein  Kegelschnitt. 


*)  Vergl.  Segre,  Studio  snlle  quadriohe  in 
quftlunque  di  dimeaaioni  (Memorie  dell'  Accaden 
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Es  sei  nun  H^  die  Hease'eche  Curve  des  Netzes  N  und  (?'  die 
Curve  3.  Ordnung,  für  weiche  N  das  Netz  der  ersten  Polaren  ist. 
Nennen  wir  H,,  ...  -ffg  die  Doppelpunkte  der  6  Geradenpaare  von  S, 
welche  von  den  CongruenKen  herrühren,  K^,  . . .  K^  die  ihnen  in  Bezug 
auf  das  Netz  conjugierten  Punkte,  welche  also  auch  in  dem  einen  der 
3  Systeme  auf  H^  conjugirt  sind,  so  sind  unsere  Geradenpaare  die 
ersten  Polaren  der  Punkte  K.^,  ....  Nun  liegen  die  6  Punkte  B,,  ..., 
als  Nullpunkte   der  Ebene  |  in  Bezug  auf  die   6  Gewinde  T, ,  . ,  .   in 
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curvmt  eines  quadratischen  Gomplexes,    wn   dem  die  'nngulate  Flache  © 


In  jeder  Ebene  §  ermittelt  min  die  6  Geiadenpiaio  der  Con- 
gruenzen  2.  Grades,  für  welche  ^  Brennfln,hp  i%t,  sie  gehmen  zu  dem- 
selben Kegelschuitt-Netze  N\  die  Punkte  K^,  K^.,  welche,  in  Bezug 
auf  N,  zu  den  Doppelpunkten  Hi,  . . .  H^  dieser  Geradenpaare  con- 
jugirt sind,  liegen  stets  auf  einem  Kegelschnitte  fc^,  und  die  Reihen 
auf  den  Kegelschnitten  k^  sind  projectiv  mit  den  K,,  ...  als  ent- 
sprechenden Punkten.  X  seien  in  den  verschiedenen  Ebenen  weitere 
entsprechende  in  diesen  Punktreihen;  so  werde  zu  jedem  in  Bezug  auf 
die  Curve  3.  Ordnung  in  seiner  Ebene,  für  welche  das  Netz  N  das 
Netz  der  ersten  Polaren  ist,  die  erste  Polare  construirt.  Alle  diese 
ersten  Polaren  sind  die  Co mpl ex-Kegels chnit te. **) 

Insofern  aber  die  Curven,  auf  diese  Weise  als  Punktörter  defiuivt, 
nicht  in  Punktepaare  zerfallen  können,  wird  die  Construction  für  die 
Berührnngsebenen  von  ©  illusorisch. 


*)  Schröter,  Ebene 
**)  W.  Stahl  a.  : 
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545  Der  Ort  der  Pole  einer  Geraden  l  der  Ebene  |  in  Bezug  auf  die 

Complexcurven  der  consingtdären  Convplexe  ist  4.  Ordnung. 

Denn  es  sei  m  eine  zweite  Gerade  der  Ebene,  so  haben  wir  in 
der  involutorischen  Correapondenz  [4]  nm  den  Pwnkb  Im  4  Paare  ent- 
sprechender Strahlen,  welche  zu  l  und  m  harmonisch  sind  (I,  Nr.  23); 
d.  h.  auf  m  liegen  4  Pole  von  l. 

Daraus  folgt; 

Die  Polaren  einer  Geraden  l  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  con- 
singulären  Complexe  erzeugen  eine  Begelfläche  8.  Grades,  von  welcher  l 
eine  vierfache  Erzeugende  ist,  die  Folarenfläclie  von  l  in  Bezug  auf  die 
Beihe  der  consingulären  Complexe:  l^. 

Jede  Ebene  g  durch  l  schneidet  sie,  ausser  in  l,  in  der  eben  be- 
schriebenen Ourve  4.  Ordanng.  Die  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit 
l,  d.  h.  die  Punkte,  in  denen  l  je  von  den  Curven  (|)  der  4  sie  ent- 
haltenden Complexe  der  Reihe  tangirt  ■wird,  bewegen  sich  projectiv 
zur  Ebene  |  und  unter  einander  (Nr.  519).  Aus  der  Entstehung  einer 
jeden  dieser  Curven  und  der  Fläche  ergiebt  sich,  dass  sie  in  eindeu- 
tiger Beziehung  ihrer  Punkte,  bezw.  Erzeugenden  zu  den  Elementen 
eines  unicursalen  Gebildes,  etwa  zu  den  Punkten  eines  der  Kegelschnitte 
F  sieh  befinden,  also  vom  Geschlecbte  0  sind.  Die  Curve  4.  Ordnung 
muss  also  3  Doppelpunkte  haben;  dies  ergiebt  sich  aucb  folgender- 
niasseo:  Die  Polaren  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte 
des  quadratischen  Systems  S  umhüllen  einen  Kegelschnitt,  denn  von 
dem  Punkte  kommen  die  zwei  Tangenten  der  durch  ihn  gehenden 
Curven  von  S.  Die  zu  zwei  Punkten  von  l  gehörigen  derartigen 
Kegelschnitte  tragen  projectiv e  Tangentenbüschel  und  erzeugen  be- 
kanntlich eine  Curve  4.  Ordnung  mit  3  Doppelpunkten,  unsere  Curve. 

Interessant  ist,  wie  sie  sich  in  einer  Beruh roiigsehene  0  von  ^ 
gestaltet.  Alle  Curven  von  S  sind  dann  Punktepaare,  deren  Doppel- 
linien in  den  Berührungspunkt  S  zusammenlaufen,  und  deren  Punkte 
die  beiden  weiteren  Schnitte  eines  solchen  Strahls  mit  ff$  sind.  Pole 
von  (  sind  also  die  vierten  harmonischen  Punkte,  je  in  Bezug  auf 
diese  Punkte,  der  Schnitte  mit  l.  Der  Ort  dieser  Punkte  enthält  dem- 
nach auf  jedem  der  Strahlen  einen  Punkt;  S  selbst  aber  ist  dreifach; 
denn  die  erste  Polare  von  S  in  Bezug  auf  6C&,  der  Ort  der  vierten 
harmonischen  Punkte,  welche  dem  8  zugeordnet  sind,  trifft  l  dreimal. 
Die  Curve  4.  Ordnung,  die  wir  so  erhalten,  begegnet  der  Geraden  l 
in  denselben  Punkten,  wie  6$. 

Der  dreifache  Punkt  beweist,  dass  3  Polaren  von  l  durch  S  gehen. 

Also  ist  jeder  von  den  Berührimgspun'ktm  der  4  durch  l  gehenden 
Taugenüal^enen  von  ^  ein  dreifacher  Punkt  der  Polarenfläche  A*  von  l. 


y  Google 


Die  coasinguläven  Complexe  and  die  Fund  amental -Gewinde,  47 

Weil  diese  Fläelie  70111  Geachleclite  0  isfc,  so  hat  sie,  ausser  der 
vierfachen  Erzeugenden  l,  iioeli  eine  Doppelcurve  15.  Ordnung  d^'\  diese, 
der  Ort  der  Pimktej  in  denen  sich  zwei  Polaren  begegnen,  entsteht 
durch  die  drei  Doppelpunkte  der  verschiedenen  Curven  4.  Ordnung  in 
den  Ebenen  durch  l  und  geht  durch  jeden  der  4  dreifachen  Punkte 
der  Fläche  dreimal.  Jeder  von  den  drei  Doppelpunkten  einer  Ebene 
durch  l  ist  Pol  von  l  in  Bezug  auf  2  Curven  des  Systems  S  dieser 
Ebene.  Sind  wiederum  F^,  V-^  zwei  von  den  4  consingulären  Com- 
plexen,  die  durch  l  gehen,  so  sind  in  der  Involution  auf  l  (Nr.  539) 
zwei  Punkte  gepaart,  in  denen  l  von  den  Curven  dieser  Complexe  in 
der  nämlichen  Ebene  berührt  wird;  jeder  von  den  Doppelpunkten 
■Foi,23j  -Fo!,B3  ist  gemeinsamer  Pol  der  l  in  Bezug  auf  zwei  Curven  eines 
Systems  E,  so  dasa  die  Doppelcurve  d^''  durch  ihn  geht  und  Überdies 
noch  ein  zweites  Mal,  weil  er  auch  Doppelpunkt  der  zu  den  beiden 
übrigen  Complexen  gehörigen  Involution  ist. 

Die  6  Boppdpunkte  Ftafl^,  i^o'i,a3;  ■  ■  ■  der  drei  Involutionen,  die  auf 
l  durch  die  4  durch  diesen  Strahl  gehenden  consinguläreit  Complexe  her- 
vorgerufen werden,  sind  auch  Doppelpunkte  unserer  Doppelcurve  d^^. 

Damit  haben  wir  die  12  Begegnungspankte  von  d'^  mit  l. 

Die  Curve  7.  Ordnung  von  A^  in  einer  Ebene  durch  eine  Er- 
zeugende, ebenfalls  vom  Gesehlechte  0,  hat  ausser  dem  vierfachen 
Punkte  noch  9  doppelte;  woraus  hervorgeht,  dasa  d'^  jeder  von  den 
Erzeugenden  der  i.^  in  6  PunMeit  begegnet. 

Nehmen  wir  an,  l  gehöre  zu  einem  der  Fundamental -Gewinde,  546 
etwa  zu  r^.  Dann  hat  in  jeder  Ebene  ^  durch  l  eins  der  6  Geraden- 
paare von  .£,  das  von  Cj^  herrührende,  seinen  Doppelpunkt  auf  l; 
folglich  wird  der  Pol  unbestimmt  jeder  beliebige  Punkt  des  Strahls, 
welcher  l  in  Bezug  auf  die  beiden  Geraden  des  Paars  harmonisch  zu- 
geordnet ist  und  offenbar  auch  zu  T,  gehört.  Diese  Strahlen  bilden, 
da  mit  jedem  Punkte  und  jeder  Ebene  von  l  einer  incidirt,  eine  Regel- 
schaar,  für  welche  l  Leitgerade  ist,  —  die  Polar-Regelscbaar,  in  Bezug 
auf  C/,  eines  Strahls  des  diese  Congruenz  enthaltenden  Gewindes,  mit 
der  wir  uns  bald  noch  weiter  zu  beschäftigen  haben  werden. 

Nach  ihrer  Absonderung  von  l^  bleibt  eine  Regelfläche  6.  Grades, 
A^,  für  welche  l  nur  noch  dreifach  ist.  Dieselbe  liegt  ganz  in  F^,  als 
Ort  der  Polaren,  in  Bezug  auf  eine  Reihe  consingularer  Complexe, 
eines  Strahls,  welcher  einem  der  gemeinsamen  Fundamental-Gebilde  Ti 
angehört  (Nr,  541). 

Bei  der  Absonderung  aber  der  Regelsehaar  geht  doch  von  jeder 
der  Erzeugenden  derselben  ein  Punkt  im  Continuum    der  Pole   von   l 
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in  Bezug  auf  die  Curven  des  2  in  cler  betreffenden  Ebene  durch  l  auf 
die  2fi  über,  und  diese  Punkte  bilden  dann  die  Polare  \  von  l  in  Bezug 
auf  das  Doppel-Gewinde  r\  als  Mitglied  der  Reihe  eonsingulärer  Com- 
plexe.  Sie  gehört  zur  Leitsehaar  der  sich  absondernden  Regelschaar, 
und  hat  daher  die  Trägerfiäche  mit  X^  ausser  l  und  \  noch  eine  Ourve 
8.  Ordnung  gemeinsam,  welche  der  l  sechsmal  begegnet;  denn  eine 
Ebene  durch  l  schneidet  diese  Flächen  in  einer  Geraden  und  einer 
Curve  3.  Ordnung,  die  sich  auf  \  und  noch  zweimal  auf  der  Ourve 
8.  Ordnung  begegnen.  Die  Fläche  k^,  vom  Geschleehte  0,  hat,  ausser 
der  dreifachen  Erzeugenden,  noch  eine  Doppelcurve  7,  Ordnung,  die 
in  jeder  Ebene  durch  l  ausserhalb  nur  den  einzigen  Doppelpunkt  der 
Curve  3.  Ordnung  enthält,  also  l  in  6  Punkten  begegnet.  Diese  Curven 
7.  und  8.  Ordnung  setzen  die  rf^"  zusammen. 

Es  gehöre  l  zu  zwei  Fundaraental-Gewiuden  F^,  T^;  als  eigent- 
liche Polarenfläche  bleibt  eine  Regelflache  4.  Grades  ^*,  welche  sich 
ia  dem  Strahlennetze  F^T^  befindet;  l  ist  für  sie  doppelte  Erzeugende, 
so  dass  sie  von  der  Art  VII  (I,  Nr.  43)  ist.  Die  Doppelcurve  d^^ 
besteht  aus  einer  cubischen  Ranmeurve  —  von  den  beiden  sich  ab- 
sondernden Regeischaaren  herrührend  — ,  zwei  Raumcurven  5.  Ordnung 
auf  X*  und  den  beiden  doppelten  Leitgeraden  dieser  Regelfläche;  Be- 
gegnungspunkte mit  l  sind  2  -j-  2.4  +  2, 

Gehört  l  zu  drei  Fundamental-Gewinden,  so  ist  die  eigentliche 
Polarenfläche  die  ihnen  gemeinsame  Regelschaar;  ä^^  zerfällt  in  3  cu- 
bische  Raumcurven  und  dreimal  2  Gerade  mit  3.2  +  3.2  Begegnungs- 
punkten mit  l. 

Es  sei  endlich  l  vier  Fundamental-Gewinden  Tg,  F^,  F^,  -Tg  ge- 
meinsam oder,  was  dasselbe  ist,  eine  der  Leitgeraden  des  Schnitt- 
Strahlennetzes  der  beiden  übrigen  Tj,  Tg  (I,  Nr.  185).  Es  sondern 
sich  i  Regelsebaaien  ib  unl  von  der  eigentlichen  Polarenfläche  bleibt 
nur  eine  Geride  die  Polare  von  l  in  Bezug  auf  alle  Complexe  der 
Reihe  mu  i  ebenfalls  n  illen  vier  Gewinden  liegen,  mithin  die  zweite 
gemeinsame  Gerade  oder  die  zweite  Leitgerade  von  F^r^  sein.    Also: 

Von  den  leiden  gememtamen  Geraden  von  4  FundamenM-Gemnden 
odej  0011  den  beiden  Leitget  aihn  des  Strahlennetses,  in  dem  sich  uwei  Fun- 
damental Geu  tnde  schneiden  ist  jede  die  Polare  der  andern  in  Semg  auf 
die  ganse  Eeihe  der  consingulaien  Complexe?) 

Wn  kcmmeu  auf  diese  Sache  nochmals  (Nr.  580)  zu  sprechen 
und  weiden  finden  dass  in  einei  Tangentialebene  6  von  ©  durch  eine 
solche  Gerade  l^^   die  Schnittcurve  4.  Ordnung  mit  $  zu   sich   selbst 

*)  Klein,  Matkem.  Annalen  Bd.  3  S.  332. 
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in  harmonischer  Homologie  ist  mit  l^^  als  Axe  und  dem  Doppel-  oder 
Berührijiigspnnkte  S  als  Centrum;  4  von  den  Doppeltangenten  des  S 
haben  ihren  zweiten  Berührungspunkt  auf  ^i^;  sie  sind  die  von  der 
Ebene  aus  den  4  sich  absondernden  Regel  seh  aar  en  ausgeschnittenen 
Geraden,  und  in  sie  zerfällt  der  Ort  der  Punkte  auf  den  Strahlen  durch 
S,  die  TOn  I^^  durch  die  beideu  weiteren  Schnitte  mit  fl$  harmoniscb 
getrennt  sind. 


Ausgezeichnete  singulare  Strahleu  miA  Hanpttaiigeuteii-Ciirven 
der  singulären  Fläche.*) 

Wenn  ein  süigulärer  Strahl  von  V^  die  Fläche  ©  dreipunktig  in  S  547 
berührt,  so  ist  einer  von  den  Punkten  If,  J5"  (Nr.  536)  noch  in  S  ge- 
rückt; der  ganze  Tangentenbüschel  (Ä,  a)  gehört  su  F^;  nennen  wir  mit 
Segre**)  einen  solchen  singulären  Strahl  von  der  sweiten  (h'dnung. 

Im  allgemeinen  ist  in  einem  Tangentenbüschel  son  ©  der  singu- 
lare Strahl  der  einzige  Strahl  Ton  F^. 

UiM/ekehrt,  wenn  ein  Strahl  von  F^,  der  nicht  singulär  ist,  0  herührt, 
so  ist  eine  der  ieiden  HaupUangenten,  die  im  nämlichen  Funkte  herühren, 
singulärer  Strohl. 

Sei  einem  drmpwnkl^  berührenden  singulären  Strahle  sind  swei  von 
den  4  Strahlenbüscheln  des  F\  die  durch  ihn  gehen,  nämlich  einer  von 
den  beiden  von  S  kommenden  und  einer  von  den  beiden  in  e  beßndtiehen 
in  den  Tangentenbüschel  {S,  ff)  susa/mmengefaUen.  Infolge  dessen  haben 
sich  auch  in  einm  solchen  singulären  Strahl  3  von  den  4  aus  S  Jcoth- 
menden  und  3  von  den  4  in  a  liegenden  singulären  Stahlen  vereinet; 
der  vierte  aus  S  verbindet,  in  der  Ebene  des  zweiten  P- Strahlen- 
büschels aus  diesem  Punkte,  denselben  mit  dem  Scheitel  des  zweiten 
Strahleubüschels  in  dieser  Ebene, 

Mne  Tangente  von  0  (in  S)  gehört  su  einem  von  den  consingulären 
Compkxen  als  singulärer  Strahl,  der  dann  unter  den  4  durchgehenden 
doppelt  sohlt  (Nr.  537),  zu  zwei  andern  einfach;  diese  enthalten  den  ganecn 
Tangentenbüschel  von  S  tmd  je  eine  der  Haupttangenten 
singulären  Sfy-ahl. 


*)  Vergl.  hietzn  Klein,  Math  Anualen  Bd.2  S.  108,  Bd.  5  S.  278  und  Klein 
und  Lie,  Berliner  Monatsberichte  1870  &  391 

**)  Sulla  geometiia  della  rttta  e  dellp  bup  serie  quadraticiie  (Fortsetzung  dor 
iu  Nr.  544  erwElhnte»  Abhandlung,   die   im   nämlichen  Bande   der  MemorJe  steht) 
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Eine  Hattpttangente  wn  0  gehört  m  dem  dreifach  zu  rechnenden 
von  dett  consingulären  Complewen,  für  den  sie  smgulärer  S^dhl  ist,  und 
m  demjenigen,  für  den  es  diP  andere  Haupttangente  desselben  Tangenten- 
lüschels  ist. 

Bei  einer  zu  einer  Q,^  gelibrigeo  Doppeltangento  von  0  zählt, 
wie  wir  schon  erwähnt  haben,  das  Doppelgewinde  Fi,,  für  das  sie 
singuliiei  btrahl  ist,  doppelt,  es  bleiben  zwei  roni^Uxe  in  denen  sie 
sieh  befinlef"),  und  denen  bez  die  Haupttiagenten  sowohl  des  emeu 
als  auch  des  andern  Beriihrun^spuDktes  als  smgitliie  Strahlen  ange 
hören,  so  da^s  tn  den  pojectweit  Tangentenhascheln  der  0  um  die  heidm 
Beruht ung-^ptinktc   einer  Doppellangente  die   einen   Hauptiamaden   dai 


Eine  Doppeltan^ente  von  O  welche  m  einer  der  Ebenen  d  lieft, 
befindet  sich  nni  m  zwei  too  den  Complexen  und  zwar  ils  sm^uUiei 
Strahl,  namlich  in  denen    deien  zn  d  gehonte  I]  auf  sie  lallen 

Was  die  neipuiiktiqen  Tangenten  anlangt,  so  geitt  durch  diejenigen, 
die  evnen  {S\  hauhien  je  mit  ein  fornplea  der  Itedie  Eine  ai  luhe  viei 
punktige  Tangente  hat  sich  ja  auch  mit  dei  zweiten  Hiupttangentt 
vereinigt,  [d]  gehört  zur  paiibohsehen  Caive  von  0 

Sei  einet  and&n  vieipmikhgeii  Tangente,  neben  de>  noih  eine  cwede 
SatipÜangente  in  demselben  Funkte  berührt,  bann  man  den  Sehluss,  dass 
alle  4  Complexe  sich  in  den  vereinigt  haben,  für  den  sie  aingulärer 
Strahl  ist,  nicht  machen;  da  hier  nur  die  einzige  Berühruugs ebene 
möglich  ist,  deren  Berührungspunkt  ihr  eigener  ist.  ^s  giU  dasselbe, 
wie  bei  einer  blos  dreipimktigen  Tangente,  nur  dass  der  dreifach  m  recli- 
nenäe  Complex,  für  den  sie  Singular  ist,  ein  Doppelgewinde  ist. 

Aus  diesen  Ergebnissen  folgt,  dass  die  32  Strahlen,  tn  denen  sich 
4  von  den  consingulären  Complexen  schneiden,  stets  gleiches  Vethallen  su 
0  haben.**') 

548  Jede  Complexeurve  (x)    eines    au   0   gehörigen  Oomplexes  P^    be- 

rührt 0  an  4  Stellen;  die  16  übrigen  Tangenten,  welche  (jt)  mit  der 
Curve  12.  Klasse  %0  ausserdem  gemeinsam  hat,  berühren  letztere  in 
Punkten,  in  denen  der  singulare  Strahl  Haupttangente  ist. 

Also  ersmgen  die  Dankte  der  singulären  Fläche  0  ewies  F^,  in 
denen  der  singulare  Strahl  dreipunktig  berührt  und  deshalb  der  ganse 
Tangenteiibüschel  sw  F^  gekört,  eine  Curve  16.  Ordnn')%g  T^'''. 


*)  Ihre  Curven  in  irgend  einer  Ebene  durch  die  Doppelt  an  gente  herühie 
ise  iu  den  Dopjtelpunliten  der  oben  {Nr.  544)  erwähnten  Invohition. 
**)  Vcrgl,  Kolin,  MiiUi.  Ännalen  Bd.  18  S.  99. 
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Dnal:  Die  mgehörigen  Berührunffsebmen  umhüllen  einen  Tarsus 
16.  Klasse  %^^. 

Es  seien  T,  T,  zwei  benachbarte  Punlite  yoii  T^^  Mit  dem  Tan- 
gentenbüachel  von  T  gehört  auch  TTi  zu  i^;  von  den  4  Strahlen- 
biiacheln  des  F^,  die  durch  diese  Gerade  gehen,  sind  zwei,  die  mit 
den  Scheiteln  T,  T^,  unendlich  nahe,  denn  die  Punktwürfe  der  Scheitel 
und  der  Ebenen  sind  projectiv.  l'olglich  kann  derjenige  von  diesen 
beiden  Biiachein,  der  aus  T,  kommt,  nur  der  Tangentenbüschel  von  0 
sein,  der  andere  aus  jfi  ist  von  ihm  und  dem  von  T  endlich  ver- 
schieden; die  beiden  BerÜhrungs ebenen  von  T  und  T^  gehen  daher 
durch  die  Verbiudungslinie  der  Berührungspunkte;  d.  h.  TT^  ist  zu 
sich  selbst  conjugirte  Tangente  oder  Haupttangente. 

Die  Curve  T^^  ist  somit  Haupüangenten-Curve  von  0  mtd  der  Torsus 
Xi6  ist  der  zugehörige  Torstis  der  Schniegungsebenen.*)  Also  ist  16  auch 
die  Klasse  von  T'^'^.  Die  sämmtUchen  SaupUangenten-Ciirveii  der  Fläche 
0  sind  die  den  verschiedenen  consingulären  Complexm  zugeMrigm  Curven 
T^^,  und  durch  jeden  Punkt  von  0  gehen,  wie  nothwendig,  zwei, 
welche  von  den  beiden  Complesen  herrühren,  denen  die  eine  und  die 
andere  Haupttaugente  als  singulärer  Strahl  zukommt. 

Die  einem  bestimmten  F^  und  einer  bestimmten  T^'^  zugehörigen 
Tangentenbüschel  erzeugen  eine  Congruenz  16.  Grades.  Sie  und  die 
CongrueuK  S  der  singulären  Strahlen  von  P^,  letztere  doppelt  gerech- 
net, setzen  die  Congi^uenz  24.  Grades  zusammen,  welche  F^  niit  dem 
Taugentencomplexe  12.  Grades  von  0  gemeinsam  hat. 

Die  zu  einem  Punkte  D  gehörige  Ebene  e  tangirt  den  Änschmie- 
gnngskegel  [D];  unter  den  Strahlen  von  {D,  e),  die,  wie  wir  wissen, 
sämmtlich  singulär  sind,  sind  daher  zwei  unendlich  naiie  dreipunktig 
berührend. 

Die  Gurve  T'"  hat  die  16  Tunlcte  D  su  Eüdikehrpnniden  imd  der 
Torsus  %i^  oder  auch  die  Curve  T^^  die  16  Ebenen  d  gu  WendeSerüh- 
rungsehenen.**) 

Da  in  jede  Ebene  d  6  Punkte  D  fallen,  so  sieht  man,  wie  die 
16  Schnitte  von  2""  mit  d  ersehöpffc  sind:  16  =  2.6  -j-  4. 

T'^  trifft  die  erste  Polare  (3.  Ordnung)  eines  beliebigen  Punktes  0 


*)  Icfi  setze  a.ls  bekaunt  voraus,  dass  die  JJerQhru Dg s ebenen  einer  Fläche  in 
den  Punliten  einer  Haupttangenten  Cnive  deren  Schmiegungs ebenen  sind. 

**)  Durch  zwei  Knotenpunkte  D  gehen  zwei  Ebenen  S;  für  ein  solches  Stück 
der  Fläche  0,  welches  von  den  dmch  die  beiden  D  begrenatec  Bogeci  der  Kegel- 
Echnitte  [3]  eiageschlosstu  ist,  haben  Klein  und  Lie  iß  ihrem  Aufsätze  der  Ber- 
liner Monatsberichte  von  1B70  den  Vf-iUuf  einiger  Hauptfangenten-Curven  ge- 
zeichnet 
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in  Bezug  auf  $,  ausser  in  den  J*,  noch  in  3.16 — 2.16  Punkten,  womib 
die  Klasse  16  des  Torsus  der  Berührungsebenen  der  Punkte  von  T^'' 
von  neuem  erkannt  ist. 

Die  Punkte  von  <P,  deren  (einem  bestimmten  F^  zugeordnete) 
singulare  Strahlen  eine  Gerade  l  treffen,  bilden  die  Berühruogseurve 
8.  Ordnung  der  Complexfiäche  (f)  mit  *  (Nr.  524,  530);  die  Schnitte 
von  T^^  mit  (J)  sind  die  16  Punkte  D  und  16  andere  Punkte,  die 
einen  wie  die  andern  doppelt  gerechnet,  jene  als  Doppelpunkte  von 
T^^,  diese  wegen  der  Berührung  beider  Flächen;  daher  tangirt  in  den 
letzteren  Punkten  T*^  die  (l).  Folglich  treffen  16  von  den  $  drei- 
punktig  berührenden  singulären  Strahlen  des  F^  die  Gerade  l. 

Daher  hat  auch  die  BegelftÖdte  derjenigen  singtäären  Strahlen  von 
r^,  welche  0  äreipunhtig  berühren,  den  Grad  16;  sie  heisse  T^*.  Die 
Ergeugenden  sind,  weil  sie  durch  die  Punkte  von  T^''  gehen  und  iu 
den  zugehörigen  Schmieguugsebenen  liegen,  Schmiegwngsstrahlen  dieser 
Cwrve  T'-^ 

549  Zu  Urnen  gehören  die  16  Strahlen  Sä  der  Büschel  {E,  ö),  welche  je 

den  KegelschMtU  [d]  in  E  tangiren,  und  die  IG  Strahlen  Si,  der  Büschel 
(P,  e),  welche  je  die  Bemhrungshmten  von  s  mit  dem  Kegel  [U]  sind.*) 
Sie  berühren  #  vierpunMigj  und  der  Büschel  der  Polaren  eines  jeden 
dieser  singulären  Sirahlen  ist  (IE,  3),  beew.  {D,  e) ,  J>esteht  also  aus  lauter 
singulä/ren  Sirahlen;  die  sj  und  s^j  sind,  nach  Segre,  singulare  Strah- 
len dritter  Ordmmg.  Für  einen  andern  Strahl  z.  B,  eines  Büschels 
von  {E,  Ä)  ist  dieser  Polarenbüschel  derjenige  in  S,  der  den  zweiten 
Schnitt  des  Strahls  mit  [d]  zum  Scheitel  hat. 

Von  den  beiden  Haupttangenten  der  0  in  einem  Punkte  von  T'-'' 
ist  die  eme  die  Erzeugende  Ton  T^*',  die  andere  die  Tangente  von  2'*''. 
In  dem  Punkte  E  lallen  sie  m  die  sj  zusammen;  Sj  ist  also  auch  Tanr 
gntie  ion  T^''  tn  E  und  mgehunqe  Schmiegungsebene  ist  die  Wende-Berüh- 
rangsebene  d  Ebenso  tut  nn  RuüJcehrpmikte  D  die  So  Tangeitie  und  s 
Schmiegungsebene 

Beachten  wir  aber:  D  und  ä  sind  allen  Complexen  der  Reihe 
%  (^^)  gemeinsam,  E  und  e  ändern  sich  von  einem  zum  andern,  den 
[d]  durchlaufend,  bezw.  den  [D]  umhüllend.  AUe  Sati^ttangentenrCurven 
haben  die  Bücklcehrptinkte  D  und  die  Wende- Der ührwngseieiien  d  gemein- 
sam; die  zugehörigen  Tangenten  Sb,  ss  und  Schmiegungsebenen  e,  be^w. 
Osmdation^unkte  E  verändern  sich,  [D]  und  [3]  erzeugend  oder  um- 
hüllend. 

*)  Flacker,  Nene  üeomotvio  Nr,  312,  3äl. 


y  Google 


Ausgeaoicimote  singnl.  Slrithlon  u.  Haupttangenten-Curven  dei'  siugul.  Fläche.     53 

Von  den  16  Begegnungspuukten  einer  dieser  CurYen  mit  einer 
Ebene  d  befinden  sicli  zwei  in  jedem  der  6  Punkte  D,  vier  in  Jü. 

Es  sei  l  eine  Doppeltangente  von  ^,  welche  in  einem  Punkte  T 
von  r^"  berührt;  Tj  ihr  aweiter  Berabrungspunkt.  Da  in  T  die  eine 
Haupttaugente  von  $  eingulärer  Strahl  von  F^  ist,  so  gilt  dies  auch 
in  Ti  (Nr.  547);  folglich  liegt  auch  T^  auf  T'\ 

Jede  Doppeltangente  von  #  Jiat  ihre  leidm  Bmihnmgspunlde  auf 
derselben  Haupttaiigmten-Curve. 

Die  Boppeltangenten  aus  derselbmi  Congruens  Q^,  welche  ihre  Be- 
rührungspunkte auf  einer  bestimmten  Smipttangenten-Curve  T^^  haben 
und  deshalb  doppelte  Schmiegungsstrahlen  derselben  sind,  ei-neagen  daher 
eine  Begelflächo,  für  welche  diese  Berührungscurve  16.  Ordnung  der 
Schnitt  mit  *  ist,  also  vom  Grade  -^  =  8, 

Der  Grad  8  ergiebt  sich  auch  durch  folgende  Ueberlegnng:  Die 
Regelfläehe  4.  Grades  der  Strahlen  von  C^^,  welche  eine  Gerade  l 
treffen,  hat  mit  $  nur  die  Berührungscurve  8.  Ordnung  ihrer  Erzeu- 
genden gemeinsam;  sie  geht  ersichtlich  darch  die  16  Punkte  D,  die 
Scheitel  der  singuiären  Strahl enbüschel  von  Ci^  In  ihnen  hat  2"^^ 
mit  dieser  Fläche  2.16  Punkte  gemein;  die  übrigen  gemeinsamen  Punkte 
sind  ■|-(64^32)  ^  16  Berührungspunkte  und  zwar  je  zwei  stets  auf 
derselben  Erzeugenden  der  Fläche  4  Grades.  Daher  hat  diese  8  Er- 
zeugende, die  ihre  beiden  Berührungspunkte  auf  T'-"  haben. 

Jede  Ifauptbmgenten-Ourve  der  Fläche  O  ist  Berührui%gscitrve  mit 
6  Begelflächen  8.  Grades,  welche  sich  in  den  verschiedenen  Congrttenzen 
C/,^j  für  welche  *  Brennfläche  ist,  befinden.*) 

Die  Sauptlangenim-Curveit  von  $,  die  swh  bei  den  Doppetgewindm  550 
Fl,  ergeben,  sind  nur  8.  Oidnung  und  8.  Klasse.  Singulare  Strahlen 
sind  ja  die  Strahlen  der  zugehörigen  Ca";  geht  ein  solcher  singulärer 
Strahl  in  eine  mehr-  als  zweipunttig  berührende  Tangente  über,  so 
haben  wir  gleich  vierpunktige  Berührung.  Nun  haben  wir  bei  einer 
Congruenz  2.  Grades  eine  auf  der  Brennfläche  verlaufende  Cuiwe  8.  Ord- 
nung p^  gefunden,  deren  Punkte  sich  je  mit  den  zugehörigen  zweiten 
Brennpunkten  vereinigen,  und  eine  Eegelflache  8.  Grades  P^  der  Strah- 
len von  C/,^,  bei  denen  die  Vereinigung  der  Brennpunkte  und  zugleich 
der  Brennebenen  —  welche  letzteren  einen  Torsus  ^  Klasse  umhüllen 
—  statt  hat  (II,  Nr.  313,  315,  443).  Diese  Strahlen  mo^eu  singulare 
Strahlen  der  Ci?  heissen.     Die  p*  ist  unsere  Curve,   imi   nennen  sie  pi* 

■'■)  Lie,  Math.  Aunaleii  Bd.  5  S.  178. 
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und  die  zugehörige  Fläche  der  vierpiinhUg  berührenden  Strahlen  P/,^,  Jene 
ist,  vierfach  gerechnet,  der  volle  Schnitt  dieser  mit  ^. 

Bei  einer  Fläche  n""^  Ordnung  (ohne  vielfache  Curve)  ist  die  Fläche 
der  vierpunttigen  Tangenten  vom  Grade  2n(n  —  3)(3jj  — 2)  und  die 
Cnrve  ihrer  Berährungspunkte  von  der  Ordnung  n(ll»  — 24).*)  Bei 
*  sind  beide  Zahlen  80,  die  Regelfläche  setzt  sich  aus  den  6  Hegel- 
flachen  Ph"  und  den  16  Kegelschnitten  [&\,  die  Ourve  aus  den  Curveo 
ß/  und  ebenfalls  diesen  Kegelschnitten  zusammen. 

Andererseits  ist,  wie  eine  ähnliche  Betrachtung  als  in  Nr.  549 
zeigt,  jede  der  Gurven  Qh^  Beriihrungscurve  der  $  mit  3  Hegelßächen 
vom  Grade  4  =^  —■  atts  den  5  cmdem  Gongniensen  C?,  derei%  Erzeugende 
in  stvei  gekenntm  Tunkten  von  pA*  berühren  und  doppelte  Schmiegungs- 
atrahlen  dieser  Curve  sind. 

Der  Tangentenbuschel  von  $  in  einem  Punkte  von  Qi^  ist  7U^ieich 
der  ihm  in  Ji  zugehorenle  Büschel  q  geht  diich  die  IG  Punlfe  D 
einfach  und  hat  diejenige  Lon  den  Fhenen  ö  Imch  einen  D  i.  n  Schmie- 
giingsebene,  tcelcH  tn  Bezug  auf  C^  die  Mgehoiige  smgula  r  Lhene  ist: 
die  NuUebene  m  Bezug  tuf  F  Indem  also  eine  Ebene  d  im  den 
e  en  ihrer  Punl  te  D  Schmiegungsebene  ist  und  m  dei  nlem  von 
Qi?  geschnitten  w  id    1  iben  wir  die  S  B^gegnungipuakte 

Weil  der  ganze  langentenbuschel  von  $  in  einem  l  il  le  von 
9^  zo  Fk  geh  it  so  /eit,t  sieh  diss  s-\mmtlieh(.  langenten  i  q,,^ 
in  diesem  Gewindt,  Fi,  sich  befinden 

Um  Qk^  als  bpccialfül  von  T^'  zu  eikennen  müssen  wu  le  als 
Vereinigung  zwtier  uneidhch  nahe  neben  einander  laufenden  Cmven 
uns  denken;  daiaus  erklaifc  sich  auch  die  Binfichheit  dei  B  auf  ihr. 
Dies  lehrt  auch  die  vierpunktige  Beiühiung  mit  <&  der  Erzeugenden 
von  P/,  während  die  Erzeugenden  einer  der  ItegeltlaL.hen  S  Giades, 
welche  längs  emei  T ''  tingiren  in  zwei  aetrennten  Pnnl  ten  beiuhren. 
Die  Regelfiächen  4  Giiles  die  längs  eii  ei  q  lerihien  haben  wir 
uns  auch  dop].elt  voi/ustellen 

551  Der  einer  belithigen  T  '  /.ujfh  ^ige  Cjmplex  F    iai  mf  V'  IG  strah- 

len gemeinsam,  wii  haben  ja  auch  m  Ni  'Ml  gesehen  dass  durch  eine 
solche  vierpunktige  Tangente,  wie  es  die  Eizengendeu  von  P/,^  sind, 
ausser  dem  Doppelgewiade  Fi  noch  ein  anderer  allgemeiner  Complex 
aus  der  Reihe  geht.  Für  ihn  ist  die  gemeine  Haupttangente,  welche 
mit  der  vierpunktigen  den  Berührungspunkt  gemeinsam  hat,  der  sin- 

*■)  Vergl-  ■/..  B.  Journal  f.  Mathematik  Bd.  Vi  S.  350. 
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guläre  Strabl;  and  die  vierpuiiktige  ist  die  andere  Haopttangente,  die 
mit  tJem  ganzen  Büschel  zu  diesem  Complese  gehört. 

Em  jeder  von  den  Herührwngspunhten  der  16  Strahlen  liegt  auf  pa* 
und  auf  T'^^;  die  Pa^  hai  die  vierpunMige,  die  T^^  die  äreipunktige  Tan- 
gente mtr  Ersevgenden,  diese  berührt  die  p*^,  jene  die  T^^. 

Eine  gemeine  Haupfcfcangente  der  Fläche  ist  auch  gemeine  Tan- 
gente einer  Haupttangeaten-Curve,  eine  vierpunttige  also  ist  stationäre. 

Demnach  sind  dip  96  BegegnungspimUe  der  . 
T^"  und  der  seelis  Cuivmt  p*^  für  erstere  j 
Tangenten.  In  jedem  von  ihnen  haben  die  beiden  sich  schneidenden 
Curven  die  Tangentialebene  von  ^  zur  gemeinsamen  Schmiegungs- 
ebene. 

Wirkliche  Doppelpunkte  hat  3"^  nicht,  da  die  beiden  Hanpt- 
tangenten  eines  Punktes  von  *  zu  verschiedenen  Complesen  als  sin- 
gulare Strahlen  geboren. 

Wir  haben  nun  füi'  die  T'^  Singularitäten  genug,  um  die  übrigen 
bestimmen  zu  können;  der  Kang  ist  48,  die  Zahl  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  72.  An  einen  der  Kegelschnitte  \d]  tritb  T"  in  dem 
Punkte  E  heran,  der  ihrem  Oomplexe  zugehört,  und  da  beide  Haupt- 
tangenten in  ihm  sich  voreinigt  haben,  so  herührt  T^^  den  [d]  in  E. 

Von  einer  pj,^  wird  [iJ]  in  demjenigen  ihrer  D  berührt,  welcher 
der  Ebene  ä  in  der  Congruenz  C/  zugehört;  denn  in  ihn  fällt  E. 

Schneidet  man  P/^"  mit  Pi  oder  P;^  mit  A,  so  kommt  man  zu 
8  Begegnungspunkten  der  Curven  pi*  und  p;*  (ausser  den  Punkten  D); 
von  den  beiden  Haupttangenten  einer  dieser  gemeinsamen  Punkte  von 
p,,^  und  pi*  ist  die  eine  Erzengende  von  P;,^  und  Tangente  von  p^^,  die 
andere  Erzeugende  von  P;®  und  Tangente  von  p^^  Als  Erzeugende 
von  Pj,^  oder  P/  sind  sie  vierpunktig  berührende  Tangenten  der  Fläche 
0;  die  Fläche  hat  also  in  jedem  dieser  8  Begegnungsp unkte  p/p/ 
2  vierpunktige  Hanpttaugenten,  und  jede  von  ihnen  ist  für  diejenige 
der  Curven,  welche  sie  berührt,  stationäre  Tangente. 

So  erhält  jede  der  Curven  p/,^  5.8  =  40  stationäre  Tangenten.  Dar- 
aus folgt  der  Rang  24  und  die  Zahl  16  scheinbarer  Doppelpunkte. 

In  jedem  der  8  gemeinsamen  Punkte  der  Curven  p/,*,  pj^  haben 
sie  wiederum  die  Schmiegungseb&iie  gemeinsam,  die  Tangentialebene  von 
^,  und  weil  sie  zu  einer  stationären  Tangente  gehört,  so  ist  sie  vier- 
pmtktig  berührend. 

Während  hei   einem  beliebigen  Strahle   von  Q^  in  Bezug  auf  F/,  552 
jeder   der   beiden   Berührungspunkte    mit   C?    die  Tangentialebene   des 
andern  zur  Nullebene  hat,  hat  ein  Punkt  von  p;,**,  als  Berührungspunkt 
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eines  yierpunktig  taiigirenden  Strahls  von  Q?,  die  eigene  Berührungs- 
ebene  für  ^  oder  Sciimiegungaebene  für  q^  zur  Nullebene  für  r},. 

In  Bemg  auf  Fi,  polarisirf,  geht  jeäer  Funkt  von  q/?  in  die  eigene 
Schmiegungsebene  iiber. 

Aber  auch  in  Bezug  auf  eins  der  andern  Fundamen tal-Gewin  de  rj 
polarisirt,  geht  p;,^  in  sich  selbst  über;  deun  d>,  F/,,  C/  thun  es,  also 
muss  auch  ein  0  vierpuuktig  berührender  Strahl  von  Ci^  in  einen  eben 
solchen  öbergehen,  der  Berühr ungspuakfc  von  jenem,  ein  Punkt  von 
p/,",  in  die  Berührungs ebene  von  diesem,  eine  Schmiegungsebene  von 
Pi*.  Und  so  sehen  wir,  dass  jeder  Schmiegungsehme  von  pi,^  in  Bcsug 
auf  die  6  Fundamental-G&winde  ihr  ÄnschmiegungspunM  und  ihre  5  wei- 
teren Schnitte  mit  der  Ourve  zugeordnet  sind;  und  ebenso  dual.  Und 
(üttrcÄ  die  mU  den  Fundammtal-Geivindm  verbwndenen  33  linearen  Trans- 
formationen erhalten  wir  Gruppen  iion  16  Fimkten  von  Qi,^  und  ihren 
16  Sekmiegungseieneii,  die  eine  Kummer'sche  Configuration  16g  hilden*); 
die  Seh miegnngs ebenen  gehören  in  der  That  sämmtlich  zu  den  Punk- 
ten, da  ja  auch  die  Nullebene  eines  jeden  der  16  Punkte  in  Bezug  auf 
A,  d.  i.  seine  Schmiegungsebene,  sich  in  der  Gruppe  befindet. 

Nehmen  wir  aber  die  Gruppe  der  8  gemeinsamen  Punkte  von  Q/,^ 
und  (fi^  und  ihrer  ebenfalls  gemeinsamen  (und  beide  Curven  vierpunktig 
berührenden)  Schmiegungsebenen,  so  erhalten  wir  nur  eine  Configuraiion  85. 

Auch  die  ällgemein&i  Hawpttangenten-Curven  T^^  der  $  sind  in  Bemg 
auf  jedes  der  Ftindamentat-Gewinde  sich  selbst  entsprechend;  denn  dies 
gilt  für  S  und  den  zugehörigen  Complex  F^,  ein  singulärer  Strahl 
desselben,  welcher  ^  dreipunktig  berührt,  geht  in  einen  eben  solchen 
über,  jenes  Berührungspunkt^  ein  Punkt  von  T'^,  in  die  Berührungs- 
ebene dieses,  eine  Schmiegungsebene  von  T^". 

Folglich  muss  dmxh  die  32  linearen  Transfm-mationen,  die  mit  der 
Gruppe  der  A  verbimden  sind,  die  Figur  der  16  Schnittpunkte  eimer  2"" 
mit  einer  q^  und  ihrer  gemeinsamen  Schmiegungsebenen  in  sich  selbst 
übergehen,  also  eine  Configuraiion  1%  bilden. 

Es  seien  zwei  T^^  betrachtet;  die  T^^,  die  zn  der  einen  gehört, 
hat  mit  dem  F^,  dem  die  andere  entspricht,  32  Strahlen  gemeinsam; 
folglich  hegegneji  sich  die  beiden  Curven  2"*  in  33  Punkten;  wenn  wir 
später  erkennen  werden,  dass  die  P^  volle  Schnitte  der  0  mit  einer 
andern  Fläche  4.  Ordnung  sind,  werden  wir  dies  Ergebniss  auch  dar- 
aus ableiten  können.  In  diesen  gemeinsamen  Punkten  haben  die  beiden 
Curven  wiederum  gemeinsame  Schmiegungsebenen. 


*)  In   der   durch  jeden   der  Punkte   G  Ebenen    gehen,    in   jeder   der  Ebenen 
6  Punkte  liegen. 
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Diese  Figur  von  32  PuriMen  und  32  Ebenen  muss,  da  in  Bezug 
auf  die  genannten  linearen  Transformationen  jede  der  beiden  2'^'^  sich 
selbst  entsfirieht,  in  mcei  Kummer' sehe  Configurationen  16g  serfallen. 

In  Bezug  auf  ein  Jl  sind  aber  im  allgemeinen  nicht  ein  Punkt 
von  0  Lind  seine  Berührnngs ebene  entsprechend,  sondern  nur  für  die 
Punkte  von  ()a**  gilt  dies.  Folglich  werden  von  imsern  64  Elementen 
ein  Punkt  und  seine  mgehorige  Schmiegungsebene  nicht  derselben  Coi%- 
fguration  angehören;  denn  für  incidente  Elemente  der  nämlichen  Con- 
figuration  I65  giebt  es  in  der  Gfruppe  der  Ij  stets  ein  Gewinde,  in 
Bezng  auf  welches  sie  Nullpunkt  und  Nullebene  sind.  Somit  geht 
durch  jeden  Ficnkt  der  einen  Configuration  noch  eine  Ebene  aus  der  an- 
dern, seine  Schmiegungsebene,  und  liegt  in  jeder  Fbene  der  einen  noch 
ein  Punkt  der  andern;  sie  iiläeii  zusamtnen  eine  Configwation  32,.*) 


Einige  NaeMräge. 

Ich  hole  hier  einige  Sätze  über  Haupttangenten-Curven  nach,  die  553 
schon  beim  linearen  Complexe  besprochen  werden  konnten.**)  Im 
allgemeinen  giebt  es  auf  einer  Fläche  F  nur  eine  endliche  Zahl  von 
Punkten,  bei  denen  die  Serührungsebene  zugleich  die  Nullehene  in  Bezug 
auf  mi  gegebenes  Gewinde  F  ist.  Wenn  aber  c»^  solche  Punkte  vorhanden 
sind,  so  ist  die  von  ihnen  gebildete  Curve  eine  Ha-u/pttoMgenten-Curve  der 
Fläche. 

In  der  That,  es  seien  T,  T^  zwei  benachbarte  Punkte  der  Curve, 
so  gehört  TTy  als  Tangente  in  T  zum  Gewinde  F,  also  auch  zum 
Büschel  in  der  Nullebeue  von  T^;  die  Tangentialebene  dieses  Punktes 
geht  ebenfalls  durch  sie:  TT,  ist  eine  Haupttangente. 

Es  sei  z.  B.  F  eine  Fläche,  die  in  Bezug  auf  F  zu  sich  selbst 
poiar  ist;  dann  geht  ein  beliebiger  Tangentenbüschel  (2",  i)  von  F 
durch  die  Polarisation  bezüglich  F  in  einen  andern  Tangenfcenbüschel 
[r,  T)  von  F  über,  der  mit  jenem  den  in  ihm  befindlichen  Strahl  von 
r  gemeiusam  hat;  derselbe  wird  demnach  Doppeltangente  von  F.  Die 
Nullebene  eines  beliebigen  Punktes  2'  der  Fläche  geht  somit  durch 
eine  der  Doppeltangenten,  die  in  ihm  berühren,  und  das  Zusammen- 
fallen mit  der  Berührungsebene  wird  in  diesem  Falle  eine  einfache 
Bedingung,  so  dass  die  Fläche  c»'  Punkte  besitzt,  bei  denen  es  eintritt; 
die  Doppeltangente  des  allgemeinen  Falls  ist  dann  vierpunktige  Tan- 
gente geworden. 

*)  Vergl.  hierzu  Reye,  Journal  f,  Mathematik  Bd.  SIT  S.  2lj0. 
**)  Lie,  Math.  Aimalen  Bd.  5  S.  178 ff. 
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Wenn  also  eine  Fläche  F  m  sich  belbbt  m  Bemg  auf  etn  Gewinde 
r  polar  istf  so  mithält  sie  eine  Cmve  von  Ptmlttn,  m  denen  dte  Be- 
rühnmgsebene  von  F  mit  der  Nullebene  von  F  steh  leteinigt  Dieselbe 
ist  eine  Haiipttangenten-Cume  auf  F,  und  alle  ihre  Tangenten  gekoreii  m 
F.  Sie  ist  femer  eine  Curve  von  BerüJirungspKnhlen  vierpunMger  Tan- 
genten von  F,  tmd  diese  gehören  auch  gu  F. 

Da  eine  in  F  enthaltene  Congruenz  in  sich  selbst  übergeht  durch 
die  Polarisirung  in  Bezug  auf  F,  so  thut  es  auch  die  zogehörige 
Brennfläche.  Ist  die  Congrueiiz  2.  Gfrades,  so  können  wir  die  Brenn- 
fläehe  auch  ala  singulare  Fläche  eines  F^  auffassen  und  das  Gewinde 
als  eins  der  Fundamental-Gewinde  F^-  Die  Haupttangeoten-Curve  ist 
dann  p/;  ihre  Tangenten  und  die  vierpunktig  berührenden  Erzeugenden 
von  Fl?  sind  Strahlen  von  Fh- 

Zu  sich  selbst  polar  ist  eine  in  F  enthaltene  Begelßäche.  Und  liegt 
sie  sogar  in  einem  Sirahlennetm,  so  liefert  jedes  durch  dasselbe  gehende 
Geivinäe  auf  die  Begelfläche  eine  HaupUtmgentat-Chirve. 

1  Im  Änschluss  an  diese  Betrachtung  möge  es  gestattet  sein,  einige 

andere  Nachträge  zu  den  beiden  ersten  Bänden  zu  machen. 

In  ein  Gewinde  F,  schneidet  ein  Büschel  F^Fg  von  Gewinden  einen 
Büschel  von  Strahlennetzen  ein:  die  Paare  der  Leitgeraden  bilden  eine 
Involution  in  der  Leitsehaar  L  der  Grund-Begelschaar  G  des  Netzes 
FjT^A  (Ji  Nr.  126  ff.);  er  enthält  S  singulare  Strahlennetse.*)  In  einent 
solchen  von  einem  Gewinde  getragenoi  Strahlennetse- Büschel  nennt  man 
swei  solche  Netse,  die  zu  diesen  beiden  ausgeseichneten  harmonisch  sind, 
in  Involution.  Den  Büschel  können  wir  uns  iu  Fy  eingeschnitten 
denken  durch  jeden  beliebigen  —  F^  nicht  enthaltenden  —  Büschel 
von  Gewinden  in  F^F^F^^  benutzen  wit  denjenigen  Büschel,  der  zw 
Fj  in  Involution  ist  (I,  Ni  131),  so  sind  die  4xen  seiner  Gebüsche 
in  Tj  befindlich,  und  die  Schnitte  dieser  Gebüsche  mit  F^  sind  die 
singulUren  Strahlennetze  unsties  Büschels  Zwei  in  Involution  befind- 
liche Strahlennetze  desselben  sind  demnach  m  /wei  Gewinden  dieses 
Büschels  enthalten,  die  zu  seinen  Gebüschen  humonisch,  also  selbst 
in  Involution  sind 

Durch  swei  m  Involution  befindliche  Strahlennetse  e«Jies  von  einem 
Gewinde  F,  getragenen  Stmhlmnetse  Buschds  gehen  cwei,  Gewinde,  die  m 
einander  und  su  I\  m  Involutton  sind   — 

In  ein  Strahlennets  F^F^  schneiden  die  Gewinde  mncs  Büschels  FgF^ 
die  Begelschaaren  eines  Büschels  ein:  gemeinsam  sind  allen  die  Grund- 


*)  So  mögen  Strahlennetze  mit  vereinigtün  Leitgeradon  genannt  werden. 
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geraden  des  Gebüsches  r^T^T^r^  {I,  Nr.  137  ff.).  Zwei  von  den 
Regel  seh  aaren  zerfallen  in  zwei  Strablenbflschel ,  welche  ihre  Scheitel 
in  Gegeneckeo  des  Vierseifs  der  Leitgeraden  von  Tifg  und  der  ge- 
nannten Gmndgeraden  haben.  Wir  nennen  zwei  Regelschaaren  unseres 
Büschels  in  Involution,  tvenn  sie  mu  diesmi  serfallenden  Regelschaaren 
harmonisch  sind:  ihre  Trägerflächen  sind  dann  harmomach- angeordnet 
mit  Vierseits-Schnitt.*)  Jeder  beliebige  —  den  Büschel  F^Fg  nicht 
schneidende  ~  Büschel  des  Gebüsches  F^F^r^r^  schneidet  in  daa 
Strahlennetz  F^F^  ebenfalls  unsern  Regelschaar-Biischel  ein;  einer 
von  diesen  Büscheln  befindet  sieh  zu  dem  Büschel  .TjFg  in  Invo- 
lution, der  Schnitt  nämlich  von  P,  F^Fgr^j  mit  dem  Gewindege- 
büsehe,  das  eich  auf  F^^F^  stützt.  Seine  beiden  Gebüsche  haben  ihre 
Axen  in  allen  Gewinden  von  F^F^,  also  im  Strahlennetze  F^F^.  Ein 
solches  Strahlen  gebü sehe  schneidet  aus  demselben  ein  Strahlenbüschel- 
Paar  aus;  daher  sind  die  Gewinde  dieses  Büschels,  welche  durch  zwei 
in  Involution  befindliche  Regelsehaaren  unseres  Regelschaar- Büschels 
gehen,  harmonisch  zu  den  Gebüschen  des  Büschels,  also  selbst  in  In- 
volution. 

Durch  0wei  in  InvoiuUon  befindliche  Begelschaareti  eines  von  einem 
Sirahlennetse  gekagmen  BegelscMar-Biischels  gehen  stets  zwei  Gewinde, 
welche  su  einander  und  eu  sämmtlichen  Gewinden,  die  das  Straldennets 
enthalten,  in  Involution  sind.  — 

Die  Paare  der  Geraden,  welche  eine  Begelschaar  F^F^F^  mit  den 
verschiedenen  Gewinden  eines  Büschels  F^F^  gemeinsam  hat,  hildeit  eine 
Involtition  (I,  Nr.  147).  Zwei  Paare  dieser  InvoiuUon,  die  äu  dmi  sin- 
gulären  Paaren  (mit  vereinigten  Elementen)  harmonisch  sind,  nennen 
wir  in  Involution.  Im  Gewebe  F^F^F^F^F^  giebt  es  einen  Büschel, 
der  zu  dem  Netze  riF^rj  in  Involution  ist,  der  Schnitt  mit  dem  Netze, 
das  zu  FiF^r^  in  Involution  ist;  die  Axen  seiner  Gebüsche  befinden 
sich  daher  in  der  Regelschaar  Fj^F^F^,  und  die  Gebüsche  sehneiden 
diese  in  den  sioguiären  Paaren  der  Involution,  Die  zwei  Gewinde 
dieses  Büschels,  welche  durch  zwei  in  Involution  befindliche  Paare 
oder  besser  Dupel**)  unseres  Dupel-Büschels,  wie  wir  die  von  F, /"^F^ 
getragene  Involution  auch  nennen  können,  hindurchgehen,  sind  daher 
selbst  in  Involution,  weil  sie  zu  den  Gebüschen  ihres  Büschels  har- 
monisch sind. 

Dwch  swci  in  Involution  befindliche  Dupel  eines  von  einer  Regel- 
schaar getragenen  Büschels  von  Ihnpeln  (Involution)  gehen  stets  zwei  Ge- 


*)  Mathem.  Annalen  Bd.  36  S.  478. 
**)  weil  die  beiden  Geradea  windschief  sind. 
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winde,  die  zu  einander  und  su  allen  die  Hegelsehaar  enthaltenden  Gewindelt 
in  Involution  sind. 

Uebrigens  sind  zwei  solche  Dupel  auch  harmonisch  zu  einander; 
denn  denkt  man  sich  die  Trägerfläche  mit  einer  Ebene  geschnitten,  so 
kommen  die  Spur-Pnnktepaare  der  Dupe!  auf  zwei  Gerade  zu  liegen, 
die  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  conjugirt  sind.*) 

555  Liegt  eine  Gni^pe  von  6  Gewinden  vor,  die  gegenseitig  die  Involution 

sind  (],  Nr.  175  ff.),  so  entsteht  in  jedem  von  ihnen  durch  den  ScJmitt 
mit  den  5  andern  eine  Gruppe  von  5  Strahlennetzen,  die  gegenseitig  in 
Involution  sind,  femer  in  jedem  der  15  SIs-aMennetse  eine  Gruppe  von 
4  Begelschaarert,  die  gegenseitig  in  Involution  sind,  und  in  jeder  der  30 
Begelschaaren  eine  (fruppe  von  3  Dudeln,  die  gegenseitig  in  Involuiion 
oder  harmonisch  sind  (I,  Nr,  186). 

Jedes  Gewinde  können  wir  durch  cx)''+^+^+^  Gruppen  von  5  Ge- 
winden, jede  zwei  in  Involution  befindliche  Gewinde  durch  co^+^+i 
Gruppen  von  4  Gewinden,  jede  drei  in  Involution  befindliche  Gewinde 
durch  oo^+^  Gruppen  von  3  Gewinden  zu  einer  Gruppe  von  6  Gewinden 
in  Involution  vervollständigen;  also  enthält  jedes  Gewinde  cx;^**  Gruppen 
von  5  Strahlen  netzen  in  Involution,  jedes  Strahlenuetz  oo^  Gruppen 
von  4  Regeischaaren  in  Involution  und  jede  Regelschaar  oo^  Gruppen 
von  3  Dupoln  in  Involution. 

Jedes  der  6  Gewinde  einer  Involution sgruppe  oder  sein  Nullsystem 
transformirt,  wie  wir  wissen,  alle  6  in  sich  selbst,  also  auch  die  15 
Strahlennetze  and  die  20  Regelachaaren ;  und  da  die  15  windschiefen 
Involutionen  %u  und  die  10  Polarsysteme  S^mk  (Ij  Nr.  185)  Producte 
dieser  Nullsysteme  sind,  so  gilt  auch  für  sie  das  nämliche.  So  trans- 
formirt z.  B.  von  zwei  der  10  Polarsjsteme  jedes  beide  Hegels ch aar en 
der  Basisfläche  des  andern  in  sich  selbst;  dass  sich  diese  beiden 
Flächen  in  einem  Vierseite  schneiden,  ist  leicht  zu  erkennen.**) 

Ferner,  das  Nullsystem  91^  eines  jeden  der  6  Gewinde  Di,  die 
durch  6  confocale  Congruenzen  Q^,  . . .  Q^  gehen,  führt  die  Con- 
gruenzen  in  sich  selbst  über,  und  dasselbe  gilt  für  die  zugehörigen 
%i,  %ik  {Nr.  541). 

Es  seien  g  und  g'  zwei  Strahlen  von  C/^,  die  polar  sind  in  Bezug 
auf  -T;;  folglich  gehören  sie  mit  den  beiden  Leitgeraden  von  riXh,  die 
auch  polar  sind  nach  Fi,  zu  einer  Regelschaar;  aber  diese  4  Geraden 
sind,  als  Polaren  von  g  in  Bezug  auf  !),,  D  und  die  beiden  Gebüsche 
des  Büschels,  harmonisch. 

*)  Vergl.  hierzu  Segi-e,  Sulla  geomatria  della  retta  etc.  Nr.  114. 
**)  Mathera.  Annaleii  Bd.  26  S.  480. 
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Somit  erhalten  ivir  in  dem  Gewinde,  das  durch  eine  quadratische 
Congruens  Q^  geht,  5  Strahlenndee,  die  Schnitte  mit  dm  durch  die  5  con- 
focalen  Congrumzen  gehenden  Gewinden,  —  die  Fundamental-Strahlen- 
netze  der  Qi?  — ,  welche  2u  je  eweien  in  Involution  sind  und  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  die  einem  jeden  sugekörige  windschiefe  Involution  die 
Congruenz  in  sieh  selbst  überführt.  Jedes  von  ihnm  hat  engere  Beziehung 
SM  dem  einen  Paare  verknüpfter  Begelsehaar- Seihen  der  Congraens  und 
zwar  die,  dass  jede  Begelsehaar  aus  einer  dieser  Heiken  durch  die  ge- 
nannte Involution  in  sieh  selbst  übergeht. 

In  der  That,  jede  Regelschaar  aus  einer  der  beiden  Reihen  von 
C/,  deren  Leitschaaren  die  in  /"j  befiodliche  confocale  Congruenz  C,^ 
bilden,  geht  durch  F^  in  sich  selbst  über,  während  Fi  jede  der  Leit- 
schaaren und  also  auch  jede  der  Regelsehaaren  in  sieh  selbst  über- 
führt; demnach  thut  letztei^a  auch  die  zum  Fundamental- Strahl enn et ze 
ruFi  gehörige  windschiefe  Involution  3/,;,  das  Product  der  Nullsysteme 

X  sei  ein  Punkt  der  gemeinsamen  Brennfläche  S  von  6  confocalen  556 
Congruemen  C^,  . . .  Cg^,  §  seine  Berührungsebene,  XXh,  XX,  die  zu 
C/,  Cj^  gehörigen  Doppeltangenten,  X/,,  X,  ihre  zweiten  Berührungs- 
oder Brennpunkte;  dann  sind  |  und  X,  Nullebene  und  Nullpunkt  für  Hi; 
da  Fi  und  Fi  in  Involution  sind,  so  müssen  |  und  Xu,  in  Bezug  auf  Fi 
polarisirt,  in  Nullpunkt  und  Nullebene  von  A  Obergeben;  |  geht  über 
in  Xi  und  Xh  in  die  Tangentialebene  des  zweiten  Brennpunktes  X/,; 
des  in  Xj  tangirenden  Strahls  von  Q^;  da  diese  die  Nullebene,  in  Bezug 
auf  Fl,,  von  X,-  ist,  so  ist  X;,;  der  zweite  Brennpunkt  des  zu  Q^  ge- 
hörigen in  Xi  berührenden  Strahls.  Wir  haben  die  geschlossene  Figur 
XX,X*,X,X. 

Wenn  man  also,  von  einem  Funkte  der  Brennfläche  ausgehend,  4  Strah- 
len eieht,  die  abwechselnd  m  zwei  von  den  6  Congnwnzen  gehören,  und 
swar  jede  aas  dem  zweiten  Brennputücte  der  vorangehenden,  so  kehrt  man 
mit  dem  sweiten  Brennpunkte  des  vierten  Strahles  zum  Ausgangspunkte 
zurück. 

In  X/,X/,i  scbneiden  sich  die  Tangentialebenen  der  beiden  Punkte 
Xh,  X],i  oder  die  Nullebenen  von  X  und  X;  nach  1^,  daher  ist  Xj.X/,; 
polar  zu  XX;,  XXj,  ist  zu  sieh  selbst  polar,  also  ist; 

X(Xi,  X„  X,,  X4,  X„  Xe)  A  X^  (X,  Xi„  Xj3,  Xh,  Xi„  X,J 
A  X,  (Xi„  X,  X,„  X,„  X,6,  X,,)  A  .  . . , 

womit  wir  einen  Specialfall  des  Satzes  über  die  Projeetivität  der  Tan- 
gentenbüsehel  von  0  haben  (Nr.  536).    Zwei  Gegenseiten  des  Vierseita 
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XXjXjfXt  sind  polar  in  Bezug  auf  dasjeiiige  der  beiden  Gewinde 
F/,,  Fi,  dem  sie  nicht  angehören. 

Verbindet  man  die  sweiten  SrennpunMe  der  je  sur  nämlichen  Con- 
gnims  gehörigen  Strahlen  in  den  beiden  Berührungspunkten  einer  Doppel- 
tangente von  *,  so  sind  diese  5  VeriindimgsUnieit  sämmtlick  Strahlen 
derjenigen  Congruenz,  m  der  die  Doppeltangente  gehört. 

Zidit  man,  von  X  auf  ^  ausgehend,  die  Strahlmi  von  C*^,  C,^,  und 
swar  den  zweiten  durch  den  zweiten  Brennpunkt  des  ersten,  so  gelangt 
man  in  beiden  Beihenfolgen  su  dem  nämlicken  zweiten  Brennpunkte  des 
sweiten,  X*,-,  dessen  Tangentenbüsehd  dem  von  X  in  der  Involution  %, 
entspricht,  in  der  aiich  die  Tangentenbüschel  von  X^  und  Xi  einander 
entsprechen. 

Was  Xkis:  bedeutet,  ist  nun  ersichtlich;  zu  diesem  Punkte  gelangt 
man,  von  X  ausgehend,  in  allen  6  Reihenfolgen;  sein  Tangenten- 
büsehel  entspricht  dem  von  X  im  Polarsysterae  ^a,*.  Es  erhellt 
weiter,  was  X/^m,  X/,ikimi  ■  ■  ■  bedeuten  und  dass  diese  Punkte  von 
der    Reihenfolge    unabhängig    ^nd       Da    %ima  ^^  ^'i;f .    '><'    ^^^    auch 

Man  gelangt  daher  m  demselben  Funkte,  mag  man  Ch.  C,\  d^  oder 
Cj^,  Cm^  C„^  benutzen,  oder  man  gelangt  sum  Ausgangspunkte  sitiucl, 
wenn  man  den  Zug  aus  Strahlen  aller  6  Congruenzen  herstellt,  jeden 
folgenden  aus  dem  zweiten  Btennpunhte  des  vorangehenden  ziehend 

Aus  jedem  Funkte  X  von  O  Jcönneit  wtr  deinnach  nur  G  +  15  -[-  10 
=  31  Funkte  ableiten:  6  Punkte  X^,  ...  X^,  15  Punkte  X^^  ...  X^, 
10  Punkte  X,^^  i=  X^^,  . . .,  entsprechend  den.  31  Operationen  %„  %,i, 
^Ait,  wobei  die  durch  ÖJ^,  ^sf*  sich  ergebenden  Tangentialebenen 
durch  ihre  Berührungspunkte  zu  ersetzen  sind;  die  Xj,en,  Xi^niini  sind 
mit  den  X,„„,  X„  identisch. 


Weitere  specielle  Fäll«  der  CoraplexflÜclio  und  die  l)o](peltaiigenteii- 
Congrneiizeu  iler  verschiedenen  Complexfläclien. 

r  Wir    werden    die    Complesflächen    später   als    singulare   Flächen 

specieller  Complexe  2.  Grades  erhalten;  daher  müssen  wir  noch  einige 
weitere  specielle  Lagen  des  Trägers  ins  Äuge  fassen.  Bis  jetzt  haben 
wir  die  4  Fälle  besprochen,  wo  der  Träger  der  Complexfläcbe  eine 
beliebige  Gerade  l  (Nr.  ölSff.),  ein  beliebiger  Strahl  g  des  Complexes 
(Nr.  519  £F.),  ein  beliebiger  singulärer  Strahl  (Nr.  527)  oder  ein  solcher 
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siiiguiärer  Strahl  ist,  welcher  die  sirigulä.re  Fläche  dreipuaitig  be- 
rührt (Nr.  528). 

Eine  andere  speeieüe  Lage  des  Trägers  der  Complexftäehe  ist  die, 
wo  er  in  eine  der  stationären  Ehene^i  S  fällt  oder,  dual,  durch  einen  der 
stationären  PunJcte  D  geht. 

Wenn  l  in  eine  Ebene  d  zu  Hegen  kommt,  so  gehört  diese  ganze 
Ebene  zur  Complexfläche ;  denn  die  beiden  Kanten,  in  S,  des  Complex- 
kegels  aus  einem  beliebigen  Punkte  von  S  fallen  ip  den  Strahl  nach 
dem  Punkte  E  zusammen,  in  den  sich  die  Punkte  des  Punkfcepaars 
{S)  vereinigt  haben;  also  berührt  der  Kegel  die  Gerade  Z;  die  Com- 
plexöäche  von  l  ist  aber  (Nr.  513)  der  Ort  der  Punkte,  deren  Com- 
plexkegel  von  l  berührt  werden.  Von  den  4  Ebenen  (3;,  den  Tan- 
gentialebenen aus  l  an  0,  haben  sich  zwei  mit  der  Doppel-Berührungs- 
ebene d  vereinigt;  nehmen  wir  an,  ß^,  ß^.  Die  4  Doppelpunkte  B^',Bj^'; 
jB^',  jßg"  von  ^1,  ^a  verbleiben  als  solche  dem  ßest-Bestandtheile  der 
(i),  einer  cubisehen  Fläche. 

Wenn  also  der  Träger  l  einer  Com^lexfläclte  (l)  in  einer  der  statio- 
nären Ebenen  d  des  Complexes  liegt,  so  verfällt  (l)  in  die  Ebene  3  und 
eine  mhische  Fläche  mit  4  Enotenpunlden. 

Zwei  von  den  torsalen  Verbindungslinien  derselben  haben  wir 
schon  in  £/£/'  =  &,,  B^JB^'^\. 

In  jeden  der  Schnitte  der  l  mit  dem  Kegelschnitte  [tf]  fallen 
zwei  von  den  4  Punkten  Ai  Kusaramen,  es  vereinigen  sich  auch  die 
betreffenden  Ebenenpaare;  und  in  ihnen  werden  dann  solche  Ebenen 
zusammenfallen,  welche  durch  dieselben  zwei  der  obigen  Knotenpunkte 
gehen,  also  nach  Tabelle  [a,  J5]  in  Nr.  516: 


und  daher  auch  ^4^  mit  A^^,  A^  mit  A^. 

Der  Kegel  (^,)  muss  auch  d  in  zwei  in  A^E  zusammengefallenen 
Geraden  schneiden,  also  sind  k/,  «,"  (oder  «3",  «g')  die  beiden  weiteren 
B er ührungs ebenen  aus  A^E  a;n.  9  oder  an  den  Kegel  4.  Klasse  aus 
B,  den  wir  in  Nr.  534  besprochen  haben;  ebenso  ctg',  %"  (oder  ß/,  ß/') 
die  aus  A^E.  Diese  4  Ebenen,  conische  Berührungsebenen  der  vollen 
Complexfläche,  gehen  durch  die  4  übrigen  Kauten  des  Knotenpunkts- 
Tetraeders  der  cubischen  Fiäche:  B/'S^',  B^B^',  B^'B^',  B^'B^'; 
also  berühren  sie  längs  derselben  diese  Fläche.  Zur  vollen  „Eerührungs"- 
Curve  2.  Ordnung  werden  diese  Geraden  ergänzt  durch  Doppelgerade 
der  G  es  am  ratfläche,  Gerade,  die  zu  beiden  Theilen  gehören,  also  durch 
die  in  §  gelegenen  Geraden  Aj^E,  A^E,  welche  in  je  zwei  von  den 
4  Ebenen  liegen ;    demnach   liegen  dieselben  auch   auf  der  cubischen 
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Fläche;  die  dritte  Gerade  derselben  in  S  ist  der  Träger  l,  3,0,  er  doch 
doppelte  Gerade  der  Complexfiädie  ist  und  überdies  auch  in  ihm  die 
beiden  andern  Ebenen  ß,,  ß^  sich  schneiden,  welche  längs  des  dritten 
Paars  von  Gegenkantea  ftj,  h^  des  erwähnten  Tetraeders  die  cubische 
Fläche  tangiren.*) 

Die  Ehme  ä,  welclte  mit  der  cuhiscken  Fläche  die  Complexfläehe 
^usammensetgt,  ist  deren  einsige  dreifache  Serührtingsebme :  die  Ebene 
dwch  ihre  drei  unärett  Geraden,  von  denen  bekanntlich  jede  zwei 
Gegenkanten  des  Tetraeders  der  4  Knotenpunkte  und  der  6  quater- 
näien  Geraden  tiifft,  und  diese  Geraden  sind  der  Träger  l  und  die 
Geraden  loni  Puidule  E  der  JShene  d  nach  den  Schnitten  von  l  mit  dem 


558  Wenn  ahet   l  ein   "strahl  des  Bii&chels  (E,  d)  und  damit  an  singu- 

lärer  Shnhl  s  istj  so  fiUt  A^  in  E,  A^  in  den  zugehörigen  singulären 
Punkt  S,  j3i,  /3a  weiden  mit  Kj',  a"  identisch  und  je  der  eine  Punkt 
Bi  ,  Bi  kommt  m  8  zu  liegen.  Es  Ueihen  nur  noch  B,',  B^'  oder 
einfacher  B,,  B^  —  womit  die  Bezeichnung  wiederum  mit  der  in 
Uebereinstiramung  kommt,  welche  für  einen  Strahl  des  Complexes  als 
Träger  der  Complexfläehe  benutzt  wurde  —  als  conische  Knotenpunkte 
der  ad>isch£ii  Fläche.  Von  den  Ebenen  a^',  Kj",  die  zu  E  gehören, 
isAlt  eine,  a^",  in  iJ;  die  andere  —  nun  einfacher  a^  —  sehneidet  S 
in  der  Taugente  sj  von  [ä]  in  E,  in  welche  ja  EA^  übergegangen  ist. 
Ton  deit  drei  unären  Geraden  des  vorigen  Falls  haben  sich  swei  in  s 
vereinigt,  nämlich  EA^  miti^s,  die  dritte  ist  ss.  Die  cubische 
Fläche  wird  längs  SB^,  SB^  oder  6„  b^  von  ß^,  /S^,  längs  s  von  S  und 
längs  B,Bs  von  der  Ebene  «3  des  zweiten  Strahlenbüschels  aus  E 
tangirt;  in  ß,,  ß^  ist  s,  in  Ö  und  «g  ist  ss  die  dritte  Gerade. 

Der  Punkt  S,  in  dm  moei  Knotenpunkte  msammengerückt  sind, 
ist  ein  biplanarer  Knotenpunkt  und  gwar,  wegen  dieser  Vereinigung,  ein 
solcher,  welcher  die  Klasse  um  4  verkleinert,  so  dasa  sie,  seinetwegen 
und  wegen  der  beiden  gemeinen  Knotenpunkte  Sj^,  B^,  wie  nothwendig, 
4  ist.  Die  beiden  ihm  zugehörigen  Ebenen  sind  ß^,  ß^,  denn  jeder 
Strahl  von  (S,  ß^)  oder  {S,  ß^)  trifft  die  cubische  Flache  nur  in  S; 
der  Träger  s  der  Complexfläehe  ist  die  Kante  des  biplanaren  Punktes. 
Sie  ist  senär,  da  mit  der  bisherigen  quaternären  Knotenpunkts- Ver- 
bindungslinie sich  noch  zwei  unäre  Geraden  der  Fläche  vereinigt  haben; 
SBi,  SBg,   in    welche   je   zwei   solche  Verbindungslini 


*)  Vergl.  X.  B.  meine  Synthetischen  ünterznchnngen  über  die  Fläehcn  3.  Ord- 
nung (Leipzig  18Ö7)  Nr.  123. 
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gefallen  sind,  sind  sogar  octonär;  BiB^  ist  nach  wie  vor  quaternär, 
und  Sä  allein  ist  unär.  Wir  haben  es  mit  der  cubiselien  Fläche  zu 
tliun,  welclie  in  Caylej's*)  ßeibeiifolge  die  18'"  ist. 

Eilte  7ioch  weitere  SpectaUtät  Imhen  wir,  tvenn  s  in  sj  fallt,  dm  5ö9 
singulären  Strahl  dritter  Ordnung  im  Büschel  (E,  d)  singulärer  Strahlen. 
Dann  vereinigt  sieh  noch  S  mit  E,  ß^  mit  $,  B^  mit  S.  Dieser  PunJet 
S^  E  wird  ein  hiplanarer  Knotmpunlct,  der  die  Klasse  um  6  vermindert, 
ausser  ihm  ist  nur  der  gemeine  Knotenpunid  B^  vorhanden.  Wie  haben 
nun  nur  noch  die  Kante  sj,  welche  6  -J-  1  -f-  8  Gerade  der  allgemeinen 
cubischen  Fläche  repräsentirt,  da  in  ihr  sich  s,  sj  und  SB^  vereinigt 
habeu,  und  die  Gerade  EBj^^E  SBj^,  in  der  nunmehr  3  Verbindungs- 
linien von  Knotenpunkten  zusammengefallen  sind  und  die  also  12  Ge- 
rade vertritt.  Die  Ebenen  des  biplanaren  Punktes  sind  d  und  ßi;  jene 
osculirt  längs  sj,  diese  tangirt  iängs  EB^.  Es  handelt  sich  um  die 
Fläche,  welche  bei  Cayley  die  19*^  ist  (a.a.O.  S.  318). 

Dual  liegen  die  Verhältnisse^  wenn  der  Träger  der  Complexfläche 
ein  beliebiger  Strahl  durch  einen  Punkt  S  oder  im  Büschel  {D,  s)  oder 
der  ausgezeichnete  Strahl  Sd  ist.  Im  ersten  Falle  setzt  sich  die  Com- 
plexfläche aus  dem  Bündel  D  und  einer  Steiner'schea  Fläche  zusammen, 
deren  dreifacher  Punkt  D  ist;  u.  s.  f. 

Für  den  allgemeinen  Fall,  wo  der  Träger  eine  beliebige  Gerade  l  560 
ist  und  für  die  Complexfläche  eine  Doppelgerade  wird  und  diese  ausser- 
lialb  noch  8  conische  Knotenpunkte  und  8  conische  Doppel-Berührungs- 
ebenen hat,  ist  sciiou  in  II,  Nr.  419  gefunden,  dass  die  Doppeltangenten- 
Congrueng  der  Com^lexfiäche  aiis  4  Congruensen  3.  Grades  C,*,  ...  C/ 
besteht;  aber  wir  haben  dem  dort  Erhaltenen  doch  noch  einiges  zu- 
zufügen. 

Auch  die  Fläche  führt  zu  einer  Correspondenz  [2,  2]  zwischen 
den  Punkten  und  den  Ebenen  der  Doppelgeraden  l,  in  welcher  jedem 
Punkte  derselben  die  beiden  in  ihm  tangirenden  Ebenen,  jeder  Ebene 
ihre  beiden  Berührungspunkte  entsprechen. 

Die  Cuspidalpunkte  Ai,  . . .  A^  und  die  Cnspidalebenon  ß^,  . . .  ß^ 
der  Fläche,  welche,  wie  wir  wissen,  die  Verzweigungselemeate  dar 
durch  den  Oomplex  auf  l  veranlassten  Correspondenz  [2,  2]j  sind,  sind 
auch  diejenigen  unserer  jetzigen  Correspondenz;  sie  erfüllen  die  Pro- 
jeetivität: 
A,A,A^A,  A  ßJ'Jaßi- 

*)  A  Memoir  on  Cubic  Surfaces,  Pliilosopliieal  Tranaactions  für  1869  Part  I 
S.  231,  mab    S   317 
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Jede  Gerade,  die  durch  einen  Ouapidalpnnkfc  geht,  berührt  be- 
kanntlich (II,  Nr.  405)  in  ihm  die  Fläche;  liegt  sie  ausserdem  noch 
in  einer  Cuspidalehene,  so  tangirt  sie  auf  deren  torsaler  Geraden  zum 
zweiten  Male,  und  so  erhalten  wir  16  Strahlenbüschel  von  Boppeltan- 
gmten  der  Fläche,  welche  alle  durch  die  Doppelgerade  l  gehen.  Sie  ver- 
theiJen  sich  zu  je  vieren  auf  die  4  Congruenzen  C;^,  und  da  wegen  des 
je  durchgehenden  Gewindes  die  Scheitel  der  4  Büschel  und  ihre 
Ebenen  als  Nullpunkte  und  Nullehenen  zwei  projective  Würfe  bilden, 
so  führen  die  4  Formen',  in  denen  die  obige  Projectivität  geschrieben 
werden  bann,  zur  Art  der  Vertheilung  der  16  Büschel. 

(A,h),(A,ß.),(A„P,),{Ä„ß:r, 

{A,l).),(A,ßd,(A,ß.),(A,ß,); 
(/|„A),  (A,ft),  (A,«,  (A,A); 
V--(.A,ß,)AA,  ß,),  iA,ß.),  (A.ß,)- 

Damit  ist  die  Doppelgerade  als  DoppelstraM  aller  4  Congruenzm 
nachgewiesen,  was  ich  versäumt  Labe,  im  zweiten  Bande  zu  thun. 

Denn  ein  Strahl  ist  Doppelstrahl  einer  Congruetts  3.  Grades,  wenn 
er  SU  4  Slrahleitbüscheln  derselben  gehört.  Die  Kegelfläche  4.  Grades 
nämlich,  die  er  aus  der  Congruenz  ausscheidet,  setzt  sich  aus  diesen 
4  Büscheln  zusammen;  also  kann  von  einem  beliebigen  Punkte  des 
Strahls  nicht  noch  ein  zweiter  von  'ihm  verschiedener  Congruenzstrahl 
ausgehen  und  ebenso  in  einer  beliebigen  Ebene  durch  ihn  nicht  noch 
ein  zweiter  gelegen  sein. 

Die  beiden  übrigen  Boppeltemgmten-  Congruenzen  der  allgemeinen 
Kummer'schen  Fläche  haben  sich  hier  v&-einigt  in  der  Congruenz  3.  Grades 
O  der  Tangenten  der  Fläche,  welche  sich  auf  die  Doppelgerade  l  stützen, 
bei  denen  dieser  zweifache  Schnitt  an  Stelle  der  zweiten  Berührung 
getreten  ist,  Sie  ist  der  Ort  der  Tangenten  der  Kegelschnitte  der 
Fläche  in  den  Ebenen  durch  die  Doppelgerade  oder  der  Kanten  der 
BerfJhrungskegel  aus  den  Punkten  derselben  oder,  womit  beides  gesagt 
wird,  die  Congruenz  2.  Grades  mit  l  als  singul'ärer  Linie,  durch  die 
alle  Oomplexe  2.  Grades  gehen,  für  welche  die  Fläche  die  zu  l  ge- 
hörige Oomplexfläche  ist. 

Nach  der  allgemeinen  Eigenschaft  der  Kummer'schen  Fläche 
(Nr,  536)  sind  die  Büschel  der  Tangenten  eines  jeden  Punktes  X  unsrer 
Fläche,  welche  begw.  zu  Cj*,  . . .  C/,  C^  gehören,  unter  einander  projectiv. 
Fällt  X  auf  eine  der  torsalen  Geraden,  etwa  auf  \,  so  gehen  die  zu 
den  4  ersten  Congruenzen  geh&rigen  Tangenten  nach  den  Cuspidal- 
punkten  Ä-^,  ...  A^,  die  zu  C  gehörige  ist  die  torsale  Gerade  selber. 
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Liegt  ferner  X  z.  B,  auf  der  BeriihrungBcurve   der  Doppelebeiie   «,", 
so  lehrt  die  Betrachtung  von  Nr,  516,  nach  welcher: 

x(_ß/,  B,",  b;\  Bi')  A  a,{b;,  b;',  b^',  bi') 

dass   die  nach    JJ^',  B^'i  ^s">  ^l'    gehenden   Tangenten   zu    C,^,   ,  . . 
gehören,  während  die  nach  A^  gehende  in  C^  sieh  befindet. 

Eine  Congrumz  3.  Grades  mit  einem  DoppelstraMe  hat  (II,  Nr.  407) 
ein  Paar  verknüpfter  Regelach  aar -Reihen,  deren  säinmtiiche  Regel- 
schaaren  durch  ihn  gehen:  sie  sind  binär,  d.  h.  vertreten,  zwei  Paare 
der  allgemeinen  Congruenz;  es  bleiben  demnach  noch  3  Paare  unärer 
Reihen.  TJeber  diese  Reihen  möchte  ich  hier  noch  eine  Bemerkung 
nachholen,  wobei  ich  mich  der  a.  a.  0.  angewandten  Bezeichnung  be- 
dienen will.  Die  binären  Reihen  gehen  bezw.  durch  die  Gruppen  as- 
sociirter  Punkte  II  (Tabelle  in  Bd.  II,  Nr.  368),  die  wegen  der  binären 
Punkte  11  =  23,  14  =  56,  15 -- 46,  16=5  45  mit  den  III  identisch 
geworden  sind.  Die  Strahlenbüschel-Paare  der  oberen  Reihe  haben 
zu  Scheiteln : 

13,11  =  23;     14  =  56,24;     15  =  46,25;     16=45,26 
(die  Punkte  der  unteren  Gruppe).  Also  enthält  jedes  ¥on  den  4  Strahlen- 
büschel-Paaren einer  binären   Regeis ch aar- Reihe  einen   von  den  4  bi- 
nären Büscheln. 

In  einer  unaren  Reihe  —  wir  wählen  die,  welche  durch  die  obere 
Gruppe  von  IV  in  der  genannten  Tabelle  geht  —  haben  die  Biischel- 
paare,  von  denen  das  dritte  und  vierte  sieh  vereinigt  haben,  die 
Scheitel : 

12,  24;     13,  34;     15  =  46,  45  =  16. 

Dies  binäre  Paar  besteht  also  aus  zwei  binären  Büscheln;  und 
die  drei  Arten,  wie  man  die  vier  binären  Büschel  in  zwei  Paare  zer- 
legen kann,  vertheilen  sich  auf  die  drei  unären  Paare  verknüpfter 
Regelsehaar-Eeihen. 

Während  in  den  binären  Betkeit  alle  Kegelschaaren  durch  den  Doppel- 
strahl  gehen,  giebt  es  in  den  6  unären  je  nur  eine  Begelschaar,  die  ihn 
enthält:  das  hinäre  Büschelpaar,  von  dem  heide  Büschel  du/rch  ihn  gehen. 

Eine  Regelschaar  aus  einer  von  diesen  Reiben  trifft  keinen  der 
beiden  Büschel  des  binären  Paars  der  eigenen  Reihe,  folglieh  beide 
anderen  binären  Büschel,  da  sie  das  Paar  der  verknüpften  Reihe  bilden. 
Ist  daher  eine  Regelschaar  aus  einer  dieser  unären  Reihen  gegen  einen 
der  4  binären  Büschel  windschief,  so  gehört  derselbe  zu  dem  binären 
Paare  aus  der  nämlichen  Reihe. 
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Die  tmären  Büschel  haben  zu  Scheiteln; 

12,  23;     24,  34;     25,  35;     26,  36; 

sie  zerfallen  alao  m  4  Bv^el  von  zwn  windschiefen  Büscheln,  welche 
ieide  je  von  etnein  binären  Büschel  gesdmiUen  werden. 

JEiH  unarej  Büschel  wird  von  einem  binären  und  drei  unären 
Büscheln  geschnitten,  derartig,  dass  er  und  diese  3  unären  Büschel  je 
einen  der  4  Unären  schmeidm. 

öGl  Die  Complexfläche  (ß),  für  welche  als  Träger  ein  beliebiger  Strahl  g 

des  Complexes  genommen  ist,  hat  diesen  zur  cuspiduk-n  Geraden  und 
ausserhalb  nur  noch  4  eonisehe  Doppelpunlite  und  4  coiüäche  Doppel- 
Beiührungsebeuen.  Sie  besitzt  hlos  3  Congruenzen  C|^  C^^,  d^  von 
Doppeltangmten;  denn  bei  einer  Curve  4.  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkte und  einem  Rückkehrpunkte  —  dem  Schnitte  einer  Berührung'!- 
ebene  —  gehen  von  dem  ersteren  nur  3  anderwärts  beiübrende  Tan- 
genten aus.  Zu  ihnen  tritt  O,  die  Congruenz  der  Tangenten  der  Fläche 
(ß),  welche  der  otspidafc«  Geraden  g  begegnen:  sie  hat  eine  von  den  4 
Doppeltangenten- Congniensen  des  vorigen  Falles  in  sich  aufgenommen  und 
repräsmtUrt  nun  3  von  den  6  Congrueneen  der  (ülgemeinen  Kummer'scfien 
Fläche. 

Legt  man  den  Scheitel  X  eines  Tangentenböschels  auf  die  tor- 
sale  Gerade  b^,  so  gelien  die  zu  Q^,  C/,  Q^  gehörigen  Tangenten 
nach  A^,  A^,  A^,  die  zu  C^  gehörige  ist  h^  und  geht  nach  A^,  der  ja 
jetat  auf  6,  liegt. 

Die  Vettheilung  der  16  Büschel  (A;,  ßt)  auf  die  4  Congruenzen 
ist  offenbar  so,  dass  die  Büschel  der  ersten  Reihe  in  der  Tabelle  der 
vorigen  Nummer  zu  O  gehören,  die  der  drei  andern  zu  den  eigent- 
lichen Doppeltangenten- Congruenzen.  Für  diese  ist  die  cuspidale 
Gerade  g  Doppelstrahl,  für  jene  aber  singulare  oder  Leitlinie  und 
Doppel  strahl. 

562  Im  dritten  Falle,   wo   der  Träger  der  Complexfiäche  ein  singulare^- 

Strahl  s  des  Complexes  ist,  hat  jeder  ebene  Schnitt  der  {s),  wegen  des 
Selbstberührungs-Punktes  auf  dieser  ausgezeichneten  Geraden,  8  Doppel- 
tangenten, von  denen  zwei  in  die  conisehen  Üoppel-Beriihrungs ebenen 
fallen  und  zwei  in  die  Tangente  jenes  Punktes  sich  vereinigt  haben; 
wir  gelangen  daher  nur  zu  2  Doppeltangenten-Congrtienzen  2.  Grades 
Cy,  Q^;  man  findet  ja  auch  in  jeder  Tangentialebene  aus  dem  Be- 
rührungspunkte nur  2  nochmals  berührende  Tangenten. 

Von  einem  Punkte  der  \  (oder  b^  geht  die  eiue  Doppeltangente 
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lind  die  Doppeltangeuten-Congiuenzen  der  vevscliie denen  Complexfiachi^D.     69 

nacli  Ä^,  die  andere  nach  Ä^;  derartig  aber,  daes  bei  b^  die  nach  A^ 
(oder  Ä^)  gehende  Kur  anderen  Congruenz  gehört  als  bei  \. 

Die  Congnieng  O  der  s  brejfenden  Tangenten  der  Fläche  reprasentirt 
jetzt  4  von  den  ß  Congruenzen  der  allgemeinen  Kummer' sehen  Fläcfie. 

Im  nächsten  Falle,  wo  s  eine  drei^tinktige  Tcmgente  von  0  ist,  hat 
I  C  noch  eine  von  den  ieiden  C^*,  C^^  des  vorige)i  Falles 
Das  zeigt  sich  daran,  dass  von  den  bei(5en  in 
einem  Puntte  von  5,  berührenden  Doppeltangenten  die  nach  Ä^ 
gehende,  weil  dieser  Punkt  sich  auch  noch  mit  S  yereinigt  hat,  in  die 
l}^  gefallen  ist. 

Die  weitere  Specialisiruüg  unsrer  Fläche  besteht  darin,  dass,  wäh- 
rend im  vorigen  Falle  die  Singularität,  die  wir  in  jedem  ebenen  Schnitte 
au  der  Selbstberührungs- Stelle  haben,  2  Doppelpunkte  und  2  Doppel- 
tangenten  repräsentirt,  sie  jetzt  einen  Doppelpunkt,  einen  ßückkehr- 
punkt,  eine  Doppel-  und  eine  Wendetangeote  in  sieh  vereinigt;  die 
Klasse  des  Schnitts  ist  daher  7,  und  er  bat  4  Doppeltangenten:  eine 
in  der  einzigen  conischen  Doppel -Berfihrungsebene  ß^,  eine  an  der 
Selbstberührungs- Stelle  (die  andere  ist,  wie  gesagt,  Wendetangente) 
und  zwei,  die  zu  der  einzigen  Doppelt angenten-Congruenz  gehören; 
ebenso  kommt  in  einer  Tangentialebene  vom  Berührungspunkte  nur 
eine  anderwärts  berührende  Tangente. 

Wenn  weiter  der  Träger  der  Complcxfläche  ein  Strahl  l  einer  da-  563 
tionären  Ebene  S  ist,  so  gieht  es  überhaupt  Iceine  DoppeUangenteit-Con- 
gruene  meA)-,  denn  bei  einer  eubiscben  Fläche  sind  sie  nicht  möglich. 
Die  6  Congrnmeen  des  allgemeineit  Falles  haben  sich  su  je  sweien  ver- 
einigt in  die  Congruengen,  2.  Grades  der  Tangenten  der  cubiscken  Fläche, 
welche  auf  ihre  unäreti  Geraden,  die  Doppelgeraäen  der  vollständigen 
Complexfläche  sich  stüfgen.  Es  sind  dies  die  Congruenzen  2.  Ordnung, 
von  denen  in  II,  Nr.  489  am  Anfange  gesprochen  wurde;  die  Klasse  4, 
die  dort  erhalten  wurde,  ist  auf  2  herabgesunken,  weil  durch  jede  von 
diesen  Gferaden  2  die  Flache  torsal  berührende  Ebenen  gehen,  deren 
Strahlenfelder  sich  ablösen. 

Von  diesen  3  Congruenzm  haben  sieh  im  nächsten  Fall,  wo  s  dem 
Büsdiel  (E,  d)  angehört,  zwei  wiederum  vereinigt:  in  di^enige,  deren  Ge- 
rade sieh  auf  s  stütem,  und  im  letstm  Falle,  wo  der  Träger  in  ss  ge- 
legt ist,  sind  in  die  Congruens  der  Tangenteti,  mlche  diesen  singulären 
Strahl  dritter  Ordnung  ia-effen,  sogar  alle  drei  msammengefallen.'^ 

*)  Streng  genommen  ist  nOcU  ein  weiterer  Specialfall  der  Complesfläche  zu 
erwähnen,  und  zwai  vor  den  im  Torangehenden  Absclinilte  besprochenen  Fällen, 
in  denen  sie  zeriUllt,  nämlich  der,  wo  sie  neben  dorn  doppelten  Träger  noch  eine 
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70  Straliltn  mit  cjklischen  CorresponJenaeii. 

Strahlen  mit  cyklisclien  Correspoiideuzeii. 

564  Anch  bei  der  Congruenz   2.  Grades   hat  uns  der  Fall  iiiteressirt, 

wo  die  beiden  involutorischeii  Correspondeiizen,  die. auf  einer  Geraden 
und  um  sie  hervorgerufen  werden,  cyklisch  vom  2.  Grade  Bind  (IT, 
Nr.  378  und  380  Eode,  sowie  I,  Nr.  29);  wir  fanden  da  einen  Com- 
plex  6.  Grades,  der  durch  die  Strahlen  gebildet  wird,  bei  denen  dies 
eintritt. 

Ganz  Analoges  tritt  beim  Complex  2.  Grades  ein. 

Wenn  einmal  die  heiden  Punkte,  weiche  in  der  avf  einer  Geraden 
durch  den  Complex  F^  hervorgerufenen  involutorischen  Ccnrespondens  [2]p 
einem  Punkte  entsprechen,  mich  einem  sweiten  Punkte  corre^ondiren,  so 
geschieht  dies  ditrchweg  (I,  Nr.  27).  Dann  treffen  hei  einer  solchen  Ge- 
raden, die  mr  h  nennen  wollen,  die  beiden  Complexcurven  in  Ebenen 
durch  h,  die  durch  einen  Punkt  der  h  gehen,  dieselbe  zum  zweiten  Male 
in  dem  nämlichen  Ftmkte  und  ewar  durchweg.  Wir  haben  dann  auf  h 
eine  Involution  von  Punkten  XjX^  als  Ausartung  der  involutorischen 
Correspondems  [2]p,  eigentlich  eine  Doppel-Involution,  indem  jedem  der 
beiden  Punkte  eines  Paars  zwei  im  andern  vereinigte  correspondiren, 
uod  jedem  solchen  Paare  ist  ein  Paar  von  Ebenen  ^,  %  durch  h  zu- 
geordnet, derartig,  dass  die  Curven  (^,)  und  (l^)  durch  Xj  und  Xg 
gehen  und  also  die  Kegel  (X,)  und  (Xg)  von  %^  und  §j  berührt  werden. 
Die  involutorische  Correspondeng  [2]e  ist  daher  gleichfalls  eine  Doppel- 
Involution;  und  die  Correspondenz  [2,  2];  ist  Projectivität  zwischen  diesen 
heiden  Involutionen:  dem  X,,    wie  dem  X^  entsprechen  i,^  uud  Ig. 

Es  sei  öl  eine  durch  h  gehende  singulare  Ebene  mit  dem  singu- 
lären  Strahl  s,,  also  sind  die  beiden  Schnitte  von  (e^)  mit  h  in  s.Ji 
zusammengerückt;  dasselbe  muss  in  '  der  gepaarten  Ebene  geschehen, 
und  da  Berührung  nicht  eintreten  kann,  weil  h  im  allgemeinen  dem 
r^  nicht  angehört,  so  ist  auch  die  gepaarte  Ebene  singulär  und  ihr 
singuiärer  Strahl  trifft  h  in  demselben  Punkte. 

Von  den  4  simgulären  Ebenen,  die  durch  einffix  solchen  Strahl  h 
gehen,  haben  die  zugehörigen  singulören  Strahlen  die  Eigejtschaft,  dass 


zweite  ihn  schneidende  Doppelgerade  hat;  ihm  ordnen  sich  dann  wiederum  die 
heiden  weiteren  Specialfälle  unter,  dasa  eine  oder  heide  Doppelgeraden  euspidal 
werden.  Ich  glaubte  ursprünglich,  dass  diese  Comp  lex  flächen  nur  bei  Complesen 
mit  einem  Doppelatrahle  anftretan  können,  habe  mich  aber  später  überzeugt,  dass 
sie  auch  schon  beim  allgemeinen  Complese  vorkommen,  nämlicli  wenn  der  Träger 
die  singulare  Fläche  berührt.  Ich  feonnte  aber  die  Besprechung  dieser  Fälle  in 
den  vorangehenden  Abschnitt  nicht  mehr  einschalten;  sie  wird  in  dem  zweiten 
Theile  dieses  Bandes,  in  dem  die  Complese  mit  Doppelatrahlen  behandelt  werden, 
in  Nr.  778  nachgeholt,  dort,  wo  icli  diese  Flächen  als  singulare  Flächen  brauche. 
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ewetmal  sum  sich  auf  h  scimeiäm  und  ebenso  gehen  lon  den  singu 
Imen  Strahlen,  die  su  den  auf  h  gehgmen  smgidaren  Puniten  gehoten, 
zweimal  swet  Vetbmdwngsebenen  durch  h 

Damit  ist  eikannt,  diss  in  d&  Ebenemnvolwtton  die  4  singidaren 
Hhiien  duich  li  2  Paare  htlden,  ihre  singulmen  Stiählen  die  Doppel 
punkte  det  PimMmioluiim  einschneiden,  m  diesem  Invohihmi  abei  die 
singiüaren  PUnlle  auf  h  ä  Paaie  bilden  und  ihe  sinqulann  Shählen 
m  den  Doppelebenen  jener  Inioltitioi%  hegen 

Divtch  jedfn  Punlf  gehen  dahci  6  Gerade  h  fm  deren  Putiktmio 
lulionen  er  da  ane  Doppelpunkt  ist  namhch  die  &chnittlinien  der  6 
singularen  Ebenen,  die  zu  den  von  ibm  ausgehenden  singuUien  Stiah 
len  gehören 

Fernm  in  ji>de^  Ebene  hegen  6  Gerade  h  fw  deren  Ebcneninvolu 
fionen  sie  die  eine  Doppekbene  Jsf  iid,mlieh  die  Vei  bindungalmiea  dei 
b  aingulaien  Punl  te,  die  zu  den  m  ihr  befindhcheii  smguhien  '^tiahlen 
j,ehoi'eu 

D  e  Pdlate  h  eines  Sttahlt,  h  mus?  sowohl  die  4  smgulareu  Strih 
len  tieften  die  zu  den  4  srnguUren  Punkten  auf  h  gehoien  aK  auch 
die  die  zu  den  sing  daren  Ebenen  duich  h  gehoien  Folglich  ist  sie 
soHohl  div  Ve^hndiingshme  de/  Sdimitpurikte  det  Paaie  da  e}'^>ew,  als 
auch  die  Scluutthme  de)    Yabmdui g'^ebenai  det  PaaJC  det  let  iaen 

In  der  zu  emei  bphebigen  (ipraden  (  ^e\  ri^en  invoUtoii  clien  ,' 
(  oTiespondeuz  [2]?  sind  die  Schnitte  mit  den  singuUreu  btialilen  in 
den  Ml  gularen  Ebenen  duich  1  die  Oomudenzpunkte  (Nr  514)  Be 
wegt  sich  l  durch  einen  Strahlenbüschel  (0,  o),  so  beschreiben  diese 
Punkte  eine  Curve  8.  Ordnung,  für  welche  0,  wegen  der  4  durch  ihn 
gehenden  singulären  Straiilen,  vierfach  ist.  Im  Büschel  giebt  es  12 
Tangenten  der  Fläche  ^;  bei  jeder  fallen  2  von  den  4  singulären 
Ebenen  (Berührungsebenen  der  $)  zusammen,  also  auf  ihr  2  vou  den 
vier  erzeugenden  Punkten;  diese  Geraden  sind  also  Tan^fenten  unserer 
Curve,  und  sie  erhält  aus  0  12  +  2.4  Tangenten  und  ist  20.  Klasse; 
ausser  dem  vierfachen  Punkte  hat  sie  daher  noch  12  Doppelpunkte. 
Ein  Strahl  von  (0,  ra)  nach  einem  dieser  Doppelpunkte  hat  demnach 
die  Eigenschaft,  von  den  singulären  Strahlen  zweier  singulären  Ebenen 
durch  ihn  in  demselben  Punkte,  dem  Doppelpunkte,  getroffen  zu  wer- 
den; folglich  ist  er  ein  Strahl  h,  und  weil  die  singulären  Strahlen  in 
den  beiden  andern  durch  ihn  gehenden  singulären  Ebenen  ihn  auch 
in  demselben  Punkte  treffen  müssen,  so  geht  er  noch  durch  einen 
zweiten  Doppelpunkt.  Wir  haben  also  im  Büschel  (0,  o)  6  Strah- 
len li. 
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72  Strahlen  mit  ejkliselien  CorreBpondoiiKen. 

Zti  jedem  Comflexe  Z.  Grades  gehört  ein  Comjüex  6.  Grades,*)  Er 
wird  durch  die  Strahlen  h  von  folgender  Beschaffenheit  gebildet: 

Dwrch  die  zwei  Punlcte,  in  denen  h  von  der  Complexcurve  in  irgend 
einer  Ebene  durch  ihn  geschniUen  wird,  geht  immer  noch  eine  zweite  der- 
artige Gurve.  Die  beiden  Beruhrtmgsebene}^  aus  h  an  den  Complesckegel 
aus  irgend  einem  Funkte  auf  ihm  tangiren  noch  einest  sweiten  derartigen 
Kegel. 

Die  Spitzen  zweier  Kegel  des  zweiten  Satzes  sind  zwei  Schöitt- 
punkte  des  ersten  Satzes. 

Die  Ebenen  zweier  Curven  des  ersten  Satzes  sind  zwei  Berülirutigs- 
ebenen  des  zweiten  Sat/es. 

Ich  überlasse  dem  Leser  den  Beweis,  dasa  heim  tetraedralen  Comr 
plcxe  dieser  Complex  6.  Grades  in  3  tetraedrale  Oomplese  zerfällt,  die 
zu  demselben  Tetraeder  AB  CD  gehören,  wie  der  gegebene. 

Wenn  für  dessen  Strahlen  gilt: 

g(Ä,B,C,D)^?i, 
so  sind  die  diei  neuen  Complcxe  bü'itiinmt  dimh 


■*■)  lüdenn  'iiüh  ein  Compiet  von  Geradin  fi  eigi^ht,  atellt  iich.  im  vorliegen- 
den Falle  das  Ausaiten  dPi  involuton^clien  Coirespondenz  [2]  lu  eine  Doppel- 
Involution  als  eine  emfaihe  Bedingung  hecaua  Im  allgemeinen  itt  das  nicht  dei- 
Fall,  denn  emp  gegebene  Geiitle  IrHgt  oo"  mvolütoriaohe  Coi reepondenzun  [3] 
und  nur  oo'  Involutionen,  aho  handelt  es  sich  um  eine  dieifarhe  Bedingung,  und 
in  der  That,  d^mit 

a_^i^c,'  +  au-r^,{^^r,)  +  a  „{r+  t^/I  +  «„aj,  +«„(>  -|-  ^O  +  öoo  =  0 

identisoh  wird,  müssen: 

erfüllt  werden. 

In  uneerm  Falle  aber  sind  die  beiden,  involutori sehen.  Congcnenzen  [3]p  und 
[2]£  so  mit  [2,3],  vetbutiden,  daw  jene  Doppel  Involutionen  werden,  wenn  diese 
in  eine  Projeetivit&t  zweier  Involutionen  übergeht,  und  deshalb  wird,  weil  letzteres 
eine  einfache  Bedingang  lat  (I,  Ni   17),  aueh  eisteres  eine  aolohe  sein. 

Dasi  das  Ausarten  eine)  allgemeinen  Conespondenz  [2,2]  m  eine  Projeetwität 
ÄHrewr  Involutionen  eine  einfache  Bedingung  ist,  hol  »tftora  Jonquiero  bemej-kt 
(Melanges  de  Gßomötne  pure  [Paris  1366]  S  163)  und  auch  die  SedingwngsgMdiv/ng 
gefunden.     Sie  i&t,  wenn  wir  als  Correspondenigleichnng: 

{a,,x^  -}-  a,.,x  +  a„,)it;,=  -f  {a,,x^  -f  a,,x  -f  a,,)x,  +  a,,x^  -[-  a,,x  +  o„,  =  0 
annehmen; 


y  Google 


Sirablea  mit  cjklisetiBn  Correspoiidenzeii.  73 

h{A,B,C,D)  =  ^'', 
h{A,C,B,I))  =  {\  -Xf, 
h{A,I>,B,C)  =  [l  -i)'. 

W,  Stahl  erhält  diese  Complese  auf  andere  Weise*),  den  ersten 
K.  B.  als  Ort  der  Geraden,  deren  Polaren  —  jede  zu  oo^  Geraden  ge- 
hörig —  die  Gegenkanten  AB,  CD  des  Tetraeders  treffen. 

Wir  wollen  den  Grad  dieses  Compleses  noch  auf  eine  andere  Art 
ermitteln. 

Die  Complexeurven  des  F'^,  welche  durch  einen  Punkt  0  gehen, 
hefinden  sich  in  den  Berührungs ebenen  des  Kegels  (0).  Weil  dieser 
mit  der  Complexfiäche  (^),  dem  Orte  der  Complexeurven,  welche  die 
Gerade  l  treffen,  8  Berührongaebenen  gemeinsam  hat,  so  folgt: 

Die  Compl^xüUYven  von  I^,  welche  durch  den  Punkt  0  gehen,  crsengen 
eine  Fläche  8.  Ordnwng  \0\. 

Jede  Gerade  durch  0  trifft  diese  Fläche,  ausser  in  0,  noch  in  den 
beiden  Punkten,  in  denen  sie  die  Complexeurven  in  den  durch  sie 
gehenden  Tangentialebenen  von  (0)  zum  zweiten  Male  trifft. 

Ber  Punkt  0  ist  auf  der  Fläche  \  0  \  sechsfach. 

Es  sei  s  einer  von  den  4  singalären  Strahlen  durch  0;  wir  lassen 
l  ihn  treffen.  Die  zugehörige  singulare  Ebene  ff  berührt  (0)  längs  s. 
Sie  berührt  aber  auch  (l).  Tangente  der  Curve  (ff),  d.  i.  der  Doppel- 
geraden s,  in  dem  Schnitt  mit  l  ist  s;  ihr  Berührungspunkt  mit  der 
Complexcurve  in  der  Ebene  Is,  d.  i.  der  s  zugehörige  singulare  Punkt 
S,  ist  Berührungspunkt  von  ff  mit  (Tj  (Nr.  513).  Folglich  tangirt  ß  den 
Kegel  aus  0  an  (T)  längs  OS'EE  s,  in  derselben  Kante,  in  der  (0)  von 
ff  berührt  wird;  (0)  und  dieser  Kegel  oder  {/)  haben  ausserdem  nur 
noch  6  Berührungsebenen  gemeinsam;  oder  l  trifft  \0\,  ausser  aufs, 
noch  6  mal 

Die  4  von  0  Jomnmiden  stngxüaien  Stialäm  hegen  auf  ilci  Fläche 
I  0  I  d<^elf 

Der  An-bchwiegungiikegel  6  Oidnung  in  0  htsteht  aub  dtm  Kegd  (0) 
und  den  4  ihn  lanq'i  det  iingularen  Stiahlen  heriihfeTJdm  diesen  zugehö- 
rigen stngttlaren  Elenen  e,  und  miai  smd  hd  den  Kanten  von  (0)  ieide 
weiteren  Scfmttte  mit  \0\  tn  den,  PtfiiM  0  gerückt,  bu  den  Strahlen  aber 
der  Bmchel  (0,  ff)  mit  einer 

Denn  weil  die  Complexeurven  in  den  Berührungsebenen  von  (0) 
in  0  je  die  Kegelkante  berühren,  so  trifft  jede  Kante  von  (0)  die 
beiden  Complexeurven  in  den  beiden  in  ihr  sieh  schneidenden  unend- 
lich nahen  Tangentialebenen  in  den  0  unendlich  nahen  Punkten. 

*)  Journal  für  Mathematik  Bd.  94  S.  328. 
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Von  den  beiden  Tangentialebenen  des  (0)  durch  einen  Strahl 
eines  der  Büschel  (0,  &)  ist  eine  die  ö  und  beide  Schnitte  der  Doppel- 
geraden s  fallen  in  0,  in  der  andern  Tangentialebene  aber  ist  'der 
zweite  Schnitt  getrennt  von  0. 

Betrachten  wir  nun  die  Schnittcurve  der  Fläche  |  0  \  mit  einer 
durch  0  gehenden  Ebene  cj;  ihre  Punkte  stehen  in  eindeutiger  Be- 
ziehung zu  den  Berührungsebenen  von  (0);  also  ist  diese  Curve  uni- 
cursal  und  hat,  ausser  dem  6fachen  Punkte  0,  noch  6  Doppelpunkte, 
Der  Strahl  von  0  nach  einem  derselben  hat  daher  die  Eigenschaft, 
dass  es  zwei  Compleseurven  giebt,  die  ihn  in  0  und  dem  Doppel- 
punkte treifen;  er  ist  ein  Strahl  h,  und  der  Büschel  (0,  w)  enthält 
deren  6. 

Zu  den  Strahlen  h  gehören  jedenfalls  die  singuläreu  Strahlen, 
denn  durch  die  beiden  unendlich  nahen  Punkte,  welche  die  Comples- 
curve  irgend  einer  Ebene  durch  einen  s  mit  ihm  gemein  hat,  geht 
nicht  blos  eine  zweite,  sondern  alle. 

Und  umgekehrt,  wenn  ein  Conipl  ex  strahl  von  zwei  Oomplexcurven 
in  demselben  Punkte  berührt  wird,  so  berühren  ihre  Ebenen  den  Kegel 
aus  dem  Punkte  längs  des  Strahls;  d.  h.  der  Kegel  ist  ein  Ebenenpaar 
mit  dem  Strahle  als  Doppellinie. 

Die  Congruens  S  der  smgulärm  Sti-ahlm  von  F"  lüdet  daher  den 
voUen  Schnitt  von  F"  mit  dem  Complexe  6.  Grades  der  Sirahlen  h. 

Sei  l  eine  Gerade  in  einer  der  16  Ebenen  S  und  |  eine  durch  sie 
gehende  Ebene.  Die  Compleskege!  aus  den  Schnittpunkten  der  Cnrve 
(I)  mit  l  und  S  werden  von  |  und  von  S  berührt.     Also: 

Das  ganze  SiraMenfeld  in  einer  der  16  Eheiien  ö,  der  ganze  Strahlen- 
hündd  aus  einem  der  16  Funkle  D  gehört  mm  Complexe  6.  Grades. 

Vergl.  n,  Nr.  378,  381. 

566  Auf  den  Geraden  h  haben  wir  es  mit  cyklischen  in volutori sehen 

Correspondenzen  vom  2.  Grade  zu  thun. 

Allgemeiner,  wenn  auf  einer  Oeraden-l  —  die  dann  Ä*"'  heisse*)  — 
eine  Gni^pe  von  n  Pitnhten  X,,  Xj,  X^,  . . .  X„  vorhanden  ist,  so  dass 
die  Kegelpaare  {X,){X^y,  (X^XX^);  . . .  (X„)(xj  je  von  derselben  Ebene 
li,  Säj  ■  ■  ■  S«  berührt  werden,  und  also  die  Ckrvenpaare  (l,),  (|g);  %)>  (Is); 
. . .  (^„),  (Ij)  je  den  FunM  X^,  X^,  ...  X,  gemeinsam  haben  (oder  um- 
gt^ehrt),  dann  giebt  es  oo'  solche  Gruppeit  von  n  Punkten  und  von  n  Ebe- 
nen auf  und  durch  A*"'  (I,  Nr.  26  ff.). 

Wenn,   bei  geradem  n,  Xj    einer  der   aingularen  Punkte  Ai  auf 


*)  Die  ft(E)  sind  die  kurz  h  genannten  Strahlen. 
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einer  ¥"'>  ist,  so  ist  X„        obenfa,lls  ein  sineulärei-  Piuikt  und  i3ie  Reihe 

der  weiteren  Punkte  Z„       ,  . . .  X„  ist  mit  Z„,  . . .  X^  identisch;    g^ 

und  ^n  fallen  zusammen,  weil  sie  Berübrungeebenen  des  Ebenenpaars 
(X,)  sind,  lä  und  |„_i  als  zweite  Tangentialebenen  von  (X^)^{X„) 
ausser  i,^  Ef£  ^„,  u.  s,  w. 

Oder  wenn,  ebenfalls  bei  geradem  n,  li  eine  der  singulären  Ebenen 
ßi  durch   eine  M"'  ist,    so   ist  auch   |„         eine    singulare  Ebene,    und 

g„       ,  -.-  In  werden  mit  ^„,  ...  Ig  identisch;  X^  und  X^  yoreinigeu  sieh 

als  Schnittpunkte  des  Punktepaars  (|J,  X,  und  X^  als  zweite  Schnitte 
der  Curve  (|„)  ^  (^g),  u.  s.  f. 

Ist  aber  n  ungerade  und  X,  in  einen  der  singulären  Punkte  Äi 
gelegt,  so  vereinigt  sich  |„  mit  |i,  X„  mit  Xj,  |,„i  mit  I21  ■■•?  ^1+3 

mit  X„+i;    d.  h.   die  Ebene  §„+1   ist  singulär  und  X,+]  ^^  Xn+s  der 

Schnitt  ihres  smgularen  btrahls  mit  h^"^ 

Dasselbe  Eesultifc  (nur  mit  anderer  Bezeichnung)  ergiebt  sich, 
wenn  wii,  dual,  die  Ebene  1^  in  eine  durch  7s^"  gehende  binguläre 
Ebene  fallen  lassen 

Auf  diese  Weiae  sind  hei  jeder  U"^  einem  der  4  sinyidateti  Funkle 
ein  änderet  ttnd  einet  der  4  singulaten  Lbencji  eine  andete  zugeordnet, 
wenn  n  geiade  ist,  hingegen  einem  singulaten  Tanlte  eine  srngidwc  Ebene, 
wenn  n  ungerade  at 

Für  «  ^  2  ergeben  sich  die  in  Nr.  564  besprochenen  Sätze  über 
das  paarweise  Schneiden  der  singulären  Strahlen,  die  zu  den  4  auf 
einer  Geraden  li  oder  A**'  gelegenen  singulären  Punkten  oder  zu  den 
4  durch  sie  gehenden  singulären  Ebenen  gehören;  denn  dann  sind 
zwei  zugeordnete  singulare  Punkte  benachbart,  der  eine  Xj,  der  andere 
Xs      ,   und  ihre  Ebenenpaare   werden  von  derselben  Ebene  li    durch 

h  „berührt",  oder  zwei  zugeordnete  singulare  Ebenen  sind  benachbart, 
und  ihre  Punktepaare  „berühren"  h  in  dem  nämlichen  Punkte. 

Der  Fall  «  =  1,  wo  schon  X^  mit  Xj  zusammenfällt,  d.  h.  jede 
Ebene  durch  äW  eine  berührende  Complexcurve  hat,  ist  längst  be- 
sprochen: die  ü"'   sind  die  Strahlen  von  F^. 

Aus  Nr.  543  entnehmen  wir,  dass  es  in  einer  .Reihe  consingulärer 
Complexe  2.  Grades  stets  6  giebt,  für  welche  eme  gegebene  Gerade  l  eine 
Gerade  h  oder  U^^  ist. 
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(r^-Po!are)  und  einige  sieh  nntnittelbar  ergebem^e  Eigenschaften  der- 
selben sind  schon  mitgetlieilt  (Nr.  512). 

Wir  wollen  nun  die  Bewegung  von  l'  oder  l  untersuchen,  die 
einer  Bewegung  von  l,  bezw.  l'  entspricht. 

Die  Polarm  der  Complexcwrvett  in  am  Ebenen  durch  eine  Gerade 
m,  genominen  für  einen  auf  m  gelegenen  Funlct  M  als  Pol,  bilden  eine 
cuhische  Begelfläche,  für  welche  m  doppelte  Leitgerade  ist;  denn  M  und 
ein  beliebiger  anderer  Punkt  von  m  sind  zu  2  Paaren  entsprechender 
Punkte  der  Correspondenz  [2]p  harmonisch  (I,  Nr.  23),  also  in  Bezug 
auf  2  von  jenen  Curven  conjugirt,  und  in  jeder  Ebene  durch  m  haben 
wir  eine  Erzeugende.  Einfache  Leitgerade  dieser  Hegelfläche  ist  die  Po- 
lare m   von  m  in  Besug  auf  F^. 

Ebenso  bilden  die  Polteren  einer  der  dwch  m  gehenden  Ebene  (i  in 
Bemg  auf  die  Complexkegel  aus  den  Purikten  von  m  eine  ctihischc  Begel- 
fläche, für  welche  in  einfache,  m'  doppelle  Leifgerade  ist. 

Zu  jener  gehören  die  4  Geraden  &,-,  m  dieser  die  n,  der  Complex- 
fläche  (m). 

Wenn  m  zn  V^  gehört,  werden  beide  Regelflächen  Cayley'sche 
mit  vereinigten  Leifcgeraden  {I,  Nr.  39). 

Wir  bewegen  nun  l  durch  einen  Büschel  (P,  %);  ersichtlich  treffen 
alle  r^-Polaren  l'  die  Polare  p^  von  P  in  Bezug  auf  (ir)  und  die 
Polare  Pg  von  je  in  Bezug  auf  (P);  mit  jedem  Punkt  von  jeuer,  jeder 
Ebene  durch  diese  ineidirt  eine  l'. 

Pj  sei  ein  beliebiger  Punkt  von  p^-,  wir  haben  dann  zwei  Ebenen 
I,  I  durch  jPj,  so  beschaffen,  dass  die  Polaren  p,  p  von  P  —  der  auch 
auf  ^»2  ^i^g*  —  ^^'^^  d)'  (^)  durch  P^  gehen.  Der  Pol  des  in  |  fal- 
lenden Strahls  x  von  (P,  n)  nach  (|)  liegt  anf  p,  und  in  ihm  trifft 
die  Polare  x  von  x  die  p;  andererseits  trifft  sie  die  pg  und  da  sie 
nicht  in  die  Ebene  pp^  fallen  kann,  weil  diese  den  x,  gegen  den  x' 
windschief  ist,  enthält,  so  geht  sie  durch  den  Punkt  P^  ^p^p.  Folg- 
lich gehen  durch  jeden  Punkt  von  p^  2  Polaren  von  Strahlen  des 
(P,  n),  und  ebenso  liegen  2  in  jeder  Ebene  durch  p^. 

Die   Polaren   V ,   in  Bemg   auf  F^,   der  Strahlen  l   eines  EüsAels 

*)  Vergl.  hierzu  Plücker,  Neue  Geometrie  des  Raames  S,  319;  F.  Klein, 
Mathem.  Annalea  Bd.  2  S.  198;  W.  Staiil,  .Tournal  f.  Mathematik  Bd.  93  S.  315 
und  in  Beaug'  auf  raelirere  Beweise  Bertiiii,  Giornale  di  Matematiche  Bd.  17  S,  1. 
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(P,  3i)  er^cM^e»  eine  cuh'tsche  Regelfläche  P,  vo«  welcher  die  Polare  von 
7C  in  Bezug  auf  (P)  doppelte  und  die  Polare  von  P  in  Besug  auf  (ji) 
einfache  Leitgerade  ist,  Sio  enthält  die  beiden  in  (P,  jt)  befindlichen 
Strahlen  von  FK 

Mit  einem  Complexe  n*^"  Grades  hat  dieselbe  3«  Gerade  gemein  568 
(I,  Nr.  36);  also: 

Die  Strahlen  l,  deren  F^-Polaren  V  einen  Complex  n**"  Grades  er- 
fiälen,  —  wir  werden  bald  erkeuneu,  dass  zu  jedem  V  9  Gerade  l 
gehören,  —  erzeugen  einen  Complex  3«.*™  Grades. 

Der  gegebene  Complex  sei  ein  Strahlengebüsehe  [q];  dann  ha- 
ben wir: 

Die  Geraden  l,  deren  F^-Folaren  V  eine  gegehene  Gerade  q  schnei- 
den,  erzeugen  einen  Complex  3.  Grades. 

Dieser  Complex  kann  noch  auf  zwei  andere  —  zu  einander  duale 
—  Weisen  definirt  werden. 

Es  sei  ^  die  Spur  von  q  in  irgend  einer  Ebene  §,  l  die  Polare 
von  Q  nach  (|);  dann  geht  ('  durch  Q  und  trifft  i^,  und  l  gehört  zum 
Complexe;  fassen  wir  aber  den  Kegelschnitt  (§)  als  Fläche  2.  Klasse 
auf,  so  sind  l  und  q  in  Bezug  auf  sie  polar.     Also: 

Der  nämliche  Complex  3.  Grades  ist  atich  Ort  der  Polaren  vo7i  q 
in  Bemtg  auf  alle  Complezcurven  tmd  alle  Complexkegel. 

Demnach  enthält  er  die  Congruens  S  der  singulären  Strahlen,  da 
von  den  oo'  Polaren  eines  solchen  Strahles  eine  die  g  trifft. 

Sein  weiterer  Schnitt  mit  F^  ist  eine  Congruenz  2.  Grades,  offenbar 
die  Gongruens  der  Strahlen  von  F^,  welche  q  treffen. 

In  den  durch  q  gehenden  Ebenen  wird  die  Spur  Q  unbestimmt; 
die  Polare  erweitert  sich  in  den  Büschel  um  den  Pol  von  q  in  Bezug 
auf  die  Complescurve  einer  solchen  Ebene.  Dieser  Pül  liegt  auf  der 
Polare  g'  von  q. 

Zu  unserm  Complexe  3.  Grades  gehört  das  ganme  Pölar-StrahUnnets 
[2,  a']  ww  q. 

Wenn  der  Büschel  (P,  tc)  einen  singulären  Strahl  s  enthält,  so  löst  569 
sich  von  der  cubisehen  Begelfläclie  P  der  Strahlenbüsehel  (S,  ff)   der 
oo'  Polaren  von  s  ab.     Weil  (w)  den  s  in  S  und  (P)   die   fl   längs   s 
berührt,  geht  p^  durch  S  und  p^  liegt  in  ff;  für  die  restirende  Regel- 
schaar  sind  p^,  P2  beide  einfache  Leitgeraden. 

Gehort  (P,  %)  zu  J^,  so  zerfallt  die  Kegelfläehe  in  (P,  n;)  und 
die  beiden  Büschel,  die  zu  den  in  (P,  ra)  befindlichen  singulären  Strah- 
len gehören,  den  Doppellinien  des  Complex-Ebenonpaars  und  des  Com- 
plex-Punktepaars,  an  denen  (P,  it)  theilniniuit. 
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Die  Strahlennetze,  welche  zwei  entsprechende  Geraden  l,  V  des 
Büschels  (P,  ro)  und  der  cubischen  Hegelfläche  P  zu  Leitgeradeii  haben, 
sind  die  den  Strahlen  von  (P,  it)  mgelmigen  Folar-Sbrahlennetze. 

Biese  StraJäennetee  erzeugen  eiwew  Complex  2.  Grades.  In  der  That, 
ein  beliebiger  Strahlenbfiaehel  (0,  a)  wird  zu  dem  Schnitte  aP  pro- 
jectiv,  wobei  ein  Strahl  von  (0,  m)  und  ein  Punkt  des  Schnitts  sich 
entsprechen,  wenn  sie  mit  zusammengehörigen  l,  V  von  (P,  %)  und  P 
incidiren.  Zu  der  Punktreihe  auf  tuP  ist  wiederum  der  sie  aus  ihrem 
Doppelpunkte  projicirende  Büschel  projectiv;  die  beiden  Büschel  er- 
zeugen einen  Kegelschnitt,  und  die  4  Schnitte,  die  dieser,  ausser  dem 
Doppelpunkte,  mit  der  cubischen  Curve  gemein  hat,  lehren,  dass  vier- 
mal ein  Strahl  von  (0,  ra)  entsprechende  Strahlen  l,  V  trifft.  Zweimal 
aber  geschieht  dies  bei  den  l,  die  mit  ihrer  Polare  V  zusammenfallen, 
den  Strahlen  von  T^  in  (P,  %);  und  hier  können  wir  nicht  schliessen, 
dass  der  betreffende  Strahl  von  (0,  ra)  zu  dem  entsprechenden  Polar- 
Strahlennetze  —  dessen  Leitgerade  sich  vereinigt  haben  —  gehört; 
wohl  aber  in  den  beiden  andern  Fällen,  und  (0,  ta)  erhält  daher  aus 
zwei  von  unsern  Polar-Strahleniietzen  einen  Strahl. 

Dieser  Complex  2.  Grades  ist  aber  in  folgender  Weise  spedalisirt. 

Jeder  Strahl  in  je  oder  durch  P  trifft  die  beiden  zu  F^  gehören- 
den Erzeugenden  von  P,  die  ja  auch  zu  (P,  jr)  gehören,  und  folglich 
noch  eine  Erzeugende  V  jener  Fläche,  offenbar  aber  auch  die  ent- 
sprechende l. 

Also  gehört  mm  Coinplexe  das  ganze  Strahlenfeld  it  und  der  ganze 
Strahlenbündel  P. 

Ist  ferner  l'  die  durch  einen  beliebigen  Punkt  von  P  gehende 
Erzeugende,  so  sendet  dieser  zum  Strahlennetze  [l,  l'j  und  also  zum 
Complexe  einen  Strahlenbüschel;  daher  ist  er  für  ihn  singulUr  und 
ebenso  jede  Berührungsebene  von  P. 

Die  singulare  Fläche  unseres  Complexes  besteht  demnach  aus  der 
cubischen  Begelflächs  P,  der  Ebene  n,  die  durch  die  einfache  Leitgerade 
geht,  und  dem  EbenevMndel  um  den  auf  der  doppelten  Leitgeraden  ge- 
legenen ti/nd  mit  a  i/nddenten  Punkt  P. 

Nun  wissen  wir  aber  (Nr.  512):  wenn  m  eine  Gerade  l  und  ihre 
r^-Polare  V  trifft,  so  wird  l  auch  von  der  F^-Polare  m  von  m  ge- 
troffen, oder  l  gehört  zam  Polar-Strahlennctze  von  m. 

Daher  ist  unser  Complex  auch  der  Ort  derjenigen  Strahlen,  deren 
Polar-Strdhlmnetse  einen  Strahl  von  (P,  ir)  enthalten. 

'J  Ein  Bündel  P  führt  mt  drei  Congruemen: 

1)  dem  Orte  der  I^-Polaren  der  Strahlen  des  Bündels, 
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2)  dein  Orte  der  Geradm,  welche  die  Strahlen  des  Sündeis  su  Po- 
laren haben, 

3)  dem  Orte  der  Polaren  des  Sdieitels  P  in  Besiig  auf  die  Complex- 
eurven  in  den  Ebenen  des  Bündels. 

Aber  man  erkennt  sofort,  dasa  die  beiden  letBten  Oerter  identisch 
sind;  deua,  wenn  x  Polare  von  P  in  Bezug  auf  die  Curve  (§)  in  der 
durch  P  gehenden  Ebene  |  ist,  so  geht  die  Polare  x  von  x  durch  JP 
und  gehört  zum  Bündel;  und  umgekehrt. 

Untersuchen  wir  zunächst  Ordnung  und  Klasse  der  zweiten  Cou- 
gruenz,  und  zwar  vermittelst  der  Definition  3). 

Ist  P'  ein  beliebiger  Punkt,  so  gehen  durch  die  Gerade  PP' 
2  Ebenen  §,  in  Bezug  auf  deren  Complexcurven  P  und  P'  conjugirt 
sind;  also  gehen  2  Strahlen  dieser  Congruenz  doreh  P'. 

Nunmehr  sei  eine  Ebene  m  gegeben  und  wir  denken  uns  P'  auf 
einer  Geraden  p  derselben  bewegt,  so  umhüllen  die  Paare  der  eben 
erwähnten  Ebenen  |  einen  Kegel  3.  Klasse;  denn  die  Ebene  Pp  gehört 
zu  einem  dieser  Paare,  zu  demjenigen  nämlich,  das  sieh  bei  dem 
Schnittpunkte  von  p  mit  der  Polare  von  P  nach  der  in  Pp  gelegenen 
Complexeurve  ergiebt.  Also  entsendet  jeder  Strahl  dieser  Ebene,  der 
aus  dem  Scheitel  P  kommt,  3  Berührungsebenen  an  den  Kegel.  Auch 
die  4  singulären  Ebenen  U,  welche  zu  den  von  P  ausgehenden  singu- 
lären  Strahlen  s  gehören,  befinden  sich  unter  den  Berührungsebenen 
dieses  Kegels;  denn  die  Polare  von  P  nach  dem  Punktepaare  in  einer 
solchen  6  erweitert  sieb,  weil  P  auf  der  Doppellinie  liegt,  zu  einem 
Strahlenbüschel,  von  dem  ein  Strahl  die  p  trifft. 

Die  zu  zwei  Geraden  p,  Pi  von  %  gehörigen  Kegel  haben  daher 
diese  4  singnlären  Ebenen,  sodann  das  Ebenenpaar  gemeinsam,  das 
zum  Schnitt  pp^  gehört,  also  noch  3  weitere.  Die  Polare  von  P  in 
Bezug  auf  die  Complexcurven  in  einer  von  diesen  Ebenen  trifft  p  und 
Pf  in  verschiedenen  Punkten  und  fallt  in  je, 

Oder: 

Auf  dem  Kegelschnitte  K,  in  dem  die  Ebene  tc  von  dem  Kegel 
(P)  geschnitten  wird,  entsteht  eine  Correspondenz  [3,1]  der  Punkte 
X  und  Xi,  wo  X^  der  zweite  Schnitt  der  Ebene  ist,  deren  Complex- 
curve  die  PX  in  X  berührt.  Dass  einem  X  nur  ein  X,  entspricht, 
geht  hieraus  unmittelbar  hervor;  die  Berührungspunkte  der  zweiten 
Tangenten,  die  vom  Punkte  P  an  die  Complexcurven  in  den  Ebenen 
durch  PX^  (welche  alle  PX^  berühren)  kommen,  beschreiben  eine 
euhisehe  Raumcurve  auf  (P),  da  auf  jede  Kante  und  in  P  einer  fällt. 
Die  drei  Schnitte  derselben  mit  n  sind  die  dem  X^  entsprechenden  X. 

Die  Correspondenz  [3, 1]  bat  (I,  Nr.  16)   3  invohitorisclie  Paare; 
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(1.  li.  es  giebt  3  Ebenen  durch  1\  in  denen  die  Ton  P  an  die  Complex- 
eurve  kommeadeji  Tangenten  beide  ihren  Berührungspunkt  in  %  haben. 

Die  Congruens  der  Folarm  des  Scheitels  eines  Bündels  P  in  Semig 
auf  die  Complexcurven  in  den  Ebenen  des  Bündels,  welche  gvgleich  der 
Ort  der  Strahlen  ist,  welche  die  Strahlen  des  Bündels  mt  Polaren  in 
Besug  auf  den  Complex  haben,  ist  2.  Ordnung  und  3.  Klasse;  aennen 
wir  sie  die  dem  Punkte  P  sugekörige  Congruens  (2,3)". 

Sie  enthält  ersiMich  den  Cornplexkegel  (P),  wie  aus  beiden  Defi- 
nitionen sieh  unmittelbar  ergiebt. 

Dual: 

Die  Congruens  der  Polaren  einer  Ebene  je  in  Besug  auf  die  Com- 
plexkegel  aus  den  Punlilen  von  %,  srngkich  die  Congruens  der  Geraden, 
welche  die  StroMen  von  it  m  Polaren  haben,  ist  3.  Ordnung  3.  Klasse; 
SU  ^  gehört  die  Curve  (je).  Sie  heisse  die  zur  Ebene  x  gefiörige  Con- 
gruens (3,2)". 

Sind  nun  P,  P,,  %^  gegeben,  so  senden  die  zu  Pj  und  ir,  gehörigen 
Congruenzeu  (2,  3)"  und  (3,  2)"  2,  bezw.  3  Strahlen  durch  P;  d.  h. 
in  P  giebt  es  2,  bezw.  3  Strahlen,  deren  Polaren  durch  Pj  gehen,  in 
jij^  fallen. 

Daher: 

Die  Congruens  der  F^-Polaren  der  Strahlen  eines  Bündels  P  ist 
d>enfalls  2.  Ordnung  und  3.  Klasse.  Sie  €)ithält  auch  den  Kegel  (P). 
Wir  nennen  sie  die  dem  Punkte  P  mg^Örige  Congruens  (2,3)'. 

Die  Congruens  der  F^- Polaren  der  Sirah^i  eines  Feldes  sr,  su  wel- 
cher die  Curve  (z)  gehört,  ist  3.  Ordnung  2.  Klasse.  Sie  heisse  die  der 
Ebene  %  smgeMrige  Congruens  (3, 2)'. 

1  Somit   sind  jedem   Punkte  P   zwei   Congruenzen   zugeordnet   und 

ebenso  jeder  Ebene  re.  Wir  haben  sie  nach  ihren  singulUren  Elementen 
und  in  ihrer  gegenseitigen  Beziehung  zu  untersuchen  (vergl.II|Nr.423ff.). 
Es  wird  sich  herausstellen,  dass  sie  durch  besondere  der  allgemeinen 
Congruenz  (2,3)  oder  (3,2)  nicht  zukommende  Eigensdiaflen  ausge- 
zeichnet sind. 

Wir  fanden  eben,  dass  der  lieget  (P)  zu  beiden  Congruenzen 
(2,3)'  und  (2,3)"  gehört;  eine  von  diesen  besonderen  Eigenschaften  besteht 
darin,  dass  in  jeder  Berührungsebene  des  Kegels  (P)  alle  3  Strahlen  der 
einen,  wie  der  andern  Congruens  steh  in  der  Berührungskante  oereinigen. 

In  der  That,  die  3  Strahlen  von  (2, 3)'  in  einer  beliebigen  Ebene 
I  durch  P  sind  die  beiden  Kanten  von  (P)  und  die  Polare  (in  Bezug 
auf  r")  des  Polarstrahls  Ton  ^  in  Bezug  auf  (P);  alle  3  fallen  zu- 
sammen, wenn  |  den  (P)  tangirt. 
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Die  3  Strahlen  von  (2,3)"  sind  die  beiden  Kegelkauten  und  dio 
Polare  von  P  nach  der  Curve  (|);  ist  |  Tangentialebene  von  (P)  längs 
X,  so  ist  dieser  Strahl  Tangente  and  also  auch  Polare  von  P  nach  (|). 
Betrachten  wir  nun  zunächst  die  Congrums  (2,  S)". 
Es  seien  wieder  s^,  s^,  s^,  s^  die  4  durch  P  gehenden  singulMren 
Sirdkhn  mit  den  sitgehorigen  singiMren  Funkten  und  Ebenen  Si,  6i.  In 
Bezug  auf  das  Punktepaar  (e,)  hat  P  co'  Polaren,  welche  durch  den 
PunM  Ti  gehen,  der  dem  P  harmonisch  zugeordnet  ist  m  Bezug  mif  die 
ieiden  Punkte  von  (6,).  Damit  haben  wir  4  singulare*)  Funkte  1.  Gra- 
des der  üongrmns  (2,3)";  die  Ti  mit  den  singulare^  Ebenen  6,-. 

Ferner,  alle  Complexcurven  in  den  Ebenen  durch  Sf  tangiren  S; 
in  8i,  also  gehen  alle  Polaren  von  P  nach  St]  im  Continuum  dieser 
Polaren  ergiebt  sich  auch  Si  selber,  nämlich  bei  der  Curve  (6(),  die 
freilich,  wie  wir  eben  sahen,  oo^  Polaren  von  P  hat,  aber  nur  eine 
durch  Si  gehende.  Daher  erzengen  diese  Polaren  einen  Kegel  2.  Grades. 
Und  wir  haben  nun  alle  5  singiilären  Punkte  3.  Grades  der  Oongruens 
gefunden:  F  rnid  die  vier  St. 

Damit  aber  hat  sich  eine  andere  Eigenthamlichkeit  det  (2,  3)"  zu 
erkennen  gegeben: 

Mit  dmt  singulären  Punkte  P  2.  Grades  hegen  zietmal  3  andere, 
je  einer  vom  3.  Grade  und  einer  vom  1,  m  gerader  Linte 

In  diese  4  Geraden  ist  daher  die  Raumcurve  4,  Ordnung  zerfallen, 
von  der  in  II  Nr.  325  gesprochen  wurde. 

Wir  haben  gefunden,  dass  durch  F  6  Gerade  h  gehen,  auf  denen 
P  der  eine  Doppelpunkt  der  {Dopjjel-)  TnvohiUon  ist,  die  Schnittlinien  der 
4  Ebenen  ö,-  (Nr.  564);  nennen  wir  daher  0«  den  zweiten  Doppelpunkt 
auf  hit^Oia^,  so  ist  dieser  Punkt  dem  P  in  Bezug  auf  die  Complex- 
curven in  allen  Ebenen  durch  Ä^  conjugirt  und  die  Polaren  des  P 
nach  denselben  laufen  in  Onc  zusammen;  er  wird  so  singulärer  Punkt 
von  (2,3)". 

Diese  Polaren  bilden  einen  Strahlenbüschel,  denn  in  jeder  der 
genannten  Ebenen  liegt  eine  und  ha  selbst  ist  nicht  Polare;  die 
Doppelpunkte  P  und  0;*  nämlich  der  Involution  kommen  nicht  von 
Berührung  mit  hu,  her,  sondern  vom  Schnitt  mit  Doppellinien  von 
Punktepaaren;  P  ist  Schnitt  der  singulären  Strahlen  Si,  st,  Oa  Schnitt 
der  smgulaien  Stuhlen  in  den  beiden  übrigen  singulären  Ebenen 
durch  h  s  (Ni  564) 

Somit  sind  die  0  x  die  6  iibugen  srngalaten  Fühlte  1.  Grades,  welche 
(2,3)    häbon  mtiss 

*)  Es  mnfis  jetat  natürlich  «orgfaltig  untei  ohimlen  neiden  zwischen  aingu- 
Uren  Elementen  lui  F    und  solchen  tnr  die  Congruen? 
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In  den  Ebenen  des  Büschels  um  ha-,  die  nach  Si  und  s*  gehen, 
d,  i,  in  Si,  6j,  geht  die  Polare  nach  Tt,  bezw.  Tt,  in  denen  aber  nach 
den  beiden  übrigen  singulären  Strahlen  Si,  S,u  aus  P  nach  dem  zuge- 
hörigen St,  Sm',  in  der  Ebene  ha  hi,n  ist  sie  On..  Oim'-,  so  dass  wir  so 
in  der  singulären  Ebene  der  (2,  3)",  die  zu  0;*  gehört,  die  6  singu- 
lären  Punkte  haben:  ausser  O/j  noch  Ti,  Tt,  Si,  iSm,  Oim- 

In  der  Ebene  des  Congruenz- Strahlenbüschels  (^T/,  öi)  hegen  P, 
8i,  Ti;  Oik,  Oii,  Oim\  jene  in  gerader  Linie,  also  diese  auch. 

Auf  dem  Kegel  zweiten  Grades  aus  Si  haben  wir  S,,  P,  2;;  St, 
So  8,„;  Om,  Oi„„  Oi^. 

Es  wird  sich  zeigen,  dass  die  6  Punkte  0  in  einer  Ebene  liegen 
und  daher  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  sind. 

572  Suchen  wir  nunmehr  die  singulären  Tunhte  der  Congrums  (2,  3)' 

der  Polaren,  in  Bezug  auf  F^,  der  Strahlen  des  Bündels  P. 

Audi  für  sie  ist  P  singulärer  Funkt  S.  Grades  mit  dem  Kegel  (P) 
als  zugehörigem. 

Ferner  zu  jedem  der  4  singulären  Strahlen  Sj  gehört  ein  ganzer 
Büschel  von  Polaren,  nämlich  {Si,  ö;);  also  ist  Si,  der  vorhin  vom 
2.  Grade  war,  hier  vom  1.  Orade  und  hat  die  dort  zu  Ti  gehörige  Ebene 
0i  als  die  seinige  erhalten. 

Ti  ist  Pol,  in  Bezug  auf  das  Punktepaar  (ffj),  eines  jeden  Strahls 
des  Büschels  (P,  ff;);  folglich  geht  die  Polare,  in  Bezug  auf  F^,  eines 
jeden  dieser  Strahlen  durch  T.  Weil  zum  Büschel  {P,  Gi)  der  singu- 
lare Strahl  S;  gehört,  so  sondert  sich  von  der  cubiacheu  Eegeltläche 
der  Polaren  der  Büschel  (Si,  ö.)  ab,  und  es  bleibt  ein  Kegel  2.  Grades 
mit  der  Spitze  Z. 

Die  Funkte  Ti,  vorhin  vom  1.  Grade,  sind  für  die  jetzige  Congruens 
Singular  vorn  2.  Grade;  so  dass  sie  mit  den  Si  ihre  Rolle  ausgetauscht 
haben. 

Also  hat  auch  die  Cotigiuen  (2,3)'  die  Eigenschaft,  dass  viermal 
S  singulare  Punkte,  einer  vom  1  und  einer  vom  3.  Grade,  mit  P  in 
gerader  lAnte  liegen 

Die  6  übrigen  smgulajen  Punkte  1.  Grades  der  {2,  3)'  sind  Wenfalls 
die  0,1,  denn  wie  die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  die  Complexcurveu 
in  den  Ebenen  durch  Ai^POj  durch  Oj*,  so  gehen  die  Polaren  on 
von  0,4  duich  1  also  gehen  die  Polaren,  in  Bezug  auf  F'',  dieser 
Strahlen  o,t  des  Bindeis  P  duich  0(i.  Zu  den  o^  gehört  wiederum 
nicht  h),  tülghch  bilden  aie  emen  Büschel;  von  der  ihm  zugehörigen 
cubisthen  Re^elflicht  lo«en  sich  2  Strablenbäschel  ab,  nämlich  die 
der  Polaren  von   '^ ,  Si      he   zu   den  o,^  gehören   (als  Polaren  von  Oik 
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in  Bezug  auf  (ff;)  und  (öt)).  Ea  bleibt  ein  Strahlenbüsehel;  so  dass 
die  Oi\  für  (3,  3)'  als  singulär  vom  1,  Grade  erkannt  sind. 

Von  den  beiden  sich  absondernden  Biischeln  bleibt  aber,  der  Con- 
tinuität  halber,  je  ein  Strahl  beim  dritten  Büschel;  dessen  Ebene  gebt 
daher  durch  Si  und  Sk-  Während  vorhin  die  zu  Oi  ,  gehorif,e  Ebene 
durch  Si,  Sk  ging,  geht  jetzt  die  zu  0,k  gehörige  durch  S,,  Ä*  uud  ist 
mit  jener  identisch,  da  sie  auch  Oim  enthält;  wir  nennen  sie  de&halb  Qu. 

Daher  sind  die  mi  dm  0  gehörigen  singtüären.  JEbmen  q  fiu  die 
Congrwengen  (2,  3)'  imd  (2,  3)"  die  nämlichen,  jedoch  so,  dass  jt  0,j,  und 
Oim  sie  sich  ausgetauscht  haben. 

Diese  Eigenschaften  weisen  (II,  Nr,  425)  darauf  hm,  da&s  die 
beideti  Congntensen  (2,  3)'  and  (2,  3)"  eonfocal  sind. 

Die  00^  Strahlenbüschel  (P,  w)  von  P  fuhren  zu  so  vielen  eubi- 
sehen  Regelflächen  von  (2,  3)'  (Nr.  567);  für  jede  ist  einfache  Leit- 
gerade die  Polare  von  P  nach  der  Oomplexcurve  (re),  also  ein  Strahl 
von  (2,3)". 

Damit  ist  (11,  Nr.  344)  die  Confoealitat  der  beiden  Congruenzen 
bewiesen. 

Wir  wollen  nun  die  i^gur   der  6  Punkte  0  noch  etwas   genauer  573 
verfolgen.     Wir  haben  gefunden,  dass  in  der  Involution  auf  einer  Ge- 
raden /*  (Nr.  564)  die  4  singularen  Punkte  A^,  A.^,  Ä^,  A^  zwei  Paare 
bilden,    etwa  A^A^,  A.^Äi.     Demnach  haben  wir  auf  jeder   der  6  Ge- 
raden FO: 


P  O       FA. 


FO         FA,  '^  J 


FO         FA^  "T"  pj^  +  p^  -r  p^^ ' 

Nun  sind  aber  die  4  Punkte  A  die  Schnitte  mit  der  singularen 
FiUehe  S.  Folglich  zeigt  die  gefundene  ßelation,  dass  die  6  Punkte  0 
auf  der  Polarehene  (dritten  Polare)  des  Punktes  P  in  Bemg  auf  die 
Fläche  (5  liegen. 

Diese  Ebene  kann  man  kurz  als  die  Polarehene  %  von  P  in  Bezug 
atif  den  Complex  r^  und  jeden  consingulären  bezeichnen. 

Wir  können  sie  noch  auf  andere  Weisen  erhalten. 

Zunächst  gilt  folgender  Satz: 

Wenn  s,,  s^,  s^,  s^  4  von  einem  Punkte  P  ausgehende  Strahlen 
und  d^,  d^,  dg  die  3  Diagonalen  ihres  vollständigen  Vierkants  sind, 
und  zwar: 

(?!  =  (s,s^,,  s.j^),     d^  =  (sjs,,  s^sg),     di  Tjn  (sgSä,  s,s^), 
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so  süien  Sj,  S.^,  S^,  S^  beliebige  Punkte  auf  s^,  ....  Jede  Seite 
SiSi  des  Vierecks  dieser  Punkte  trifft  eine  der  3  Diagonalen  in  Dui 
und  zu  diesem  Sciinittpunkte  werde  in  Bezug  auf  S,,  St  der  vierte 
harmonische  Punkt  Sa  construirt;  dann  liegen  die  3  Geraden  S^^S^s, 
S^iSgi,  SgiSia  in  einer  Ebene. 

In  der  That,  aua  den  harmonischen  Würfen  SjSgSiaDjj,  jSgSgiSjgüjj 
folgt,  dass  S^S^,  ^12^22,  -öia-^ss  ^^  einen  Punkt  zusammenlaufen,  oder, 
da  D^^  auf  dg,  Djg  auf  d^  liegt,  dass  durch  den  Schnittpunkt  der 
Ebene  d^ä^  mit  S,Sg  auch  jSigiSjg  geht,  und  aus  ähnlichen  Gründen 
^u^u'i  ^^^°  schneiden  sich  beide  und  daher  auch  Si^S^^,  Si^S^^  und 
zwar,  da  jene  in  t^^rfa,  diese  in  d^d^  lieg*  infolge  bekannter  Eigen- 
schaft des  vollständigen  Vierkants,  auf  d^.  Ebenso  schneiden  sieh 
jSiaSgj,  iSigSäi  auf  d^,  und  S^S^^,  Si^S^i  auf  d^;  also  alle  3  Geraden 
liegen  in  einer  Ebene. 

Nun  seien  Sj,  s^,  s^,  s^  die  4  siagulären  Strahlen  von  F^  aus  P, 
S[,  jSj,  Sg,  S^  die  zugehörigen  singulären  Punkte.  Die  Complexcurve 
in  der  Ebene  s^Sgäa  berührt  s,,  s^  in  S^,  S^;  also  ist  S^S^  Polare  von 
P  in  Bezug  auf  sie  und  S^^  Pol  von  d^;  ebenso  ist  S^  Pol  von  d^  in 
Bezug  auf  die  Complexcurve  in  SgÄ^i^;  daher  ist  8,2^34,  die  Polare  d^ 
von  d^  in  Bezug  auf  .T^,  Sf^S^i  die  Polare  t^'  von  d.^,  S^sSi^  die  Po- 
lare d^'  von  (Jj.    Also: 

Die  Polaren,  in  Beäug  auf  F'",  der  3  Diagonalkanten  des  Vierkants 
der  von  einem  Fw^te  P  kommenden  singulären  Si^dhlen  des  F^  liegen 
in  einer  Ebene;  jede  von  jÄ«e»  Hegt  in  derjenigen  Ebene  des  Dia- 
gonaldreikants, welche  der  Kante,  su  der  sie  als  Polare  gekort,  gegen- 
überliegt. 

Die  s,-  sind  Kanten  des  Kegels  (P)  und  die  zugehörigen  singu- 
lären Ebenen  fl;  ihre  Berührungsebenen  (Nr.  523);  also  hat  das  Vier- 
flach der  0i  dasselbe  Diagoualdreikant  oder  -flach,  wie  das  Vierkant  der 
Si\  die  Kanten  öi^a,  UgS^  des  ersteren  liegen  in  der  Ebene  did.^  und  zwar 
harmonisch  zu  d^,  d^\  ebenso  sind  6i<Jäj  ''^'^4  ^u  (?,,  d^  und  ß.j(?3,  GiG^ 
zu  d^,  (?3  harmonisch. 

8^82^  ist  Polare  d^'  von  d^;  folglich  liegt  der  Pol  von  d^  in 
Bezug  auf  die  Complexcurve  in  der  Ebene  von  d^  nach  ö^'^b  auf 
S^Ssf,  nun  liegen  (SjiÄgs  und  e^ffg  beide  in  d^d^;  also  muss  auch 
SiiS^a  die  genannte  Ebene  auf  6363  schneiden,  und  dieser  Schnitt  ist 
der  Pol;  er  ist  der  vierte  harmonische  zu  P,  der  auf  (?^  liegt,  in  Bezug 
auf  die  beiden  Puukte,  in  denen  e^^a  jene  Complexcurve  schneidet. 
Nun  ist  aber  die  involutorische  Correspondenz  auf  h^^^G^^^  eine 
(Doppel-)  Involution  mit  P  und  O^g  als  Doppelpunkten;    also  ist  O^j 
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der  vierte  harmonische  Punkt.  Somit  geht  die  Polare  dl  von  ä^  durch 
Ojg  und  ebeüso  durch  0,^;  sie  ist  also  sowohl  S^^S^^  als  auch  02^0^^. 

Folglich  ist  die  Ebene  der  6  Punkte  On;  identisch  mit  der  Ebene 
der  3  Polaren  <?/,  d^,  d^'. 

Polarebene  %  mies  Fmiktes  F  in  Besug  auf  F^  ist  also  auch  dir. 
Ebene  der  Polaren,  in  Bezug  auf  F^,  der  3  Biagonalkanteti  des  Vier- 
kants der  vo}i  P  amgekendm  süigtilärcn  Strahlen  oder,  was  dasselbe  ist, 
des  Vierflachs  äei  diese)%  Strahlen  mgehörigen  singulären  Ebenen,  und 
die  3  Polarm  bilden  den  Schnitt  dieses  Diagonaldreihants  mit  der  Polar- 
ebene, wobei  jede  Seite  dieses  Dreiseits  als  Polare  der  durch  die  Gegen- 


Die  Polare  d-^  welche  m  der  Seitenfläche  d^d^  ^  C^s'^'s»  '^i'**)  "ißs 
Diagonaldreikants  (Z^  ?j  1^  die  Punkte  Ojg,  0^^  auf  fe^j ^ e^ ög ,  h^^^^ß^^ß^ 
verbindet,  ist  zugleich  Polare  von  P  in  Bezug  auf  die  Complescurve 
in  dieser  Ebene,  da  diese  ja  Ä^j  und  \^  harmonisch  zu  P  mii3  0^^, 
bezw.  P  und  Oj^  schneidet. 

Also  hmn  man  drittens  die  Polarebene  %  von  P  in  Bemig  auf  F^ 
auch  definiren  als  Ebene  der  3  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  die  Com- 
plexcurven  in  den  Ebenen  des  mehrfach  ertvahmten  Diagonaldreikants. 

Die  3  Geraden  d^',  d^,  d^  gehören  sowohl  su  (2,  3)',  als  m  (2,  3)". 

Die  beiden  Tetraeder  der  Si  und  der  T,-  beßnden  sich  in  liarmonischcr  ö 
Homologie  mit  P  und  7t'  als  Centrum  und  Ebene.  In  der  That,  die 
Schnitte  des  singulären  Strahles  S;  mit  0  sind  Si  doppelt  und  die 
beiden  Punkte  B/,  B"  des  Complex-Punktepaars,  von  dem  s,-  die 
Doppellioie  ist;  also  haben  wir,  wenn  0;  der  Schnitt  von  s,  mit  a 
ist,  nach  der  Relation  der  dritten  Polare: 

PO;        PS.  ~  FB.-     '    PBg"'' 

nun  ist  aber  T;  zu  P  harmonisch  in  Be^ug  auf  die  beiden  Bt  (Nr.  571), 
also: 

FBj  "^  FBj  "^  'PT'i ' 
daher; 

1'  0.  FS;  ^    F'fi ' 

d.  b.  P  und  0;  sind  zu  Si  und  Ti  harmonisch. 

Die  entsprechenden  Kanten  SiSt  und  TiTn  der  beiden  Tetraeder 
treffen  sich  also  auf  je'. 

Wir  fanden  in  Nr.  572,  dase  die  Polare,  in  Bezug  auf  F^,  eines 
jeden  Strahls  von  (P,  ff;)  durch  Tt  geht;  der  Strahl  e.es  gehört  ebenso 
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zu  (P,  Gk);  also  ist  seine  Polare  2(2*.  Die  F^-Folamn  der  G  Schnitt- 
linien hik^SiOt,  Strahlen  von  (2,  3)',  sind  die  Kanten  TiTk  des  Tetra- 
eders der  Ti. 

Somit  liegt  der  Pol  der  Ajg  in  Bezug  auf  die  Complexcurve  in 
der  Ebene  Äij^igi  oder  d^d^  auf  T-^T^,  ferner  auf  0^20g^,  welche  die 
Polare  von  P  nach  dieser  Curve  iat  (Nr.  571).  Er  wird  also  von  \^ 
durch  die  Tangenten  derselben  aus  P  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
Kanten,  in  denen  (P)  von  der  Ebene  d^d^  geschnitten  wird,  harmonisch 
getrennt;  folglieh  liegt  er  in  der  Ebene  s^s^,  der  Polarebene  von  h^^ 
in  Bezug  auf  diesen  Kegel,  ist  daher  der  Schnitt  der  O^^^u^^i^^n 
mit  dieser  Ebene,  demnach  der  auf  Sj^S^  gelegene  Punkt  Sj^-  Somit 
sind  die  6  PunMe  S^^i  •  •  ■  die  Begegnungspwnlcte  entsp-echeiider  Kanten 
der  beiden  Tetraeder. 

Die  3  Strahlen  dl,  d^',  d^  oder  S^S^^^,  ...  (oder  O^^O^^,  . . .) 
verhinden  die  auf  Gegenkanten  liegenden  von  diesen  Turikt&i. 

Da  die  Complexcurve  ia  der  Verbindungsebene  zweier  singulärer 
Strahlen  Sj,  s*  diese  in  S,-,  Sk  berUhrt,  so  ist  SiSk  Polare  von  P  für  sie. 

Demnach  sind  die  6  Kantmt  des  Tetraeders  der  St  Sirahlen  der  Con- 
gruens  (2,  3)". 

575  Wir    untersuchen   die   Begelseliaar-Reihen   bei    den    Congrueii'/eu 

(2,  3)'  und  (2,  3)". 

Beschreibt  l  im  Bündel  P  einen  durch  s,-  gehenden  Büschel,  so 
sondert  sich  von  der  cubischen  Regelflilche  der  l'  ein  Büsche!  (S^,  fff)  ab 
(Nr.  569);  es  bleibt  eine  Regelschaar,  und  wir  erhalten  so  d  Begel- 
sekaar-Eeihen  in  (2,  3)'. 

Ebenso  haben  wir  gefunden:  wenn  eine  Ebene  in  P  eiuen  Ebenen- 
büschel beschreibt,  so  erzeugt  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  die 
Compiexenrve  eine  eubisehe  Regelfiäche  (Nr.  567).  Liegt  die  Axe  des 
Ebenenbüschels  in  einer  der  4  Ebenen  ff;,  so  bleibt,  wiederum  nach 
Absonderung  eines  Sfcrahlenbüschels,  eine  Regelschaar,  und  wir  haben 
so  4  Jiegelschaar-lieihen  von  (2,  3)". 

Von  den  Polaren  der  Strahlen  eines  Büschels  (P,  jt)  treifsn  3 
eine  Gerade  m  (Nr.  567);  folglich  erzeugen  die  Geraden  in  P,  deren 
Polaren  die  m  treffen,  einen  Kegel  3.  Ordnung;  demnach  entsteht  durch 
die  Polaren  der  Kanten  eines  beliebigen  Kegels  2,  Grades  aus  P  eine 
Regelfläche  6.  Grades,  Für  jeden  Kegel  2.  Grades,  welcher  durch  die 
4  Strahlen  sj  geht,  reducirt  sich,  durch  Absonderung  von  4  Strahlen- 
büseheln,  diese  Regelfläche  auf  den  2.  Grad,  und  so  erhalten  wir  die 
fünfte  Uegelsehaar- Reihe  in  (2,  3)'. 

Die  Geraden  von  (2,  3)",  welche  m'  treffen,  erzeugen  eine  Regel- 
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fläche  5.  Grades,  auf  welcher  P,  wegen  des  Kegels  (P)  von  (2,  3)", 
doppelt  ist;  daher  umhüllen  die  Ebenen  von  F,  zu  deren  Complex- 
CTirven  die  Erzeugenden  dieser  Fläclie  als  Polaren  von  P  gehören,  den 
Tangential ke gel  aus  P  an  jene  Regelfläehe,  einen  Kegel  3.  Klasse,  und 
die  Polaren  von  P  nach  den  Complescurven  in  den  Be rühr ungs ebenen 
eines  Kegele  2.  Klasse  aus  P  erzeugen  eine  Eegelfläche  6.  Grades. 
Berührt  dieser  Kegel  aber  die  4  Ebenen  6;,  so  bleibt  eine  Regelschaar, 
und  wir  bekommen  auf  diese  Weise  die  fünfte  Eegelschaar-Beihe  in 
(2,  3)-. 

Diese  leisten  Begelschaar-Beihm,  welche  in  dem  einen,  wie  in  dem 
andern  Falle  sich  durch  ihre  Entatehungsweise  von  den  übrigen  unter- 
scheiden, stehen  in  der  Confocalitäts-Bezielmng  m  einander,  dass  die  einen 
Begelschaaren  die  Leitsckaaren  der  andern  sind. 

In  der  That,  es  sei  x"  die  Polare  Yon  P  nach  der  Complexcurve 
in  der  Ebene  |  von  P,  also  ein  Strahl  von  (2,  3)",  so  ist  sie  einfache 
Leiigerade  der  cubischen  Regelfiäche  der  Polaren  der  Strahlen  von 
(P,  §),  und  die  Uegelfläche  5.  Grades  der  Strahlen  von  (2,  3)',  welche 
x"  treffen,  zerfällt  in  diese  cubische  Eegelfläche  und  eine  Regelschaar, 
für  welche  x"  auch  Leitgerade  ist,  da  sie  für  die  vollständige  Fläche 
doppelte  Leitgerade  ist.  Die  Geraden  von  P,  zu  denen  als  Polaren 
die  sämmtlichen  x"  treffenden  Geraden  von  (2,  3)'  gehören,  erzengen, 
wie  wir  eben  fanden,  einen  Kegel  3.  Ordnung,  der  auch  die  Strahlen 
s,-  enthält,  weil  je  eine  Polare  die  x"  trifft.;  von  ihm  bat  sieb  (P,  |) 
abgesondert,  der  cubischen  Eegelfläche  entsprechend;  es  bleibt  ein 
durch  die  s,-  gehender  Kegel  2.  Ordnung,  dem  die  Regelschaar  ent- 
spricht, so  dass  diese  der  fünften  Reihe  angehört. 

Also  ist  jeder  Strahl  von  (2,  3)"  Leitgerade  einer  Regelschaar 
der  fünften  Reihe  von  (2,  3)';  und  äbnlieb  umgekehrt, 

Die  Geraden  l,  deren  Polaren  l'  eine  gegebene  Gerade  g  treffen,  576 
erzeugen  einen  Complex  3.  Grades  (Nr.  568),  Ein  Büschel  (P,  n) 
ist  dem  Bündel  P  und  einem  Strablengebüsche  [q]  gemeinsam,  dessen 
Axe  g  in  jt  liegt.  Der  Complex  3.  Grades  [q]",  der  zu  q  gehört,  und  die 
Oongruenz  (2,  3)"  der  Geraden,  deren  Polaren  durch  P  gehen,  haben 
eine  Regelfläche  vom  Grade  3(2  +  3)  gemeinsam  (I,  Nr.  35).  Eine 
Gerade  dieser  Kegelfläche  hat  ihre  Polare  in  [q]  und  in  P,  also  in 
(P,  jt),  wenn  sie  nur  eine  Polare  hat,  wenn  sie  also  nicht  singulärer 
Strahl  von  F^  ist.  Während  alle  singulären  Strahlen  zu  [g]^  gehören, 
bilden  die  in  (2,  3)"  enthaltenen  eine  Regelfläche  8.  Grades,  die  Fläche 
der  Doppeliinien  der  Complex-Punktepaare,  deren  Ebenen  durch  P 
gehen  (i?;iv  ^  8  in  Nr,  530);  denn  dieselben  sind  ja  die  Polaren  von 
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P    nach    diesen    Punktepaareii.      Somit    bleil)t    oine    Eegelfiäclie   vom 
7,  Grade  und  wir  haben; 

Die  Geraden,  deren  Tolareii  in  Jieziig  auf  F^  einen  StraMenhüscIiel 
erfülim,  bilden  eine  Eegelfläche  7.  Grades.*) 

Weil  dieselbe  mit  einem  Gewinde  F  7  Strahlen  und  mit  einem 
Complexe  n*^"  Grades  In  Strahlen  gemeinsam  hat,  so  ergiobt  sich 
weiter: 

Die  Polaren,  in  Bezug  auf  F^,  der  Geraden,  welche  einem  Getvinäe 
angehören,  oder  im  iesondem  der  Gnaden,  welche  eine  gegebette  Gerade 
treffen,  erzeugen  einen  Complex  7.  Grades. 

Die  Polaren,  in  Bezug  auf,  F^,  der  Strahlen  eines  Com^lexes  n*^" 
Grades  erseugen  einen  Gomplex  7m*™  Grades;  wenn  jener  Complex  der 
F^  selbst  ist,  ao  zerfällt  der  Polaren-Complex  14.  Grades  in  F^  und 
den  Tangenten  -  Complex  12.  Grades  der  singulären  Fläche  0,  wobei 
letzterer  allein  von  den  singulären  Strahlen  von  F^  herrührt. 

Wenn  ein  l'  oder  l  einen  Bündel  oder  ein  Feld  beschreibt,  so 
besehreibt  l  oder  l'  eine  Congruenz  (2,  3),  bezw.  (3,  2);  daraus  folgt 
vermöge  des  Satzes  von  Halphen  (I,  Nr.  34)  über  die  Anzahl  der 
gemeinsamen  Strahlen  zweier  Congruenzen; 

Wenn  eine  Gerade  l  oder  V  sich  durch  eine  Cmgruens  {m,  n)  be- 
wegt, so  durchlimft  l'  oder  l  eine  Congruenz  (2m  +  3n,  3m  -j-  2«). 

Ist  jene  Congruenz  beispielsweise  der  Schnitt  des  zu  Grunde 
liegenden  Complexes  F^  mit  einem  Gewinde  F;  so  zerfällt  die  Con- 
grnenz  (10,  10)  der  Polaren  in  diese  Congruenz  2.  Grades  und  eine 
vom  S.  Grade,  welche  durch  die  Büschel  (S,  ö)  gebildet  wird,  die  zu 
den  in  der  Sehnitteongruenz  F^F  befindlichen  singulären  Strahlen  von 
F^  gehören.  Wir  erwähnten  eben,  die  singulären  Strahlen,  deren  zu- 
gehörige singulären  Ebenen  durch  einen  Punkt  0  gehen,  erzeugen  eine 
Regeifläche  8.  Grades,  von  welcher  8  Gerade  in  F  sich  befinden;  von 
ihren  Büscheln  [S,  o)  geht  je  ein  Strahl  durch  0;  und  dual  ergiebt 
sich  die  Klasse. 

Weil  einem  Büschel  von  Strahlen  l  eine  eubische  Eegelfläche  von 
l'  correspondirt,  so  entspricht  einem  Complexe  n^^"  Grades  von  V  ein 
Complex  Sn*^"  Grades  von  l;  weil  jener  aus  jedem  Strahlenbüsehel  (5",  e) 
n  Strahlen  enthält,  so  gehört  die  Congruenz  S  der  singulären  Strahlen 
SU  diesem  n-fach.  Der  Schnittcougraenz  zweier  Complexe  w*™,  bezw. 
«'""  Grades,   gebildet  durch  V,  correspondirt  daher,  nach  Abzug  von 


*)  Hier  beflmlet  eicli  bei  Segre,  Sulla  Geonietiia  de1la  vetta  Nr.  132, 
irrige  Behauptung. 


y  Google 


Die  Pokie  einer  Geraden,  die  Pülarebcne  eines  Puiiktps  n,  s.  w.  8S> 

S,  eine  Congruenz   von  Strahlen  l,    deren   beide   Grade   dnn  —  inn' 
=  5mw'  =  2nn'  +  3«jj'  sind. 

Die  zu  zwei  Punkten  P,  Q  gehörigen  Congruenzen  (2,  3)"  haben  577 
2  -  2  -]-  3  ■  3   Strahlen  gemeinsam;    4   von   ihnen  sind  die  singulären 
Strahlen  in  den  durch  VQ  gehenden  singulären  Ebenen.  Die  9  übrigen 
haben  alle  die  Gerade  FQ  zur  Polare. 

Wahrend  also  jeder  StraJd,  im  allgeinemen,  emileiiUg  mne  Polare 
in  Bemg  auf  F^  hestunmt,  gehört  er  nmgekehrt  zu  S  Geraden  als  Polare.*) 

Es  sei  }  eine  von  den  9  Geraden,  deren  Polare  V  mit  einer  ge- 
gebenen Geraden  q  zu&ammenfällt.  Wenn  {x,  |)  ein  duich  l  gelegter 
Strahlenbüschel  ist,  so  gehört  q  zur  cubisehen  Regelfläche  der  Polaren 
seiner  Strahlen  ah  Erzeugende  und  trifft  nur  eine  andere  Erzeugende; 
d.  h,  in  dem  Büschel  gieht  es  nur  einen  von  l  verschiedenen  Strahl, 
dessen  Polare  die  g  schneidet. 

Balier  sind  die  9  Strahlen,  wdcfte  eine  Gerade  q  mr  Polare  in 
Besng  auf  F^  Jiahen,  Doppelstrahlen  des  Complexes  3.  Grades  der  SUahlm, 
deren  Polaren  q  treffen. 

Jede  von  ihnen  ist  für  alle  Complexcurven  in  den  Ebenen  ""1  durch 
sie  Polare  der  g  (oder  des  Spurpunktes  von  q  in  |),  und  für  alle 
Compleskegei  aus  Punkten  X  auf  ihr  Polare  der  q  (oder  der  Ver- 
bindungsebene mit  X). 

Die  9  StraJüen,  welche  je  dieselbe  Gerade  mr  Polare  haben,  bilden 
eine  in  sich  geschlossene  Gmp^:  jeder  Strahl  "des  E-auma  gehört,  im 
allgemeinen,  nur  zu  einer  solchen  Gruppe. 

Weil  die  T^-Polare  eines  Strahles  eines  Punda,mental- Gewindes 
Fi  ebenfalls  diesem  Gewinde  angehört  (Nr.  541),  so  muss  dasselbe, 
7-fach  gerechnet,  den  Complex  7.  Grades  darstellen,  den  die  f^-Po- 
laren  seiner  eigenen  Strahlen  bilden.  D.  h.  von  den  9  Sh-aMen,  für 
welche  ein  Strahl  mn  Fi  Polare  nach  F^  ist,  befinden  sich  7  auch  in  Fi. 
Wie  es  sieh  mit  den  beiden  übrigen  verhält,  werden  wir  später 
(Nr,  686)  besprechen. 

Wir  fanden   oben  (Nr.  573)   für  einen  Punkt  P  und  seine  Polar-  578 
ebene  jt'  in  Bezug  auf  F^  folgende  Eigenschaft: 

Dasjenige  Polar-Dreikant  des  Kegels  (P),  welches  das  Diagonal- 
Droikant  des  Vierkants  der  von  P  ausgehenden  singulären  Strahlen 
von  F^   (oder  des  Vierflachs   der  zugehörigen  singulären  Ebenen)  ist, 

*)  Wohl  zuerst  von  W,  Stahl  a,  a.  0.  gefunden. 
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schneidet  %  in  einem  Dreiecke,  und  jede  Seite  dieses  Dreiecks  ist  so- 
wohl Polare  von  P  in  Bezug  auf  die  Complescurve  in  der  sie  ent- 
haltenden Ebene  des  Dreikauts,  als  auch  Polare,  in  Bezug  auf  V^, 
der  dieser  Ebene  gegenüb erliegenden  Kante  desselben. 

Wir  wollen  nunmehr  zeigen,  dass  schon  ein  heliebiges  Folar-Drd- 
liant  des  Kegels  (P)  Bur  Folarebene  ro'  fuhrt. 

Es  sei  ro  irgend  eine  Ebene  durch  P  und  l  ihre  Polare  iu  Bezug 
auf  (P);  dann  haben  wir  zwei  cubische  Regelflächen  P',  P",  welche 
sich  in  den  zu  P  gehörigen  Congruenzen  (2,  3)',  (2,  3)"  befinden.  Die 
erste  wird  durch  die  T^-Polaren  der  Strahlen  von  (P,  ro)  gebildet,  die 
zweite  durch  die  Polaren  von  P  in  Bezug  auf  die  Complexcurven  in 
den  Ebenen  durch  l  Für  beide  ist  l  doppelte  Leitgerade  oder  Äxe 
eines  Büschels  einfacher  Berührungs ebenen.  Einfache  Leitgerade  oder 
Axe  eines  Büschels  doppelter  Berührungs  ebenen  ist  für  P'  die  Polare  jp 
von  P  in  Bezug  auf  (it),  für  P"  die  T^-Polare  V  von  l,  beide  in  tt 
gelegen  (Nr.  567). 

Um  die  doppelte  Leitgerade  einer  cubischen  Eegelfläche  entsteht 
durch  die  Ebenen,  welche  die  von  demselben  Punkte  der  Leitgeraden 
ausgehenden  Erzeugenden  enthalten,  eine  Involution,  welche  zu  dem 
Ebenenbüschel  um  die  einfache  Leitgerade  projectiv  ist,  indem  jedem 
Paare  der  Involution  die  Ebene  entspricht,  welche  die  beiden  in  seine 
Ebenen  fallenden  Erzeugenden  verbindet. 

Für  unsere  beiden  Flächen  P',  P"  sind  diese  Involutionen  iden- 
tisch. Die  Schnittkanten  von  (P)  mit  jt  oder  die  Tangenten  aus  P 
an  (jt)  sind  Erzeugende  beider  Flächen  und  führen  in  den  Ebenen 
öj,  ffg  von  l  nach  ihnen,  welche  (P)  tangireuj  zu  einem  gemeinsamen 
Paare  der  Involutionen.  Es  seien  tTj,  Jt^  zwei  nach  (P)  conjugirto 
Ebenen  durch  l,  sodass  rejc^Kg  ein  Polar- Dreikant  von  (P)  ist.  Da 
n^  Polarebene  von  i^  ^^  ;r;rg  ist,  so  liegt  die  r^-Polare  l^'  von  l^  in  jEj. 
Sie  geht  auch  durch  den  Pol  von  l,  nach  (iTg)  und  begegnet  sich  in 
ihm  mit  der  Polare  p^  von  P  nach  (%);  l  und  !,_  sind  conjugirt  in 
Bezug  auf  (P),  also  harmonisch  zu  den  Sehnittkauten  von  (P)  mit 
ffg  oder  den  Tangenten  aus  P  an  (jt^),  daher  conjugirt  in  Bezug  auf 
(%)>  jener  Pol  liegt  auf  i;  und  so  haben  wir  zwei  von  demselben  Punkte 
von  l  ausgehende  Erzeugenden  von  P'  und  P",  welche  in  Ebenen  jtj, 
jTj  durch  l  liegen,  die  nach  (P)  conjugirt  sind.  Wenn  die  zweite  Er- 
zeugende der  P'  aus  jenem  Punkte  von  i  in  der  Ebene  n:/  durch  l 
liegt  und  ^^'  dieser  in  Bezug  auf  (P)  conjugirt  ist,  so  geht  die  in  ü^' 
befindliche  Erzeugende  von  P"  auch  durch  den  Punkt,  Also  ist  %^,  ro/ 
ein  Paar  der  zu  P'  und  %,  tc-,'  ein  Paar  der  zu  P"  gehörigen  Invo- 
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lution.  Nun  sind  G^,  6^  die  Doppelelemente  der  Involution  (rt^^r^, 
ff/jtj');  also: 

demnach  sind  ß^eg,  ^\^i,  ^Jt/  in  Involutiou;  oder  die  Involution 
(0,63,  Tt^-!t{')  ist  identisch  mit  {o^Q^,  iKgjEg'). 

Die  Projecfcivität  dieser  Involution  zu  den  beiden  Ebeneubüscheln 
um  die  einfachen  Leitgeraden  %i  und  V  macht  diese  so  projeetiv,  dass 
zwei  Ebenen  sich  entsprechen,  welche  die  je  in  der  nämlichen  Ebene 
durch  l  enthaltenen  Erzeugenden  von  P'  und  P"  in  sich  aufnehmen, 
und  da  Ji  sich  selbst  entspricht,  so  sind  die  Ebenenbüschel  perspectiv 
und  haben  also  eine  Perspectivitäts-Ehene, 

Wenden  wir  uns  uan  zu  dem  Polar -Dreiflache  31:11^313  von  (P) 
zurück.  Es  hat  in  jeder  Ebene  zwei  Polaren:  in  ir  die  P^-Polare  V 
der  Gegenkante  l^x^n^  t^^^'^  ^i^  Polare  p  Yon  P  nach  (je),  in  % 
ebenso  l^,  Pj,  in  %  :  l^,  f^.  Die  l,  .  . .  gehören  zu  (2,  3)',  die  p,  ■ .  ■ 
zu  (2,  3)".  Weil  p  und  l(  in  it  und  «^  üegen,  zwei  in  Bezug  auf  (P) 
conjugirten  Ebenen,  so  schneiden  sie  sich  (in  dem  Pole  von  \  nach 
ix])\  ebenso  schneidet  jp  die  l^,  p^  die  V  und  l^',  p^  die  t  und  l^';  und 
wir  haben  ein  Hyperboloid,  in  dessen  einer  Regelschaar  V,  l^,  l^  sich 
befinden,  während  p,  p^,  p^  zur  andern  gehören.  Die  Ebenen  l  p, 
liPi',  l^p^  oder  31,  Kj,  sTj,  welche  durch  P  gehen,  berühren  in  den 
Punkten  l'p,  . . .,  und  deren  Verbindungsebene  ist  die  Polarebene  von 
P  nach  dem  Hyperboloide,  weiche  wir  —  da  sie  sich  mit  der  Polar- 
ebene von  P  nach  F^  identisch  herausstellen  wird  —  mit  %  bezeichnen 
wollen.  Es  erhellt,  dass  sie  die  Strahlen  in  sich  aufnimmt,  welche  in 
den  drei  Ebenen  von  P  durch  V,  p;  l{,  p-^^\  l^,  p^  harmonisch  getrennt 
sind.  Wenn  also  in  einem  hesondern  Falle  V,  Ij,  l^'  mit  p,  p^,  p^ 
identisch  werden,  so  fallen  diese  3  Strahlen  selbst  in  w'. 

Sind  P',  P"  die  zu  (^31^%  gehörigen  cubischen  Begelflächen, 
so  liegen  l^  und  p,,  l^  und  p^  in  entsprechenden  Ebenen  der  per- 
spectiven Ebenenbiischel  um  die  einfachen  Leitgeraden  p  und  V  und 
unsere  Ebene  %'  ist  die  Perspectivitüts-Ebene.  Sie  bleibt  daher  fest, 
wenn  wir  das  Polar-Dreikant  3tJ[j%  so  ändern,  dass  wir  %  und  daher 
auch  l  festhalten. 

Hat  nun  aber  das  Polar-Dreikant  %i  %^  Tt^  mit  ^t^  %^  %  keine 
Ebene  gemein,  so  führen  wir  jenes  unter  Festhaltung  von  Jt/  und 
dieses  unter  Festhaltuug  von  jt,  je  in  ein  Polar-Dreikant  über,  das  die 
Ebene  (n^n^,  ?[/%')  enthält;  die  Einschiebung  dieser  beiden  Polar- 
Dreikante  zwischen  jene  lehrt,  dass  bei  allen  Polar -Dreikanten  von 
(P)  sich  dieselbe  Ebene  %    ergiebt. 

Sie  wird  so  eindeutig  dem  Punkte  T  zugeordnet. 
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Nehmen  wir  dasjenige  Polar-Dreikant,  das  zu  dem  Vierkant  der 
singuliirea  Strahlen  aus  P  als  Diagoual-Dreikaiit  gehört,  so  sind  die- 
selben drei  Linien  zugleich  l,  ?/,  ?/  und  p,  Pi,  p^  (Nr.  573),  und  wir 
haben  den  oben  erwähnten  Specialfall;  ihre  Ebene  ist  also  unsere 
jetzige  Ebene  tc,  nach  dem  früheren  Ergebnisse  aber  auch  die  Polar- 
ebene von  P  nach  P*;  und  demnach  haben  wir  für  dieselbe  folgende 
Construction  erhalten. 

Es  sei  KjEjjEg  E3  ii^ig  ein  beliebiges  Polar -JDreikant  von  (P);  die 
r^'Polaren  l',  l^',  l^  von  l,  l^,  \  gehören  dann  m  der  einen  und  die 
Folarell  p,  Pi,  p^  von  P  nach  den  Cwrveti  (n),  (ii^),  (ita)  mr  andern 
Schaar  eines  Syperboloids.  Die  Polarebene  von  P  in  Sezug  auf  dasselbe 
oder  die  Ebene  der  drei  Strahlen,  die  von  P  durch  l'  und  p,  II  vmd  p^,  l^ 
wid  p^  harmonisch  getrennt  werden,  ist  die  Polar^jene  von  P  in  Bemg 
auf  r^  odei-  in  Bezug  auf  0  als  Fläche  4.  Ordntmg. 

Wir  dualisiren:  Es  sei  PP^P^'^ll^l^  ein  Polar-Dreieck  der  Com- 
plexcurve  (je);  die  F^-Polaren  V,  l{,  l^  von  l,  l^,  I2  gehören  m  der  einen 
und  die  Polaren  p,  p^,  p^  von  %  in  Bemg  auf  die  Kegel  (P),  (P^),  (Pg) 
m  der  andei-n  Schaar  eines  Hyperboloids.  Der  Pol  von  at  in  Bezug  auf 
dieses  Hyperboloid  ist  fest:  der  PolarpunU  P'  der  Ebene  ^  in  Bemg 
auf  r^  oder  in  Bezug  auf  0  als  Fläche  4.  Klwise  Wir  unterscheiden: 
„Polarpunkt^^  umd  „Pol".  P  ist  Pol  von  n,  abet  nicht  Polarpunkt;  die 
Bemkung  ist  nicht  reciproh.  Während  eine  Ebene  mn  einen  PolarpunU 
hat,  besitzt  sie  11  Pole,  d.  h.  ist  für  11  Punhte  Polaiebene,  die  11  Punkte 
nämlich,  in  denen  sich  die  ersten  Polaren  von  irgend  3  Punkten  in 
ihr  in  Bezug  auf  <&  als  Fläche  4.  Ordnung,  ausser  in  den  16  Doppel- 
punkten, durchschneiden. 

Wir  haben  eben  gesehen;  In  jeder  Ebene  %  durch  P  liegen  V, 
die  jT^-Polare  der  Polare  l  von  %  nach  (P),  und  p,  die  Polare  von  P 
nach  {%),  und  schneiden  sieh  auf  der  Polarebene  %'  von  P  nach  I^ 
derartig,  dass  der  'Schnitt  arre'  von  P  harmonisch  getrennt  ist  durch 
l    und  p 

Dahet  sind  die  betdm  su  P  gehmiqen  Congiuenzen  (2,  3)',  (2,  3)", 
iielche  durch  V  und  p  etzeugt  upyden,  m  der  ha}monischm  Homologie 
entsprechend,  welche  P  und  seine  Polai  ebene  %  ziun  Centrum  tmd  mr 
Ebene  hat,  die  3  Strahlen  in  m,  so  wie  die  Punkte  0,*  und  der  Com- 
plexkegel  (P)  entspieehen  sich  selbst  die  S  entsprechen  den  T, 
(Ni  574)  und  die  eincin  0  ^  m  Bezug  lut  (2  3)  zugehörige  singulare 
Ebene  derjenigen,  welche  ihm  für  (2,  3)    zugehört. 

579  Es    seien   l^^}   ^2    ^^^   beiden   Leitgeraden  des   Strahlennetzes,  in 

dorn  sich  die  Fund  amental- Gewinde  r\,  V^  von  T^  durchschneiden;  sie 
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befinden  sich,  wegen  der  gegenseitigen  Involution  der  Fundamental- 
Gewinde,  in  den  vier  andern  Fg,  ...  Tg.  Wir  legen  durch  ^13  eine 
Berühr ungsehene  6  an  ^  mit  dem  Berührungspunkte  5*;  die  zweiten 
Berlihnmgspunkte  der  6  in  S  berührenden  Doppel  tan  geilten  sind  die 
Nullpunkte  von  fl  in  Bezug  auf  F^,  ...  T^;  demnach  liegen  4  auf  üig . 

Die  in  Bezug  auf  eine  Curve  4.  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte 
genommene  erste  Polare  dieses  Punktes  hat  ihn  auch  zum  Doppel- 
punkte mit  denselben  Tangenten  und  wird  von  jedem  durch  ihn  gehenden 
Strahl  nochmals  in  einem  Punkte  geschnitten,  der  dem  Doppelpunkt 
harmonisch  zugeordnet  ist  in  Bezug  auf  die  beiden  weiteren  Schnitte 
mit  der  Grundcurve.  Sie  geht  durch  die  Berührungspunkte  der  6  vom 
DoppeJpunkte  kommenden  Tangenten.  Von  diesen  liegen  in  unaerm 
Falle  4  auf  l^^i  also  zerfällt  die  Polare  in  diese  Gerade  und  die  beiden 
Doppelpunkts-Tangenten.  Der  dritte  Schnitt  mit  der  Polare  liegt  im- 
mer auf  1^2-  Infolge  dessen  ist  die  Curve  S0  zu  sich  selbst  in  har- 
monischer Homologie  mit  S  und  ?,g  als  Centram  und  Äxe.  Die  wei- 
teren Tangenten  aus  S  haben  ihre  Berührungspunkte  in  S,  weil  nicht 
auch  auf  I,^;  der  Doppelpunkt  hat  also  zwei  dreipuuktige  Tangenten, 
welche  dann  für  $  vierpunktige  Tangenten  sind. 

Die  Nullpunkte  von  0  für  ^^,  V^  fallen  demnach  beide  in  S;  das 
bedeutet,  daas  S  auf  der  zweiten  Leitgeraden  l^^'  ^""i  AA  li^gt. 
Unter  den  Strahlen  von  {S,  e)  befindet  sich  der  sioguläre  Strahl  s; 
seine  weitereu  Schnitte  mit  6^  bilden  das  Comp  lex- Punk  tepaac  (0); 
also  ist  S  zu  sl,^  harmonisch  in  Bezug  auf  dasselbe,  oder  S  der  Pol 
von  ?iä  für  diese  Complexcurve  einer  Ebene  durch  l^^;  er  Hegt  daher 
auf  der  T^-Polare  von  l^^.  Eine  zweite  Berührungs ebene  durch  ^^ 
hringt  uns  einen  zweiten  Punkt,  der  auf  \^'  und  dieser  Polare  liegt; 
also  fallen  beide  Linien  zusammen. 

Die  30  Leitgeraden  der  StraMenneise ,  in  denen  sich  swei  Ftmda- 
mental-Gewinde  von  P^  äiirchdringen,  haben  je  die  andere  Leitgerade  zur 
Polare  in  Besug  auf  F^,  so  dass  tvir  so  15  Paare  von  Geraden  gefunden, 
hohen,  hei  denen  Beciprocität  statt  Jtat. 

Wir  fanden  dies  schon  in  Nr.  546  auf  andere  Weise. 

Und  da  diese  Geraden  allen  consingulären  Complexen  gemeinsam 
sind,  so  gilt  es  für  alle,  auch  für  die  Doppel  ge winde. 

Wenn  ein  Gewinde  F  doppelt  als  Complex  2.  Grades  aufgefasst 
wird,  so  ist  die  Polare  einer  beliebigen  Geraden  l  genau  die  Polare 
in  Bezug  auf  das  einfache  Gewinde  F  (Nr.  541);  gehört  aber  l  zxt.  F 
und  damit  zu  allen  Doppelbüscheln  in  den  Ebenen  durch  sie,  so  wird 
der  vierte  harmonische  Punkt  und  die  I'^-Polare  unbestimmt.  In 
Bezug  auf  die  Doppel-Gewinde  F^,  F.^  sind  l^^,  l,^  Polaren;  in  Bezug 
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aber  auf  F^,  ...  F^,  za  denen  l,^  gebort,  ist  die  Polare  unbestiinmt 
uüd  kanu  l^^'  suin. 

j80  Jetzt    seien    l    and  V   zwei    nicht   zu   F^    gehörige   Geradeu,    von 

denen  jede  die  Polare  der  andern  ist.  Wir  legen  wiederum  duich  l 
die  Ebene  ff  tangential  an  ^;  S  sei  Berührungspunkt,  s  der  singulaie 
Strahl,  S',  Ji"  das  Punktepaar  (ff)  auf  ihm;  f,  als  Polare  von  I,  tiiflt 
daher  s  im  vierten  harmonischen  Punkte  S'  zu  s^  in  Bezug  auf  B',  B'. 
Nehmen  wir  an,  der  Kegel  (S')  zerfalle  nicht;  er  berührt  längs  s 
die  singulare  Ebene  ß;  da  V  auch  l  zur  Polare  hat,  so  muss  die 
Polarebene  von  V  in  Bezug  auf  (S')  durch  l  gehen  und  mit  6  zu- 
sammenfallen; aber  deren  Polare  ist  s,  ein  Strahl  von  F^,  was  V  nicht 
sein  soll.  Also  zerfällt  (S').  iS"  kann  dann  nur  der  Berühr ungapunkt 
S  sein;  denn  z.  B.  der  zu  J3'  gehörige  singulare  Strahl  muss,  als 
Doppellinie  des  Ebenenpaars  (S'),  in  der  Polarebene  von  l'  nach  (U') 
liegen,  sie  ist  aber  windschief  gegen  die  in  fl  befindliche  l,  ao  dass 
nicht  auch  diese  in  derselben  Polarebene  liegen  kann.  Somit  liegen 
die  Berührungspunkte  der  vier  von  l  kommenden  Tangentialebenen 
von  $  auf  l'  und  die  der  Tangentialebenen  durch  l'  auf  l.  In  un- 
serer BerUhrungs ebene  ff,  deren  Berührungspunkt  8  auf  V  liegt,  sind 

4  von  diesem  ausgehende  Tangenten  von  ö0  die  Spuren  der  vier 
von  V  kommenden  Tangentialebenen,  weil  deren  Berührungspunkte 
auf  l,  also  auf  e  liegen  und  damit  Berührungspunkte  der  vier  Spuren 
werden.    Daher  ist  ff  ^  zu  sich  selbst  in  harmonischer  Homologie  mit 

5  und  l  als  Centrum  und  Äxe.  Die  Nullpunkte  von  ff  in  Bezug  auf 
4  Fundamental-Gewinde  liegen  auf  l,  die  beiden  andern  in  S;  demnach 
ist  l  jenen  Gewinden  gemeinsam  und  die  eine  Leitgerade  des  Schnitt- 
Strahlen  netz  es  der  beiden  andern;  V  ist  dann  nach  dem  obigen  Be- 
weise die  andere  Leitgerade. 

Also,  abgesehen  von  den  Geraden  des  Complexes,  haben  nur  die  15 
Paare  Ldtgeraden  der  Fundamental-Strahlennetse  die  Eigenschaft,  gegen- 
seitig Folarell  in  Bemg  auf  F^  gti  sein. 

Diese  Geraäenpaare,  und  sie  allein,  sind  so  beschaffen,  dass  die  4 
Beriikrungsebenen  der  singulören  Fläche,  die  von  der  einen  Geraden 
hommm,  auf  der  and&rm  tangiren;  130  Berührungsehmen  von  0  schneiden 
sie  in  Ourvm  4.  Ordnung,  die  zu  sich  selbst  in  harmonischer  Homologie 
sind;  und  die  Berilh'ungspiinkte  senden  Tange'ntialkegel  an  die  Fläche 
mit  der  nämUchen  Eigenschaß. 

581  ^i'   wissen    weiter,   die   SO   Leitgeradert   hilden   X5  Fundamental- 

Teiraeder  (I,  Nr.  186);  swei  Gegeitkanten  eines  solchen  Tetraeders  gehören 
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an  dm  drei  Strahlmnetsen  sind  alle  6  Fundamentäl- 
Gemnde  leikeHigt.     Sei  ABCD^aßyS  ein  aolehes  Tetraeder. 

Ä(B,  C,  B)  ist  Polar-Dreikant  des  Kegels  {Ä);  denn  ß  ist  Polar- 
ebene von  AB,  weil  OB  deren  Polare  uaeh  T^  ist;  u.  s.  f.  Weil 
ferner  auch  AB  Polare  von  CB,  so  ist  CB  Polare  von  A  naeli  (|3), 
die  sich  also  mit  der  T^-Polare  von  AB  vereinigt;  analoges  gilt  für 
BB,  BO,  also  ist  (Nr.  Ö78  Specialfall)  «  die  Polarebeue  von  A.  Die 
duale  Betrachtung  lehrt,  dass  A  Poiarpunkt  von  a  ist. 

Dö/ier  halm  wir  in  dm  Ecken  und  Gegen^enen  der  15  Fimda- 
mmtal- Tetraeder  solche  PunJcte  und  Ebenen,  M  dene^i  die  Polarität  in 
Bemg  auf  T*  reci^rdk  ist:  die  Ecke  Jiat  die  Ebene  mr  Polarebene,  diese 
jene  mnt  Polarpunkte. 

Ea  erhebt  sich  nun  wiederum  die  Frage,  ob  dies  die  einzigen 
derartigen  Elementenpaare  sind. 

Die  Polarebeue  in  Bezug  auf  r^  ist  die  in  Bezug  auf  ®,  also 
ist  diejenige  eines  Punktes  von  $  dessen  B er ührunga ebene,  und  ebenso 
ist,  dual,  der  Polarpunkt  einer  Tangentialebene  von  $  ihr  Berührungs- 
punkt. Bemnach  iÜden  die  Funkte  von  0  und  ihre  Beriihrungsehenen 
solche  Elementenpaare. 

Es  sei  also  A,  a  ein  anderes  Elementenpaar  mit  der  Eigenschaft 
der  Reciprocität,  A  nicht  mit  a  incident. 

Weil  K  die  Polarehene  von  A  ist,  so  haben  wir  in  ihr  ein  Drei- 
eck BGB,  dessen  Seiten  den  beiden  zu  A  gehörigen  Congruenzen 
(2,  3)'  und  (2,  3)"  gemeinsam  sind;  CB,  BB,  BC  sind  sowohl  Polaren 
von  A{B,  G,  B)  in  Bezug  auf  r^,  als  auch  Polaren  von  A.  in  Bezug 
auf  die  Complexeurven  in  den  Ebenen  A{GI),  BB,  BC). 

Weil  A  Polarpunkt  von  «  ist,  so  haben  wir  in  a  ein  Dreieck 
B'C'D',  derartig,  dass  A{B',  C,  B'),  die  gemeinsamen  Strahlen  der 
zu  K  gehörigen  Congruenzen  (3,  2)'  und  (3,  2)"  durch  A,  Polaren  von 
G'B',  B'B',  B'C  in  Bezug  auf  F^  und  zugleich  Polaren  von  «  in 
Bezug  auf  die  Kegel  {B'),  {C),  (B)  smd.  Aus  ersterem  folgt,  dass 
A  Pol  von  G'B',  JfB',  B'C'  in  Bezug  auf  die  Curven  in  den  Ebenen 
ÄG'jy,  ABB',  AB'G'  ist  oder  C'Bf,  ...  die  Polaren  von  A  und  daher 
in  der  Congruenz  (2,  3)"  sich  befinden,  welche  dem  A  zugehört,  also 
mit  den  3  Strahlen  CD,  BB,  BG  dieser  Congruenz,  welche  in  k  schon 
gelegen  sind,  sich  vereinigen:  G'B'  mit  CB,  .  . .,  da  das  nur  Sache 
der  Bezeichnung  ist.     So   zeigt  sich,  dass  in   dem  Tetraeder 

ABOB{=AB'C'B') 

jede  zwei  Gegenkanten  in  beiderlei  Sinne  Polaren  sind. 

iheti   von   den    Punkten   dei-   singtdären    Fläche   und   den   m- 
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gehörigen  Beruluungsehenen ,  sind  diP  Ecken  und  die  Gegenebenen  der 
Minäamental- Tetraeder  von  r'  die  emziqen  Elemmtmpaarc,  welche  gleich 
seüig  Tunkt  imä  Filmehme,  Ehene  und  Polaipunlt  äiM 

Bemerken  wir  noch: 

Jedes  von  den  Dreiecken  eines  Fundamental-Tetraeders  ist  Dia- 
goual-Dreieck  des  Vierseits  der  4  singulären  Strahlen  seiner  Ebene, 
jedes  der  Dreikante  Diagonal-Dreikant  des  Vierkants  der  singiiläreu 
Strahlen  aus  seiner  Ecke. 

Wir  fanden  oben  in  Nr.  579,  dass  die  beiden  zu  Q^  und  C/  ge- 
hörigen Doppel  tan  geilten  von  #,  die  in  einem  der  Schnittpunkte  von 
ij2  oder  1,2  mit  $  berühren,  vierpunktige  Tangenten  sind.  Daraus 
erhellt,  dass  die  8  Punkte,  in  denen  <S  von  den  Leitgeraden  eines  Ftm- 
dammtcd^Straklennetzes  rs-Ti  getroffen  wird,  die  BegegnungspunMe  dm' 
Hau^tangenten-Curven  ßj^,  p;^  sind,  welche  den  Q^,  C^*  zugehSren 
(Nr.  551).*) 


Die  Durclimesser  uni  (Ijiiuderaxcii  eines  (omple\es  2   («lailes  '  'j 

582  Die  Polaren,  in  Bezug  auf  F^,  der  unendlich  feinen  Geraden  des 

Raums  werden,  nach  Plücker,  Dutchme'iSer  des  Complu.es  genannt 
wir  bezeichnen  sie  mit  d  und  Je  die  zugehörige  Ebenen  Stellung  oder 
unendlich  ferne  Gerade  mit  b;  die  paiallekn  Ebenen  lon  dei  Stellung  b 
nennt  man  mm  Durchmesser  d  conjugttt  imd  auch  ihn  zu  den  Ebenen 

Em  Durchmesser  d  ist  also  der  Ort  der  Mttelpunhte  der  Cnnplet- 
cunen  in  den  conjiigirten  parallelen  "Ebenen. 

Nach  der  zweiten  Eigenschaft  der  Polare  gehen  die  Polarehenen 
von  b  nach  den  Complex-Cjlindern,  welche  ihre  Spitzen  auf  b  haben, 
luidi  d  sie  enthalten  je  die  Äxen  dieser  Cylinder,  die  Polaren  d^ 
unendlich  fernen  Ebene  ®  nach  ihnen. 

Jedej  Durchmesser  wird  von  den  Axen  aller  Complexcylindm'  ge- 
ti  offen  die  dm  conjugirten  Ebenm  parallel  sind. 

Eme  Stellung  b  und  der  unendlich  ferne  Punkt  ©  des  polaren 
Duichmessers  ä  sind  Polare  und  Pol  in  Bezug  auf  die  unendlich  fenie 
Üomplexciirve  (®).***) 


*)  ßohn,  Math.  Ännalen  Bd.  18  S.  B9. 

**)  Vergl.  Plücker,  Neue  Geoffietrie  des  Raumes  S,  226,  sowie  aucli  W.  Rtiihi, 
Journal  f.  Matliem.  Ba.  91  S.  21,  Bd.  9ö  S.  215. 

***)  Statt  mit  (l£)   operirt  Plüoker  mit  einer  dnrch.  diese  Cni-ve  gehenden 
Fläche  a.  Giadee,  die  er  die  Chacakteriatik  des  Compleses  nennt.   Die  Einfühmng 
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Durch  jeden  mtendlich  fernen  Punkt  geht  ein  Dmchmesser,  ebettso 
die  Axe  eines  Oylinders  des  Complexes;  sodass  jedem  Durchmesse)-  d  eine 
parallele  OyVmderaxe  a  und  jeder  a  ein  paralleler  d  ungeordnet  ist. 

Die  Durchmesser  bilden  eit^  Congruem  3.  Ordnung  S.  Klasse,  die 
wir  (3,  2}d  nennen  woUen,  die  Cylinderaxen  eine  ebensolche  Congruem 
(3,  2).. 

Jene  ist  die  (3,  2)',  diese  die  (ß,  2)",  welche  zur  unendlich  fernen 
Ebene  gehören. 

Zu  beiden  Congruenzen  gehört,  wie  wir  wissen,  der  Tangenten- 
büsehel  von  (®);  diese  Tangenten  enthalten  die  Mittelpunkte  der  Com- 
plexparabeln  und  sind  die  Berührungskauten,  mit  ®,  der  parabolischen 
Compleseylindei 

Zwei  Duidiiiiesset  d  und  d^,  udüie  nach  uneniUich  femeiJ  PimMen 
gehen,  die  in  Semg  auf  (S)  conjugut  sind,  werden  nach  Pluckpr  eon- 
jugirt  genannt  jeder  ist  also  zu  den  dem  andon  conjugitten  Ebenen 
po/raUel. 

Zwei  Cylmdetaxen  a  und  «i  von  dfriielhen  Eigenschaft,  die  also  gu 
conjugirten  Dua^messern  paialJel  smtl,  lietisen  auch  conjugitt. 

Die  3  Durchmehser  d,  d^  d^  odei  3  Gyhndeiaxen  a,  a^,  a  ,  welche 
nach  den  Ecken  eines  Polardreiecks  von  (®)  gehen,  bilden  ein  Tripel 
conjugirter  Durchmesser  oder  Cylinderaxen. 

Ebenso  heissen  a  und  ri,  conjugirt,  wenn  a  zu  d,  einem  conjugirten 
Durchmesser  von  d^,  parallel  ist,  also  auch  zu  den  conjugirten  Ebenen 
von  dj^  oder  was  dasselbe,  wenn  d^  zu  «j,  einer  zu  a  conjugirten  Cy- 
liuderase,  parallel  ist. 

Der  obige  Satz   über   das  Schneiden  eines  Durchmessers  mit  Cy-  583 
linderasen  kann  nun  folgendermassen  ausgesprochen  werden. 

Alle  isu  einer  Cylinderaxe  Oj  conjugirteii  Durehmesser  d  treffen  sie; 
alle  0ti  einem  Durchmesser  dj  conjugirten  üylmäeraxm  a  treffen  ihn. 

Im  ersteren  Falle  entsteht  eine  cubische  HegelfUidie  (d;  a^,  welche 
a,  sur  doppelten  und  die  unendlich  ferne  Gerode  \,  von  welcher  der  su 
%  parallele  Durchmesser  df,  die  Polare  ist,  sw  einfachen  Leitgeradm  hat; 
denn  sie  ist,  wenn  wir  den  unendlich  fernen  Punkt  von  dj_  und  %  mit 
%^  bezeichnen,  nichts  anderes  als  die  cubische  Regelfläehe  der  Polaren 
der  Strahleu  von  (®,,  ®),  und  a^  ist  die  Polare  von  (ä  nach  dem 
Kegel  (®i),  bi  aber  die  Polare  von  %^  nach  (6)  (Nr.  567). 


dieser   andern    iinbeBtimmten  Fläche    eomplicirfc   jedenfalls    die    Betrachtung. 
Ferner   unterscheidet  er   hyperholoidische  nnd   elUpaoidische  Complexe,  je   nac 
dem  (@)  reell  ist  oder  nicht. 
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Im  swäten  Falle  entsteht  ebenfalls  eine  cubische  Begelfiäcke  (a;  (?,). 
Für  sie  ist  d^  doppelte  -und  die  h^  einfache  Leitgerade.  Denn  sie  ist  die 
cubische  Regelfläche  der  Polaren  von  IS  in  Bezug  auf  die  Complex- 
kegel  aus  den  Punkten  von  \  (Nr.  567). 

Wenn  a^  des  einen  Satzes  und  d^  des  andern  parallel  sind,  so 
atimmen  beide  E,egelfläcben  in  der  unendlich  fernen  einfachen  Leit- 
geraden  überein. 

Aus  jedem  Punkte  von  a^  kommt  aber  noch  ein  dritter  und  nicht 
zu  a^  conjugirter  Durehmesser;  durch  diese  Durchmesser  entsteht  eine 
Regelschaar,  welche  die  cubische  Regelöäche  zur  Fläche  5.  Grades 
aller  a,  treffenden  Strahlen  von  (3,  2)d  vervollständigt.  Da  solcher_ 
Regeischaaren  nur  co*  sein  können,  so  ergiebt  sich  jede  bei  oo^  Cy- 
linderasen,  und  wir  erhalten  so  die  verUmdenen  Begclsckaaren  ai(s 
Durchmessern  und  Cylinderaxen,  welche  die  Confocalität  der  beiden  Con- 
gruenseti  (3,  2)^  und  (3,  2}a  bemrlcen. 

Jede  der  cubischen  Eegelfläehen  (d;  Oj)  oder  {a;  d^)  hat  natür- 
lich nicht  ihre  einfache  Leitgerade,  d.  h.  die  mit  einfachen  Punkten, 
sondern  ihre  doppelte,  d.  h.  die,  deren  Ebenen  einfache  Berilhrungs- 
ebenen  sind,  in  der  andern  Congruenz,  da  es  sich  hier  um  duale 
Verhältnisse  handelt  (vergl.  Nr.  572), 

584  -Es  seien  d,  d^,  d^  drei  conjugirfp  Durchftiesbei  lon  P^,  a,  u^,  a^  die 

SU  ihnen  parallelen  Cylinderaxett,  ebenfalls  zu  (.mandn  conjugiH,  dann 
werden  «j,  a^  von  d,  a^,  a  von  d^,  a,  «^  von  d^  getroffen.  Also  ge- 
hören d,  d^,  d^  sur  einen  und  a,  a^,  a,  cut  andern  t^chaat  etneb  Hyper- 
boloids (vergl.  Nr.  578);  und  die  3  Paate  patallclei  Ebenen  ad^,  a^d; 
ad^,  «jd;  üid^,  a^di  erzeugen  eiw  Faiallelopiped,  das  a  und  d,  a^  und 
t^,  «a  und  d^  zu  Gegenhanten  und  mit  dem  eben  genannten  Hyperboloide 
den  Mittelpunkt  gemeinsam  hat.  Phickei  nennt  es  eni  Centtal-Fa- 
rallehpiped  des  Complexes.  Wir  wollen  nun  naehweiien,  dasa  .ille  diese 
oo^  Parallelopipede  denselben  Mittelpunkt  haben. 

In  der  Schaar  der  Erseiigmden  d  der  cubischen  Ilegdßäclie  (d;  nj 
haben  wir  swei  Involutionen.  In  der  einen  sind,  nach  bekannter  Eigen- 
schaft der  cubischen  Regelfläche,  mcei  erseugende  Durchmesser  d,  d'  ge- 
paart, die  von  demselben  Fnnlite  der  doppelten  Leitgeraden  a^  ausgehen. 
In  der  andern  aber  sind  swei  cot^ugirte  Durchmesser  d  und  d^  gehaart, 
die  mit  dem  zu  a^  parallelen  Durchmeaser  (?,  ein  Tripel  bilden;  denn 
sie  gehen  nach  gepaarten  Punkten  der  Involution  der  in  Bezug  auf 
(15)  conjugirten  Punkte  auf  der  einfachen  Leiigeraden  \. 

In  der  ersten  Involution  sind  insbesondere  die  beiden  von  %^  (dem 
unendlich   fernen  Punkte  von   d^   und   a,)   kommenden  Tangenten  von 
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(S)  gepaart;  sie  gehen,  da  b,  die  Polaie  von  3),  nach  (S)  isb,  nach 
den  Doppülp  unk  teil  der  Involution  auf  bj  und  sind  daher  die  Doppel- 
strahleu  der  zweiten  Involution  Aho  sind  diese  beiden  Involutionen 
harmonisch:  auch  die  Doppehtiahlen  der  ersten  bilden  em  Paar  der 
zweiten,  und  die  Strahlen,  welche  zu  den  beiden  Strahlen  eines  Paars 
der  einen  in  der  andern  gepaart  sind,  bilden  ■wiedeium  ein  Paar  der 
ersten.*) 

Wenn  also  die  beiden  erBeugenden  Durchmesser  d,  d'  von  {d;  aj 
von  dem  Ftmkte  A  von  a^  ausgehen,  so  müssen  die  conjugirten  ereeugen- 
dm  Durchmesser  d^,  d^'  die  «j  auch  i»  demselben  Ptinkte  A^  treffen.  In 
den  Oentralparallelopipeden ,  die  zu  dd^d^,  aa^a^  und  ^d^d^',  (/a^a^ 
gehören  und  welche  die  Gegenkanten  di,  a^  gemein  haben,  sind  auch 
die  Gegenebenen  da^,  d^a  des  einen  mit  den  Gegenebenen  d'ßg',  d^'a 
des  andern  identisch,  weil  die  einen  wie  die  andern  die  Punkte  A,  A^ 
mit  bi  verbinden. 

Die  Punkte  A,  A^  bestimmen  sieh  gegenseitig  eindeutig  und  io- 
volutorisch.  Da  die  beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden  von  {d;  a^ 
die  Doppelstrahlen  der  zweiten  der  obigen  Involutionen  sind,  also  jede 
zu  sich  selbst  conjugirt  ist,  so  ergiebt  sieh  der  unendlich  ferne  Punkt 
®j  als  der  eine  Doppelpunkt  der  eben  erwähnten  Involution  {Ä,  ^j) 
auf  a^  oder  (ä  als  die  eine  Doppelebene  der  Involution  \{_Ä,  A^. 

Sei  ii  die  andere  —  die  einzige  endliche  Ebene  von  der  Stellung 
&  m  welche  zi\e  lod]  igirte  Durchmesser  tallen  —  «o  bmd  die  Lbe 
1  en  b^J-       1  b  -4    von   hi  zu  beiden  Seiten  gleich  weit  entiemt     Also 

Alle  CO  Centialpatcdleiopipedfi  udcle  e  en  festen  DiiüneSi.e'  d 
und  seine xaiallele  Cjlmhiaxe  a  su  Gege^Jainten  habcfn  liaben  de  beiden 
ZI  diesen  mdt  parallelen  Gegenäiaten  von  emcr  festen  Ebene  u  welche 
die  bfellung  b^  hat  u  weide  d  pola  ist  «  beiden  Seiten  gleich  ueit 
entfernt  und  mfolge  dessen  den  nanlicJien  Mittelpi  nht ,  weil  ja  auch  die 
Mittelparallele  zwischen  (^  und  öi  fe&t  ist 

Ist  l  za  d  conj  lg  it  und  i  z  d  paiallel  also  zu  a  conjugiit 
so  haben  alle  Centraljaralleloiijede  welche  i  und  (  zu  Gegei  kanten 
haben,  denselben  Mittelpunkt  wie  die  mit  d^,  a^  als  Gegenkanteo,  weil 
in  beiden  Systemen  sich  dasjenige  befindet,  das  zu  ddid^,  aa^a^  ge- 
hört, wobei  dji,  a^  Durchmesser  und  Cylinderaxe  sind,  welche  die  Tripel 
vervollständigen. 

*)  Uebett  üb*  Ol  n  zwe      ol  he  In  ol  t    nen       t      n  n   K     el    Ln  tt  s 

snl   le  b    den  Inv  1  t    D      nt    a  g  n  B  za     a  f  den  eil  n     onja      t      na 

findet  le  cht  das  w  nu  be  d  ese  Lage  von  ^  ^  e  n  Strahl  dn  ch  ^  den  S 
m  \  \  s  hne  det  nnl  3  X  3  \  aum  zwe  ten  Male  a  1  Y  t  effen  1 1 
du  ch  3  geht 


y  Google 


100  Die  Uurthmesser  und  Cylinde rasen  eines  Compleses  2.  Grades. 

Sind  endlich  d  und  d'  zwei  beliebige  Durdunesser  von  r^,  b,  b' 
die  uaendlicli  fernen  Geraden,  zu  denen  sie  polar  sind,  d^  der  Darcli- 
measer  nach  dem  Punkte  bb'  und  a,  a,  a^  die  parallelen  Cylinderaxen, 
so  Ilaben  sowohl  die  Centralparallelopipede  mit  d,  a  als  Gegenkanten, 
als  die  mit  d',  d  als  Gegenkanten  denselben  Mittelpunkt,  wie  die  mit 
d^,  «1  als  Gegenkanten. 

Mithin  haben  in  der  That  alle  Cmtralparallelopipede  eines  Complexes 
2.  Grades  denselben  MUtelptmkt,  der  auch  gemeinsamer  Mittelpunkt  aller 
Hyperboloide  ist,  die  in  der  einen  Schaar  3  conjttgirfe  Surchnesser,  in 
der  andern  die  3  parallelen  conjugirtm  O^linderaxen  haben. 

Plücker  nennt  ihn  den  Mitte^unlU  M  des  Complexes. 

In  Bemg  auf  diesen  Mittelpunkt  M  des  Complexes  sind  die  beiden 

■  Congruenzm  (3,  2)ij  und  (3,  2)a  der  Durchmesser  und  Cylinderaxen  su 

einander  symmetrisch;    denn  je   ein  Durchmesser  d  und   eine  Cylinder- 

axe  »,  welche  parallel  sind,  liegen   zugleich   auf  einem  Hyperbel oidi», 

welches  M  zum  Mittelpunkt  hat. 

Aber  für  den  Complex  ist  M  Jcein  Symmetriecentrum;  denn  da  die 
Cylinderaxen  im  allgemeinen  nicht  durch  M  gehen,  so  würde,  wenn 
die  Symmetrie  bestände,  jeder  Complexcjlinder  einen  zweiten  zu  ihm 
parallelen  fordern,  was  dem  Grade  des  Complexes  widerspricht. 

Wird  die  duale  Construction  von  Nr.  578  auf  die  unendlich  ferne 
Ebene  angewandt,  so  werden  die  beiden  dortigen  Geraden gruppen 
V,  l{,  ?g  und  J),  ßi,  i^  ^wei  Tripel  ä,  (?,,  rf^;  a,  a^,  a^  von  eonjugirten 
Durchmessern  und  paialleien  Cylinderaxen.  Der  Satz  vom  festbleiben- 
den Mittelpunkte  dei  Hyperboloide  (d,  di,  d^;  a,  a^,  a^  und  zugehörigen 
Central-Paiallelopipede  ist  also  nur  eine  Folge  des  früheren  Satzes, 
und  der  Mütel/pHnld  des  Complexes  ist  einfach  der  Polarpunkt  der  un- 
endltcli  fernen  Ebene 

58Ö  Die  stngulaien  Elemente  der  Gongntensen  der  Durchmesser  ttnd  Cy- 

UndeiaxPn  ergeben  sich  durch  Dualisirung  der  früheren  Ergebnisse;  es 
ist  jedoch  vielleicht  nicht  ohne  Werth,  wenn  sie  in  Kürze  aufgeführt 
werden : 

Wenn  @;,  ff;  die  singulären  Punkte  und  Ebenen  sind,  die  (in  Bezug 
auf  r^)  zu  den  4  in  der  unendlich  fernen  Ebene  E  gelegenen  singu- 
lären  Strahlen  j,-  gehören,  so  sei  t,-  die  Mittelebene  des  Par  all  eichen  en- 
Paars  (©*);  ferner  sei,  da  jede  der  6  Geraden  ^;t3^®i©fc  eine  Gerade 
h  ist,  G)ii  die  andere  Doppelehene  der  Doppel-Eheneninvolution  der- 
selben neben  ®.  Dann  sind  die  15  Ebenen  IS,  ö;,  i;,  «is  die  singu- 
lären  Ebenen  für  (3,  2)^  und  (3,  2)a;  für  jene  sind  (ä  und  äie  r,-,  für 
diese  ®  und  die  U;  vom  2.  Grade.     Zu  den  singulären  Ebenen  1,  Gra- 
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des  gehören  als  singulare  Punkte:  erstens  zu  den  ßi,  bezw.  i;  die  @ij 
zweitens,  wenn  wir  den  Schnitt  von  05,-^  mit  6(ßii,  durch  den  auch  (»im 
geht,  mit  9i;t  bezeichnen,  zu  ma  die  IRjt,  bezw,  Sfti,„. 

Wir  fanden  (Nr.  583)  verbundene  liegelschaaren,  die  hesw.  am  Durch- 
messern und  Cylindem  bestehen;  jede  Gerade  «,,  di  aus  der  andern 
Scliaar  bestimmt,  als  Leitgerade,  eine  solche  Schaar;  da  es  nun  in 
(ßi,  6i),  bezw.  (@i,  r,)  je  einen  Stralil  giebt,  welcher  %,  bezw.  rf^ 
trifft,  so  geht  die  Schnittcurve,  mit  l£,  der  Trägerfläche  zweier  der- 
artigen Schaaren  durch  die  vier  Paukte  ©;;  und  umgekehrt,  jeder 
Kegelschnitt  in  @  durch  diese  4  Punkte  scheidet  aus  jeder  der  beiden 
Gongruenzen  (3,2)^,  (3,  2)o  eine  Eegelschaar  aus  (nach  Absonderung 
von  (®)  doppelt  und  4  Strahl enbüscheln,  vergl.  dual  Nr.  575).  Jeder 
Durehmesser  der  einen  Schaar  hat  die  parallele  Cylinderaxe  in  der 
andern;  so  ist  der  MiitelpunM  M  auch  Mittelpunkt  des  tragenden  Hyper- 
boloids. 

Solche  Hyperboloide,  die,  gans  mit  Durchmessern,  bezw.  Cylinderaxm 
erfüllt  sind,  haben  wir  00';  sie  sind  wohl  m  tmterscheiden  von  den  00^ 
Hyperboloiden,  die  in  der  einen  Schaar  3  conjugirte  Durchmesser,  in  der 
andern  die  parallelen  Cylinderas^en  haben  und  für  welche  M  ebenfalls 
Mittelpunkt  ist. 

Die  unendlich  fernen  Kegelschnitte  dieser  letzteren  Hyperboloide 
sind  Polardreieeken  von  (lä)  oder  (®)  harmonisch  umgeschrieben;  die 
der  obigen  bilden  den  Büschel  durch  die  ©,-,  zu  welchem  (U)  auch 
gehört.  In  diesem  Böschel  giebt  es  einen  Kegelschnitt,  welcher  (@) 
harmonisch  umgesehriehen  ist;  und  dieser  führt  dann  zu  swei  verhun- 
denen  BegelscJmaren,  welche  nicht  blos  ein,  sondern  00^  Tripel  conjugirter 
Durchmesser,  besw.  Cylinderaxen  enthalten. 

Wird  ein  Geradenpaar  des  Büschels  genommen,  z.  B.  (©i^g,  @3@4), 
so  besteht  die  Regelschaar  der  Durchmesser  aus  (Slu,  Wis),  (9^*)  ra^J 
und  die  der  Cylinderaxen  aus  (35,2,  OgJ,  (JRgj,  cJig).  Danach  sind  'Si^^ 
und  9ti4,  Üi,s  und  '^^,  9J,4  und  Jftj,  in  Bezug  auf  M  symmetrisch;  wah- 
rend die  Ebenen  g>  alle  durch  M  gehen. 

Ferner  sind  die  e*  und  tj,  die  in  den  in  Bezug  auf  M  sym- 
metrischen Gongruenzen  zu  den  unendlich  fernen  @i  gehören,  sym- 
mekisch. 

Endlich  haben  wir  3  durch  M  gehende  Durchmesser,  offenbar: 

welche  sich  mit  den  parallelen  Cylinderaxen  vereinigen.  Weil  «jg  durch 
©,©g,  (0^^  durch  ©s@4  gßht,  so  laufen  diese  3  Durehmess er- Cylinder- 
axen  nach    den   Diagonal  punkten   des  Vierecks  S;,   also   nach   einem 
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Tripel  cODJugii-ter  Pimkte  voü  (@)  und  sind  conjugirt;  jede  von  diesen 
3  Geraden  ist  nach  F^  polar  zu  der  Seite  des  Diagonaklreiecks,  durch 
deren  Gegenecke  sie  geht  (vergl.  dual  Nr.  573). 


Die  Polarität  in  Bezug  auf  eine  Congruenz  2.  Grades. 

586  In  Bezug  auf  einen  Complex  2.  Grades  F^  gehört  zu  jedem  Strahle 

l  des  ßaums  ein  Polar- Strahlen  netz,  dessen  Leitgerade  l  und  seine  Po- 
lare V  nach  F^  sind,  und  ein  Büschel  von  Polargewiuden,  den  Ge- 
winden durch  dieses  Netz. 

Ebenso  gehört  in  Besug  auf  eine  Congrumz  ä.  Grades  O  su  federn 
Strähle  l  des  Gewindes  F,  in  äem  sie  enthaUen  ist,  eine  Folar-Begelsdiaar 
und  an  Büschel  von  Folar-Straklemietzen.  Jene  entsteht  dv/rch  die  vierteil 
harmonischen  Strahlen  in  den  oo^  dur^  l  gehenden  Strahlenbüschehi  von 
F,  welche  dem  l  sugeordnet  sind  in  Besug  auf  die  beiden  Strahlen  von 
O.  Sie  hat  l  mr  Leitgerad^n  und  liegt  in  F;  die  Polar -StraUmnetso 
sind  die  durch  diese  Segelschaar  gehenden  Strahlennetse  dieses  Gewindes. 
Polar-Regelschaar  und  Polar- Strahlennetze  von  l  in  Bezug  auf  (J  sind, 
wie  man  leicht  erkennt,  Schnitte,  mit  F^,  des  Polar-Strahlennetzee  und 
der  Polargewinde  des  Strahls  l  in  Bezug  auf  irgend  einen  durch  C^ 
gehenden  Complex  F^. 

Man  erkennt  sofort:  Gehört  m  mr  Polar- Hegelschaai  von  l,  so 
gehört  l  sur  Folar-Begelschaar  von  m.  Bio  Leitgeraäen  der  Folar-Strahlen- 
netze  —  je  polar  zu  einander  in  Bezug  auf  F  —  erfüUen  die  L^tscliaar 
der  Polar-Begelschaar  involutorisch;  die  Doppelstrnhlen  dieber  Involution 
sind  die  beiden  su  F  gehörigen  Strahlen  dieser  Leitschaar.  Einer  von 
ihnen  ist  l;  den  andern  nennen  wir  die  Polare  V  von  l  in  Besug  auf  O. 
Bildet  man  F  nach  I  Nr.  202  in  den  Punktraum  .£,  ab  und  zwar 
so,  dass  der  Hauptstrahl  u  in  O  sieh  befindet,  so  geht  diese  Con- 
gruenz  in  eine  cubiache  Flache  c^  über,  auf  der  die  Hauptcurve  ft,^ 
liegt.  Der  Kegel,  welcher  h^  aus  dem  Bilde  L^  von  l  projicirt, 
schneidet  c^  in  einer  Raumcurve  4.  Ordnung  1.  Art;  die  gemeinsame 
Polarebene  von  ij  für  alle  Flächen  2.  Grades  durch  dieselbe  trifft  ihn 
in  dem  Bild  -  Kegelschnitte  der  Polar- Regelschaar  von  l.  Die  Spitze 
des  zweiten  Kegels  2.  Grades  durch  ihn  und  li^  ist  das  Bild  der 
Polare  V  von  ;. 

Wenn  l  zu  O  gehört,  so  zerfällt  die  Polar -Regelschaar  in  die 
beiden  Strahlenbüschel  (J?j,  g)J,  (F',rp'),  wo  t\,  F'  die  Brennpunkte 
von  l  und  y^  9)'   die  ihnen   bezw.   assüciirten  Brennebenen   sind;    die 
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Leitschaar  besteht  aus  (F, ,  tp'),  (F',  91,),  die  in  Bezug  auf  F  zu  ein- 
ander polar  sind;  beide  Büschel  haben  mit  F  nur  l  gemein;  also  ver- 
einüß  sich  die  Polare  eines  Strahls  von  C  mit  demselben. 

Ist  aber  l  einer  von  den  singulären  Strahlen  von  C^  (Nr.  550),  587 
der  die  Brennfläche  0'  vierpunktig  berührt  und  bei  dem  also  die 
Brennpunkte  sich  in  dem  Berührungspunkte  und  die  Brennebenen  in 
der  zugehörigen  Beruh rungaebene  vereinigt  haben,  so  fallen  alle  vier 
Büschel  in  den  Tangentenbüschel  [F,  g>)  von  0'  zusammen,  der  ganz 
zu  r  gehört,  während  ein  beliebiger  Tangentenbüschel  von  *'  nur 
einen  Strahl  von  F  enthält:  den  Strahl  von  C 

'Alle  Strahlen  des  Tangentenbüschels  (F,  (p),  der,  doppelt  gerech- 
net, Polar-ßegelscliaar  und  Leitsehaar  ist,  gehören  zu  F.  Ein  solcher 
singulärer  Strahl  der  C^  hat  mithin  alle  Tangenten  der  Brennfläche  ^, 
die  in  demselben  Punlcie  berOhren,  011  Folarm.  Und  weil  jeder  von  den 
Strahlen  dieser  doppelten  Leitschaar  zu  sieh  selbst  polar  ist  nach  F, 
so  sind  alle  Polar- Strahlennetäe  singulär. 

Wir  wissen  (Nr.  550),  dass  die  singulären  Strahlen  von  O  eine 
Begelfläche  8.  Grades  P*  und  ihre  BeriihnrngspunTite  eine  Cwrve  8.  Ord- 
nung p®  auf  *'  erzeugen,  welche  auf  dieser  Fläche  eine  Saupttaugenlen- 
Curve  istj  so  dass  die  ihren  Punkten  zugehörigen  Tangentialebenen 
von  0'  zugleich  Schmiegungs ebenen  von  p^  oder  die  eben  besproche- 
nen zu  F  gehörigen  Tangentenbüschel  von  0'  Schmiegungsstrahlen- 
Büschel  von  p"  sind. 

Diese  Büschel  erzeugen  eine  Oongruenz  8.  Grades. 

Segre*)  nennt  die  Curve  ^^  die  singulare  Curve  der  Congniens  C^. 
Nun  habe  ich  diese  Benennung  für  Congruenzeu  schon  in  zweierlei 
Sinne  angewandt.  Wenn  in  eine  Ebene  c»^  Strahlen  einer  Congruenz 
fallen,  so  habe  ich  diese  Ebene  und  die  von  den  Strahlen  umhüllte 
Curve  singulär  genannt.  Zweitens  habe  ich  bei  einer  Congrnenz,  wenn 
sie  00'  singulare  Funkte  besitzt,  d.  h.  solche,  von  denen  je  co^  Strahlen 
zur  Congruenz  gehen,  die  Curve  derselben  singulär  genannt,  und  zwar 
meistens,  wenn  auch  leider  nicht  immer,  singulare  Linie. 

Ich  möchte  vorziehen,  unsere  jetzige  Curve  Berühmngscufrve  der 
singulä/ren  Strahlen  oder  kürzer  singulare  Berührungscu^ve  zu  nennen. 

Unter  den  singulären  Strahlen  von  C^  haben  wir  wieder  solche 
sweiter  Ordnung.  Es  ist  das  in  jedem  der  16  singulären  Strahlen- 
büschel  (S,  6)  von  C^  derjenige,  der  je  im  Seheitel  S  den  Kegelschnitt 


*)  Sulla  geometria  della  retta  ett,  Nr.  149.     Auf  diese  Abliandluug  ist  auch, 
wegen  des  ganzen  Abschnittes  z 
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[e],  längs  dessen  ff  die  ^'  tangirt,  berührt,  oder  liings  {Jessen  der 
AnschmieguQgskegel  [S]  von  a  berührt  wird.  }Väkrend  im  vorigen 
Falle  der  Tangmtmbüschd  zu  F  gekört,  g^ört  er  jetzt  su  O. 

Zunächst  ergiebt  sich,  dass  die  singuiäre  BerUhnmgscurve  q^  durch 
die  16  singuiären  Fttnkte  8  von  O  geht  und  in  ihnen  die  zugehörigen 
singidären  Ebenen  0  oscuUrt. 

In  einem  beliebigen  Punkte  von  p^  ist  der  siuguiäre  Strahl  von 
C^  der  in  ihm  vierpuuktig  die  ^'  tangirt,  die  eine  Haupttangente,  die 
andre  ist  Tangente  von  p^;  in  einem  Punkte  von  [e]  fallen  beide  Haupt- 
tangenten zusammen.  Die  sinyidären  Strahlen  2.  Ordnung  sind  daher 
Tangenten  der  singuiären  Serührungsourve  in  den  singuläreii  Punkten  S. 

*  Kehren  wir  zur  Polare  l'  einer  Geraden  l  in  Bezug  auf  C^  zufücIj, 

um,  analog  wie  bei  F^,  die  gegenseitige  Bewegung  zu  untersuchen. 

Es  durchlaufe  l  einen  Strahlenbüschel  (P,  n)  von  F;  ist  clann 
(P'j  re')  ein  zweiter,  so  haben  wir  auf  PP'  eine  involutorische  Cor- 
reapondenz  [2],  in  der  zwei  Punkte  eich  entsprechen,  welche  die  Schnitte 
mit  den  beiden  Congruenzstrahlen  einer  Ebene  durch  PP'  sind.  Zwei 
Paare  entsprechender  Punkte  sind  zu  P  und  P'  harmonisch;  daraus 
folgt,  dass  für  2  Strahlen  von  (P,  jt)  ein  erzeugender  Strahl  der  Polar- 
Regelschaar  in  (P',  31')  fällt. 

Die  Folar-Begelschaaren  der  StraMen  eines  Büschels  von  F  erzeugen 
eine  Congruenz  2.  Gerades  in  F. 

Die  beideit  Strahlen  g^,  g^  der  C^  im  BüscJiel  (P,  m)  sind  Doppel- 
strdhlm  derselben;  für  jeden  von  ihnen  zerfällt  die  Polar- Regelschaar 
in  zwei  Strahlenböschel,  welche  ihn  gememsam  haben,  so  dass  mit 
einem  beliebigen  Punkte  oder  einer  beliebigen  Ebene  des  Strahls  kein 
anderer  Strahl  der  Congruenz  incidirt;  die  genannten  Büschel  sind  die 
beiden  binären  Büschel  durch  jeden  der  Doppelstrahlen,  ^i^^  ist  der 
quaternäre  (11,  Nr.  404). 

Diese  Congruenz  ist  mit  der  in  IT,  Nr.  408  besprochenen  iden- 
tisch; denn  der  dort  je  nach  0  —  hier  P  —  gezogene  Strahl,  dem 
der  erzeugende  Strah!  harmonisch  zugeordnet  ist,  ist  ein  Strahl  von 
r,  also  von  (P,  ir). 

Die  Polar-Regelsehaaren  der  Strahlen  von  (P,  %)  gehen  nicht 
durch  die  Doppel  strahlen,  also  bilden  ihre  Leitschaaren  die  einzige  con- 
focale  Congruenz  2.  Grades ;  für  sie  sind  g, ,  g^  auch  Doppelstrahlen  (II, 
Nr.  407). 

Zu  ihr  gehört  der  Büschel  (P,  %)  ebenfalls,  sind  ja  seine  Strahlen 
Leitgeraden  ihrer  Poiar-Regelschaaren.  Also  hat  sie  mit  F  noch  eine 
cubische  RegelÜäche  gemein,  den  Ort  der  Polaren  l'. 
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Die  Polaren,  in  Bestig  auf  O,  der  Sirahlen  eines  Büschels  von  F 
ersmge^t  eine  cuhische  Begelfläcke  in  F;  su  ihr  gehören  die  heiden  Geraden 
von  C^  im  Büschel;  daher  gehb  die  doppelte  Leitgerade  durch  den 
Scheitel  desselben  und  die  einfache  liegt  in  seiner  Ebene. 


Lasseji  wir  nunmeltr  l  ein  Strahlennets  {p,  p'l  in  F  durchlaufen,  so  l 
erfüllt  die  Folar-Regelschaar  das  ganse   Gewinde  F  und   zwar  doppelt; 
denn  weil  die  Polar-Regelschaar  einer  beliebigen  Geraden  vou  F  2  Strah- 
len mit  dem  Netze   gemeinsam   hat,   so    gehen   deren   und   nur   deren 
Pol  ar-Regel  seil  aar  en  durch  jene. 

Um  den  Grad  des  Oomplexes  zu  gewinnen,  den  die  Leitachaaren 
erzeugen,  betrachten  wir  wiederum  zwei  beliebige  Strahlenbüschel 
(P,  ä),  {P',  n)  von  F]  die  beiden  Congruenzen  2.  Grades  der  Polar- 
Regelsehaaren  ihrer  Strahlen  (oder  zwei  Complexe  2,  Grades,  welche 
sie  in  F  einschneiden)  haben  mit  dem  Netze  [p,p']  2.2.2.L1  =  8  Grade 
gemein  (I,  Nr.  34).  Die  Polar-Regelschaar  einer  jeden  dieser  8  Ge- 
raden hat  also  mit  (P,  jt)   und  mit  (P',  jr')   einen  Strahl  gemeinsam. 

Nun  sei  (0,  oj')  ein  beliebiger  Büschel;  so  wenden  wir  das  Re- 
sultat auf  die  beiden  Büschel  (0,  ro),  (0',  ro')  von  F  an;  diese  haben 
einen  Strahl  gemeinsam,  und  unter  den  8  Regeischaaren  befinden 
sieh  die  beiden  durch  ihn  gehenden.  Es  bleiben  also  6  Strahlen  im 
Netze,  deren  Polar- Regeischaaren  einen  Strahl  in  (0,  ta)  und  einen 
davon  verschiedenen  m  (0,  ra )  und  ilso  eine  LeJtgerade  in  (0,  m) 
senden 

Die  Leäichaaren  dn  Pular  Begelschanrm  der  Strahlen  eines  Strahlen- 
netses  %n  F  m  Be^tig  auf  O  etseugen  einen  Complex  6.  Grades,  m  dem 
das  Nets  vollständig  gehört,  weshalb  ei  mit  F  noch  eine  Oongruenz 
5,  Giades  gemein  hat 

Dw  Bolaten,  tn  Bezug  auf  O  da  Strahlen  eines  Strahleimetzes  in 
F  erseiigfn  eine  fongiuen^    >    Giades 

Die  einem  Stiahlenbnschel  m  Feutspiechende  cubische  Regelfläche 
hat  mit  einem  Miihlennetze  von  F  3  Gerade  und  die  einem  Strahlen- 
netze von  F  entsprechende  Gongruenz  5.  Grades  mit  einem  Strahlen- 
biischel  von  F  5  Gerade  gemein;  also: 

Die  Geraden  von  F,  deren  Polaren  in  Besug  auf  O  einen  Strahlm- 
hüschel,  dn  Strahlennets  von  F  erfüllen,  erseugen  eine  liegelfläche  5.  Gror 
des,  eine  Congrueng  3.  Grades. 

Daraus  schliesst  man  wieder,  dass  die  Polaren  der  Strahlen  einer 
^  Grades,  einer  Begelfläcke  w**"  Grades  in  F  eine  Congriiem 

'  Grades,  eine  Eegelftäche  5«*™  Grades  erseiigen. 
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Die  ßegelfläcbe  5.  Gradesä  und  die  CongrueDz  3.  Grades  der  Strah- 
len l,  deren  Polaren  V  ein  Strahlenbiiscliel,  bezw,  ein  Strahlennetz 
erfüllen,  haben  (I,  Nr.  205)  15  Schnitts  kahlen. 

Die  Congmenz  8.  Grades  der  Schmiegungsstrahlen  von  q^  oder 
der  Polaren  der  singulären  Strahlen  von  C^  hat  mit  dem  Strahlen- 
büschel  8  Gerade  gemein;  einem  jeden  entspricht  ein  Schmiegungs- 
strahlen- oder  Polarenbüschel,  der  mit  dem  Netze  einen  Strahl  ge- 
meinsam hat.  Somit  haben  wir  unter  den  15  Strahlen  8  singulare 
Strahlen  von  C^,  von  denen  eine  der  oo^  Polaren  im  Büschel,  eine 
andere  im  Netz  sieh  befindet.  Die  7  übrigen  haben  den  gemeinaameu 
Strahl  beider  zur  Polare. 

Zu  äem,  Strahle  V  von  F  (/iebt  es  7  StraMim  l,  deren  'Polare  in 
Bemg  auf  O  er  ist. 


Die  Regelfläehe  4.  Grades  mit  zwei  doppelten  Leitgeraden  (I.  Art). 

Ö90  Die  liegelftäche  4.  Grades  9*  mit  zwei  doppelten  Leitgerade»  w,  v,*) 

mit  der  wir  uns  schon  in  I,  Nr.  40  und  dann  wiedemm  in  IT,  Nr.  416, 
417  beschäftigt  haben,  müssen  wir  noch  eingehender  betrachten. 

Jede  Regelschaar  p,  weiche  durch  2  Erzeugende  li,  h^  von  p*  geht 
und  die  Leitgeraden  n,  v  in  ihrer  Leitschaar  hat,  schneidet  noch  zwei 
andere  Erzeugende  l,  i,  aus;  denn  die  Erzeugende  von  p*,  welche  durch 
einen  Punkt  des  weiteren  Schnitts  2.  Ordnung  mit  der  Trägerfläche 
von  Q  geht,  trifft  letztere  dreimal  und  ist  eine  Gerade  von  p. 

Die  00^  möglichen  p  geben  oc'-  solche  Dupel  l\  (Nr.  554J,  und 
jede  Erzeugende  von  p*  gehört  zu  einem. 

Nennen  wir  dies  System  von  Dupeln  Involution  wegen  der  gegen- 
seitig eindeutigen  und  gleichartigen  Bestimmung  jeder  der  beiden  Ge- 
raden eines  Dupels  durch  die  andere,  erinnern  uns  aber,  dass  der  Träger 
dieser  Involution  nicht  vom  Gesehlechte  0  ist  und  dass  daher  die  Sätze 
der  gemeinen  Involution  nicht  gelten:  wir  werden  z.  B,  bald  finden, 
dass  sie  nicht  2,  sondern  4  Doppel  strahlen  hat,**) 

Jede  dei-artige  Involution  auf  p*  ist  mit  einer  attdern  verbunden. 

'*)  TJnter  „Eegelfläche  4.  Grades"  ist  künftighin,  wenn  nichts  anderes  gesagt 
wird,  diese  gemeint. 

**)  Ueber  eindeutige  Beaiehungen,  insbesondere  InTolutionen  auf  Trägern  vom 
Geechlechte  1  vergl.  man  vfirachiederie  Abbandlungen  von  Em.  Wejr  in  den  Wie- 
ner Situtiiigsberichten,  insbes,  Bd,  87.(1883)  S,  837:  Uebcr  eindeutiga  Beziebungen 
a,ni  einer  allgemeinen  ebenen  Cnrve  3.  Ordnung;  ferner  Bä.  88,  90,  95 — 101;  so- 
wie Küpper  in  den  Prager  Abhandlungen  von  1893. 
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Ersetzt  man  nämlich  hh^  durch  ein  Dupel  unserer  Involution,  so  Gr- 
giebt  sich  eine  zweite  Involution,  von  der  offenbar  hh^  ein  Dupel  ist. 
Diese  kann  ebenso  gut  aus  jedem  andern  Dupel  der  ersten  Involution 
abgeleitet  werden.  Dazu  haben  wir  zu  beweisen,  dass,  wenn  h\U^, 
h\tl-[,  l\}i'}i^  je  in  einer  Regelschaar  sich  befinden,  dies  auch  für 
liJiyl'li  gilt. 

Zu  dem  Ende  sehneiden  wir  die  Regelfläche  q*  mit  einer  Beruh- 
rungsebene  t;  die  Curve  3.  Ordnung  C^  in  derselben  triflft  die  ergän- 
zende Erzeugende  g^  im  Berührungspunkte  T  und  auf  u,  v  in  U,  V. 
Die  Spuren  der  8  obigen  Erzeugenden  in  t  bezeichnen  wir  mit  H, 
...L;.  Dann  liegen  ÜV RH^LL^,  VVHH^L'L,',  UVH'H^LL^  je 
auf  einem  Kegelachuitte;  LL^  und  1! L-^  haben  den  nämlichen  dritten 
Schnitt  mit  C\  den  Gegenpunkt  S  zu  UVHH^,  ebenso  HH^,  H' H^ 
denselben  dritten  Schnitt  §,  den  Gegenpunbt  zu  UVLL-^.  Ferner 
liegen  §,  £  mit  T,  dem  dritten  Schnitte  von  UV,  in  gerader  Linie, 
da  ÜVJIH^LLi  auf  demselben  Kegelschnitte  gelegen  sind.  Daraus 
folgt,  dass  UVS'Bj'L'L,'  auf  einem  Kegelschuitte  liegen  und  daher 
h'h^'l'l,'  auf  der  Fläche  2.  Grades  sich  befinden,  die  diesen  Kegel- 
schnitt mit  M,  V  verbindet,  und  zwar  in  der  andern  Schaar  als  w,  v. 

Die  weiteren  Strahlen  in  r  durch  §  gehen  durch  die  Spuren  der 
Bupel  der  h-InvoluUon  Zs  «wi?  die  durch  S>  durch  die  Spuren  der  Dupel 
der  l-Involution  Ii.*) 

Die  Tangenten  aus  §,  bezw.  S  an  C  geben  in  jeder  der  beiden 
verbundenen  Involutionen  die  4  Dupel  mit  vereinigten  Geraden  oder 
die  vier  Doppelstrahlen.  **) 

Drehen  wir  2'§ö  um  T  in  r,  so  erhalten  wir  oo^  Paare  solcher 
verbundenen  Involutionen  Ih,  Ii\  die  4  Tangenten  an  C^  aus  T  liefern 
uns  4  Paare,  deren  beide  Involutionen  in  eine  zusammengefallen  sind; 
so  dass  bei  einer  von  diesen  4  Involutionen  jede  zwei  Dupel  derselben 
Regelschaar  angehören. 

*)  Betrachten  wir  die  luyolution,  welche  durch  aice  solche  von  p^  getragene 
Involation  anf  einem  beliebigen  ebenen  Schnitte  C*  hervorgernfen  wird,  eo  haben 
wir  es  mit  der  Correspondenz-iFormel  von  Caylej-Brill  (Brill,  Math.  Ännalen 
Bd.  7  S.  e07)  zu  thun.  Für  diese  Involution  ist  k  =  1  =  1,  p=l;  y  =  l,  denn 
der  zu  einem  Pnnkte  X.  gepaarte  Punkt  wird  durch  einen  Kegelschnitt  einge- 
Bcbnitten,  der  durch  die  beiden  Doppelpunkte,  zwei  andere  feste  Punkte  der  C 
und  den  X  selbst  geht;  also  ist  dieser  nach  BrilTs  Bezeichnung  ein  einwerthiger 
Schnittpunkt;  und  die  Correspondenz- Formel  (S.  611)  giebt:  P  =  K  +  l  +  2fiy  =  4 
Coincidenzeo.  Ein  Strahlenbüschel  schneidet  in  0*  eine  Correapondenz,  für  welche 
k'=.1'  =  3;  y'^1;  beide  Correspondenzen  sind  symmetrisch;  also  ist  die  Zahl 
der  gemeinsamen  Paare:  J  (tp  (p')  ^=  k  k' — ^y/^2  (Brill  S.  611).  Diese  2  ge- 
meinsainen  Paare  bedeuten,  d^s  die  Verbindungslinien  der  gepaarten  Punkte  der 
ersten  Correepondenz  oder  luvolatiou  einen  Eegelscbnitt  umhüllen, 

**)  Vergl.  auch  Weiler,  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Phjsik  Jg.  27  S.  261. 
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Ferner  haben  wn  eine  Lage  von  T'qS,,  bei  -welchei  §  id  17,  S 
in  y  fSIlt  Die  beiden  Erzeugenden  von  ?*,  deren  ir-Pjuren  m  gerader 
Linie  mit  U  hegen,  hegen  in  einer  Ebene  durch  u  und  schneiden  sich 
luf  i  So  eihilten  wir  lauW  Dupel,  deren  Gerade  aich  auf  u  schnei- 
den, und  im  andern  Falle  lautei  Dupel,  bei  denen  der  Schniitpunkt 
auf  V  hegt      Also 

Auf  etwr  liegelflache  4  Gtades  I  Alt  fieht  es  cx^^  Faaie  letbuii- 
flmer  Involvhonen  Ii,  Ii  Jede  suei  Ereeuyende  legen  aui  so  veibiindfne 
Involutionen  fest,  m  deren  emn  sie  ein  Ihtpel  hüdui 

Zwei  Dupel  aus  verbundenen  Involutionen  liefinden  bicli  stets  in  dei 
nämlichen  Hegelsclmai 

Jede  dieser  Involutionen  hat  4  Bnppehtiahlm 

Es  qieht  4  ImohUionen,  tvelclie  mit  den  vethundenen  identisch  imd, 
so  dass  suiei  Dupel  emet  von  diesen  Iniolutionen  sich  immet  in  dfr 
seihen  Begelschaar  befinden 

Feiner  haben  vni  noch  ein  and&es  ausgezeichnetes  Paat  icibundenei 
Involutionen  die  Dupd  der  einen  hebtehen  ans  den  je  von  dtmsclben 
Punkte  von  u  ausgehenden  (oder  in  derselben  Ebene  von  v  gelegenen ), 
die  de)  andetn  aus  den  je  von  deinbeibcn  lurikte  von  v  atc^geliPiulen  Er 
zeugenden  Die  verbindenden  Regelschaaren  «inl  in  diesem  Pille  duich 
weg  Buschelpaaie 

In  den  anUetn  Imolutimien  be^^tthen  du  Dupel  dioihiuq  nm  Hiiid 
schiefen  Geiadeji 

Ö91  Nehmen  wir   an,  die  Von c^pondeng  [2,  2J,    iieWie  duich  den  Li 

ceugenden  mnei  Eegelflacfie  p*  auf  den  beiden  Leitgeraden  u,  v  entsteht, 
sei  etne  Ptojectivitat  siiem  InwUitionen,  dann  bilden  die  Erzeugenden 
oo^  Viersmte,  und  nach  dem  Satze  von  I  Ni  17  tritt  dieser  Fall  ein, 
wenn  em  solches  Viereck  voihanden  ist  Auf  dei  Citiie  C^  tn  etner 
Tangentialebene  t  entstehen  durch  die  Spuren  dieset  Vtetseite  1  leteche, 
de»en  abwechselnde  Seiten  durch  die  Punkte  ü,  V  gehen,  in  denen  die  m 
t  befindliche  Etseuyende  g^  sich  auf  u  und  v  stutd,  also  Steiner'sche 
Yiere(Ji.e  (I,  Nr  31)  Betiachten  wir  z  B  dasjenige  Vieiseit,  zu  wel- 
chem die  eben  genannte  Eizeugende  geholt  so  eigiebt  sich,  wie  wir 
wisfen,  im  Continuum  dei  Spuipunkte  der  Erzeugenden  als  Spmpuukt 
der  ^0  dei  Beiuhrungspunkt  T  von  i,  die  der  benachbaiten  Seiten  im 
"Vierseit  sind  ü,  V,  so  daas  zwei  Seiten  des  auf  C^  befindlichen  Vier 
ecks  m  y,,  zutiammenfallen ,  die  beiden  andern  fallen  in  die  g^  nicht 
enthaltenden  Beruhiungsebeneu  \on  U  und  V  und  sind  die  Taugenten 
de]  C  in  dielten  Punkten,  dei  vierte  Eckpunkt  ist  der  bchnitt  diesei 
Tangenten,  so  dass,  wul  derselbe  auf  C''  lie^t,  U  und  V  sieh  als  con 
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jugirt  io  dem  einen  Systeme  coujugirter  Punkte  herausstellen.  Einer 
Curve  G^  lassen  sieh  also  für  zwei  Punkte  U,  V  Steiner'sche  Vier- 
ecke einbesehreiben,  wenn  diese  beiden  Punkte  denselben  Tangential- 
punkt  W  haben  oder  wenn  sie  in  dem  einen  Systeme  conjugirter  Punkte 
conjugirt  sind;*)  nennen  wir  dieses  System  {U,  V).  Auch  aus  dem  in 
I,  Nr,  31  angegebenen  Kennzeicben  ergiebt  sich  dies,  denn  dasselbe 
lautet  für  n  =  2,  daas  die  Verbindungslinie  der  Berührungspunkte 
zweier  Tangenten  aus  U  durch  Y  geht,  d.  h.  dass  ü,  V  in  demselben 
Systeme  conjugirt  sind  wie  diese  Berührungspunkte. 

Nun  ist  ja  bekannt,  dass  C^  durch  projective  Strableninyolutionen 
in  halbperspectivcr  Lage  erzeugt  werden  kann,  deren  Scheitel  in  con- 
jugirten  Punkten  liegen,  und  jede  zwei  entsprechenden  Paare  führen 
zu  einem  Steiner'schen  Vierecke  ^^BjjI^^Bj;  dann  sind  die  Gegen- 
ecken Aj^,  A^;  B^,  £^  wiederum  conjugirt  im  Systeme  {ü,  V).  Die 
Punkte  nämlieh,  welche  den  3  in  gerader  Linie  gelegenen  Punkten  ü, 
A^,  -öj  conjugirt  sind,  sind  V  und  die  dritten  Schnitte  von  F-Bj,  VA^, 
also  A^,  B^. 

Wir  wollen  ein  solches  Viereclc  aufsuchen,  dessen  DiagonalpunU 
{A-iA^,  B,B2)  auf  der  Curve  liegt;  wenn  A^A^,  B^B^  denselben 
dritten  Schnitt  haben,  dann  ist  der  gemeinsame  Tangentiaipunkt  von 
Äi,  A^  identisch  mit  dem  von  B^,  B^,  nämiieb  der  Punkt,  der  zu 
dem  dritten  Schnitte  in  (Z7,  V)  conjugirt  ist.  Die  Tangentialpunkte 
von  ü,  jIj,  B^  liegen  in  gerader  Linie,  also  muss  der  geraeinsame 
Tangen tialp unkt  von  A^,  Bj^,  ji^;  -^a  einer  der  Berührungspunkte  ü',  V 
der  dritten  und  vierten  Tangente  aas  W  sein,  und  da  diese  auch  in 
{U,  V)  conjugirt  sind,  so  ist  der  andere  je  der  gesuchte  Diagonalpunkt, 
und  wir  haben  swei  solche  Vierecke.  Als  Punkte,  welche  den  gemein- 
samen Tango ntialp unkt  W  haben,  liegen  sie  in  gerader  Linie  rait  dessen 
conjugirtem  Punkte  T;  folglich  sind  sie  auf  einem  Strahle  durch  T 
die  Punkte  §  und  S,  Daher  Jmben  ww  auf  unserer  Begelfläche  swei 
verbundene  Involutionen  von  der  Art,  äass  für  die  eine  die  Gegen- 
seiten des  einen  der  heidm  Vierseite  auf  der  Flache,  die  in  jenen  Vier- 
ecken ihre  Spuren  haben,  swei  Dupel  liefern,  in  der  andern   die  des 


Es  sei  mnm'n  das  eine  der  beiden  Vierseite;  mn,  m'n  ist  ein 
Büschelpaar,  dessen  sämmtliche  Strahlen  die  u  und  v  treffen;  also 
muss  es  die  Fläche  in  einem  Dupel  der  andern  Involution  treffen; 
beide  Büschel  aber  schneiden  in  n. 


*)  Hinsicttlicli  dieser  Systeme  conjugirter  Puntte  sehe  man  z,  B.  S  ehrt 
Theorie  der  ebenen  Curven  3.  Ordnung  §  1,  2,  3,  8,  15,  und  wegen  der  Ste 
sehen  Vierecke  §  31,  insbes.  S.  364, 
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Während  die  Gegenseifen  eines  der  heiden  Vierseite  zwei  Bupel  der 
einen  Involution  hilden,  sind  die  vier  einseinen  Seiten  die  BoppeJstrahlen 
der  verhunäeneti  Involution.*') 

592  Besitzt  p*,   wiederum  <Iureh  eine  allgemeine  Correspoiidcüz  [2,  2] 

zwischen  u,  v  erzeugt,  eine  doppelte  .Ergeugende  d,  so  empfiehlt  es  sicli, 
die  Spuren  Is,  Ij,  der  Involutionen  J^,  /;,  welche  dann  gemeine  In- 
volutionen sind,  lieber  auf  einem  der  Kegelschnitte  K.  zu  betrachten, 
in  denen  die  Ebenen  durch  ä  die  Fläche  achnoiden.  Ein  solcher  Ä" 
treffe  d  in  M,  M^. 

Die  4  Spuren  ZT,  11^,  L,  L^  von  h,  Ä,,  l,  \  liegen  mit  den  Punk- 
ten U-,  V,  in  denen  d  die  Leitgeraden  u,  v  schneidet,  auf  einem  Eegel- 
schnitte;  halten  wir  LL^  fest,  so  entsteht  ein  Kegelschnitt-Büschel 
(LL^ÜV),  welcher  in  K  die  ///  einschneidet;  zu  ihr  gehört,  von  dem 
Paare  (LL^,  UV)  herrührend,  das  Paar  MM^.  Dies  bedeutet,  dass 
in  d  stvei  Gerade  eines  Dupels  der  J?.  und  so  einer  jeden  d^r  Involutionen 
susammen fallen.  Andererseits  erkennen  wir,  dass  das  Centrum  §  der 
Involution  Ir  auf  d  liegt,  und  ebenso  das  Centrum  S  von  II-  Der 
Büschel  {HS^LLj)  aber  lehrt,  dass  diese  beiden  zu  verbundenen  In- 
volutionen //i,  /;  gehörigen  Punkte  §,  ä  ein  Paar  in  der  Involution 
{UV,  MMi)  auf  d  bilden;  woraus  sieh  eine  einfache  Herskllungsweise 
verhundener  Involutionen  in  diesem  Falle  ergiebt.**) 

Nehmen  wir  nun  wieder  den  vorigen  Fall  einer  durch  zwei  pro- 
jeetive  Involutionen  auf  u,  v  erzeugten  Eogelfläche,  in  welchem  dann 
die  doppelte  Erzeugende  d  zwei  Doppelpunkte  verbindet;  so  fallen  in 
sie  die  Seiten  des  einen  wie  des  andern  ausgezeichneten  Vierseits  zu- 


593  Untersuchen  ivir,  "zum  allgemeinen  Falle  zurückkehrend,  das 

stem    der  Trägerflächen    der   oo^    verbindenden 


*)  Vergl.  Montesano,  3u  alcuiii  complessi  di  rette  —  Battaglini,  Rendi- 
conti  deir  Accademia  della  Scienae  Fis.  e  Nat.  di  Napoli,  August  1886.  —  Dort 
bpmeikt  scton  Montesano  daaa  BowoMWeiler  (Math  Ännalen  Bd  7  b  lo8)  ils 
auch  Segre  und  Loria  (eljenda,  Bd  2d  S  234  22S)  irrthumhch  die  Cuspidal 
punkte  auf  jeder  der  beiden  Leitgeraden  dieser  Eegelflache  zu  je  zweien  zuaam 
menfallen  lassen  Cuapidalpnnkte  sind  aber  die  4  Punkte  dei  beiden  Paare  der 
Involution  auf  der  betieffenden  Leitgeraden  wulche  den  Paaren  mit  veiemigten 
1  unkten  1er  andern  Involutio  i  in  dei  Projectivität  entsprechen,  die  ior^ailmien 
ölet  Cuspidal  Fi/euge  iden  fri,ili''h  haben  die  besondere  Eigenschaft  dass  sie  an 
]p  zweien  auf  der  andern  Leitgeraden  sich  Bi,linciden  m  dem  einen  und  dem  an 
dem  Doppelpunkte  von  deren  Involution  wodurch  Viitseite  entstehtn  1  oi  dmen 
i  rtegeneoken  sich  veiemi„t  biben 
**)  Weilei  a  ^  107  a  Ü    S  2rt 
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verbuadener  Involutionen.  Vereinfaehen  wir  es  auf  ein  einfach  uuend- 
Helles,  indem  wir  noch  die  Bedingung  des  Hindurch  geh  ens  durch  einen 
Punkt  hinzufugen,  oder  was  hier  dasselbe  ist,  da  alle  diese  Eegel- 
schaaren  im  Strahlennetze  [u,  v]  liegen,  die  Bedingung  des  Hindurch- 
gehens  der  Fläche  und  der  Regelechaar  durch  einen  gegebenen  Strahl 
g  dieses  Netzes.  Die  Regelschaaren  verbinden  dann  diesen  mit  den 
verschiedenen  Dupeln  der  einen  Involution  I/,  und  gehen  von  selbst 
je  durch  einen  Dupel  der  andern.  Keine  von  diesen  Eegelschaaren 
kann  ein  Kegel  oder  Kegelschnitt  vperden,  da  die  Dupelgeraden  stets 
windschief  sind.  Ein  Zerfallen  der  Kegelschaar  in  ein  Büschelpaar 
{und  der  Trägerfläche  in  ein  Ebenen-Punkte-Paar)  tritt  4  mal  ein,  näm- 
lich bei  den  Dupeln  von  I/,,  deren  eine  Gerade  die  g  auf  u  oder  v 
trifft.     Somit  haben  wir  in  den  Formeln  3)  von  I,  Nr.  20: 

ip  ^  %  =  0,    1/1  =  4,      also;      fi  =  p  =  2,     v==4; 
ji  =  p  =  2  aber  sagt  ans,  dass  2  von  den  Regelschaaren  noch  durch 
eine  zweite  Gerade  g'  von  [ii,  v]  geht   (einen  Punkt  derselben   euthdlt 
oder  eine  Ebene  durch  sie  berührt^. 

Die  oo^  verbindenden  Regel schaareu  zweiT  verbundener  Involu- 
tionen von  p*  sind  so  vertheilt,  dass  2  von  ihnen  durch  2  gegebene 
Strahlen  des  Netzes  [m,  v]  gehen.     Oder: 

Von  den  Ihij>eln  nner  Involution  von  p*  sini/  S  mtt  M'ei  gegebenen 
Strahlen  des  Netses  [«,«']  durch  Eegelschaaren  vethrnden.*) 

Die  vorausgehenden  Sätze  aber  können  wir,  vermittelst  einer  Ab-  594 
bildung,  in  uns  vertrautere  überführen.  Wir  benutzen  die  colliueare 
Abbildung  eines  Stjablennetzes  in  eine  Fläche  2.  Grades  g'  (I,  Nr.  96), 
bei  welcher  die  oo^  ßegelachaaren  des  Netzes  übergehen  in  die  oa^ 
Kegelschnitte  von  5'-  ^^^  Regelfläche  p*  transformirt  sich,  wenn  [n,  v] 
das  abgebildete  Netz  ist,  in  eine  Raumeurve  4.  Ordnung  I.  Art,  zwei 
verbundene  Involutionen  in  die  „verbundenen  Involutionen",  welche  auf 
dieser  Curve  durch  die  beiden  Regelschaarea  einer  durch  sie  gehenden 
Fläche  2.  Grades  f'^  entstehen;  jede  dieser  Involutionen  hat  4  Doppel- 
punkte,  weil    die   betreffende   Regelschaar  4  Tangenten    enthält;    die 

*)  Wie  können  auch  wiederum  in  der  Berüliningse'bone  i  irlieiten  g  ?ei  dei 
der  Involution  Ii,  zugeliötige  Punkt  auf  C^,  G,  Cf  die  Spuren  von  g,  q  ,  so  kommt 
ee  darauf  an,  wie  oft  [r,F,  (?,  G'  mit  den  mit  §  in  gerader  Linie  Legenden  Spurcu 
S,  Hl  einea  Dupels  Afe,  von  Ih  aaf  einem  Kegelechnitte  liegen  denn  die^ei  führt 
dann  mit  w,  v  ala  Leitgeraden  zu  einer  Eegelsohaav,  weloiie  h,  \,  g  g  eutliält 
Aber  die  Kegels clinitte  durch  U,  V,  G,  G'  sclmoiden  in  C^  eine  Bjmmetrisch^ 
Correspondenz  ein,  für  die  ehenfalls  k'  =  1'=3,  y'=l,  und  iLese  liLt  ■\\so  aucli 
mit  der  Cormspondenz  der  H,  II,  2  Paare  gemein. 
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verbindenden  ßegelschaaren  der  beiden  Involutionen  bilden  sicli  in  die 
Kegelschnitte  von  ^'  in  den  B e ruh rungs ebenen  der  f'^  ab,  und  da 
durch  zwei  Punkte  von  5'  ^  von  ihnen  gehen,  so  sehen  wir,  dass  mit 
zwei  Geraden  des  Netzes  stets  zwei  Dupel  einer  Involution  je  durch 
eine  Begelscliaar  verbuDileu  sind. 

Die  4  sich  selbst  verbundenen  Involutionen  rühren  von  den  4  Ke- 
geln des  Flächenbüschels  her;  die  Fläche  %'  selbst,  deren  Regelsehaaren 
ja  die  Bilder  der'beiden  Schaaren  von  Strahlenbüscheln  im  Netze  sind, 
führt  zu  den  Involutionen,  deren  Dupel  ans  sich  sehneidenden  Geraden 
bestehen. 

1  Wenn  man  su  den  beiden  Strahlen  eines  jeden  Dupels  einer  von  den 

Involutionen  I  die  gepaartei%  in  einer  andern  I^  sttckt,  so  erhält  man  die 
Dupel  einer  dritten  Involution  I'.  Es  seien  §  und  §o  die  Punkte  auf 
der  Ourve  C^  einer  Berührungsebene  r,  welche  zu  den  beiden  ersten 
Involutionen  führen,  und  §o  der  Tangentialpunkt  von  §,,,  so  giebt  der 
dritte  Schnitt  von  §„§  den  Funkt  §',  der  zu  T  fuhrt;  denn  liegen 
/  B  if,  -ffi  mit  §  in  geiadei  Linie,  so  liegen  die  dritten  Schnitte  von 
^nH,  iQylli  mit  p    in  geiider  Lime 

Da  es  zu  §fl  4  Berührungspunkte  giebt,  so  gtebi  ef  zu  pwet  In- 
loltifionett  I,  I  stetb  ^  Iniohitionni  Ig,  uelche  jede  von  ihnen  in  die 
andere  uherfuhen 

Wenn  1  und  I  zwei  veibundene  Involutionen  7^  und  7;  sind,  also 
§  ^  S,  so  kommt  §„  m  T  zu  hegen  und  §o  m  einen  Punkt  § 
der  sioh  mit  dem  verbundenen  2  vereinigt 

Zuei  leihuiidtHe  Inwluitonen  weid&n  dmcli  eint  jede  da  bich  bdbst 
rethundewn  Intolutionm  m  einandet  vbe^gefitht 

b  Die  Berührungspunkte  ^i,  $_,  ^ßa,  ^^  dei  4  Tangentpn   lua  einem 

der  vier  ^)  (^  Sq)  an  C^  find  die  Spuien  dei  4  sich  selbst  entspie 
chenden  Strahlen  p^  p^  dei   sieh  selbst  verbundenen  Involution  J, 

Diese  4  Strahlen  befinden  sich  m  einer  Eegelschaar  je,,;  m  der  That, 
die  erste  Polare  von  §„  in  Bezug  auf  C^  geht  durch  die  4  Punkte  5ß 
und  berührt  in  §(,,  also  ist  T  der  Gegenpunkt  der  3^;  und  da  die 
beiden  Spuren  der  Leitgeraden  u,  v  mit  T  in  gerader  Linie  liegen,  so 
«eht  ein  Kegelschnitt  durch  die  ^  und  diese  beiden  Spuren,  und  folg- 
lich befinden  sich  die  Geraden  j)  in  der  Regelschaar,  die  sich  auf  v,,  v 
und  diesen  Kegelschnitt  stützt. 

Die  vier  Doppelstraklen  jeder  der  vm  sich  selbst  verlimdmen  In- 
volutionen liegen  in  einer  Begelschaar. 

Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  Involutionen,  in  denen  der  Kegel- 
schnitt-Büschel  (^)   die  Strahlen   des  Büschels  ^^   sehneidet,  ist  be- 
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kanntlieli  eine  Curve  3.  Ordnung,  zugleich  der  Ort  der  Berülirauga- 
puokte  der  Tangenten  aus  §,,  an  die  Kegelschnitte  von  {^),  die  Pam- 
polare  von  §(,  in  Bezug  auf  (^).  Man  erkennt  sofort,  dass  er  die 
Geraden  §o^i  und  §o^  ™  ^^^  ^'  ^'^'^  ^^  §o  berührt,  also  ist  er  mit 
unserer  Curve  C^  identisch.  Daher  sind  die  Schnitte  einer  Geraden 
durch  §0  mit  C^,  d.  h.  die  Spuren  zweier  gepaarter  Geraden  von  /o, 
auch  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  T;tu  conjugirt. 

Jede  Berührungsehene  von  p*  trifft  zwei  gepaarte  Geraden  von 
/(,  in  Punkten,  die  in  Bezug  auf  die  Tragerfliiehe  (ro^)  von  %  conjugirt 
sind,  und  da  man  beliebige  zwei  Punkte  der  Geraden  durch  eine  Be- 
rührungsebene verbinden  kann,  so  folgt,  dass  die  beiden  Geraden  in 
Bezug  auf  die  genannte  Trägerfläche  polar  sind. 

Wir  haben  auf  diese  Weise  in  dmi  Straklatneüe  [u,  v],  in  welchem 
p*  enthalten  ist,  4  Jtegelschaaren  gefunden,  in  Besug  auf  deren  Träger- 
flächen polarisirt  die  JRegelfläche  in  sich  seihst  übergeht  und  swar  so,  dass 
^i^echenäe  Gnaden  g^aart  sind  in  einer  der  4  sich  selbst  verbundenen 
Involutioneit;  die  Doppelstrahlen  dieser  Involution  gehören  der  betreffenden 
Regelschaar  an. 

Nennen  wir  sie  die  Fundamental-Megelschaaren  und  -Flächest  der 
'Regelfläche. 

Da  Doppelstrahl  in  Doppelstrahl  übergehen  muss,  ao  bilden  die 
Doppelstrahlen  einer  sich  selbst  verbundenen  Involution  in  den  drei  andern 
je  2  Faare  in  den  3  verschiedenen  Anordnungen. 

Die  Polarisirung  in  Bezug  auf  die  Trägerfläche  einer  Regelschaar 
kann  man,  wenn  es  sich  nnr  um  die  Transformation  eines  durch  die 
Schaar  gehenden  Strahlennetzes  handelt,  auch  folgend ermassen  aus- 
sprechen; Durch  einen  Strahl  g  des  Netzes  gehen  2  Strahlen  hü  schel 
aus  versciiiedenen  Schairen  desselben  jeder  von  ihnen  hat  mit  der 
Regelschiar  eine  Geiade  gemein  und  die  zweiten  Büschel  des  Netzes, 
welche  duich  diese  Geraden  i,  s  gehen  und  auch  zu  verschiedenen 
bchaaren  gehören  schneiden  sich  m  der  g  entsprechenden  Geraden  g'; 
m  dei  Ihat,  f/  unil  g  sind  die  Diagonalen  des  auf  der  Trägerfläche 
der  Re^el&chaai  gelegenen  Vieiseits  utV'  und  also  polar  in  Bezug  auf 
dieselbe,   mithin 

Zuei  m  Bemig  auf  eine  Fluche  3  Grades  polare  Geraden  sind 
mtt  jedei  dei  beiden  Itegehchaai  en  denselben  durch  ein  Strahlennets  ver- 
bunden 

Daiaus  folgt  weiter,  dass  ziiei  Faaie  von  Polaren  der  Fläche  mit 
jeder  der  beiden  Icgehthaatpn  dioch  em  Gewinde  verbunden  sind;  denn 
das  Gewinde  durch  das  zu  dem  einen  Paare  gehörige  Strahlennetz  and 
eine  Gerade  des  andern  Paars  enthält  das  ganze  zu  dem  andern  Paare 


y  Google 


114       Die  EegelfiLLche  4,  Grsäes  mit  zwei  doppelten  Leitgeiaden  (1.  Art.) 

geliörige  Netz  durch  die  nämliche  Regelscliaar,  weil  eine  Gerade  und 
eine  Regelseliaar  von  ihm. 

Diese  Sbrahlennetze  und  Gewinde  gehen  durch  die  Poiarisirung 
in  Bezug  anf  (OTq)  in  sieh  selber  über,  also  auch  das  Strahlennetz,  in 
dem  die  beiden  Gewinde  sich  schneiden;  d.  h.  die  beiden  Leitgeraden 
gehen,  da  sie  nicht  auf  (jIq)  liegen  und  also  nicht  in  sich  selbst  über- 
gehen können,  in  einander  über;  und  wir  erhalten  so  den  bekann- 
ten Satz: 

Die  beiden  Treffgeraden  von  2  Paaren  Polaren  einer  Fläche 
2.  Grades  sind  selbst  polar. 

597  Die  Poiarisirung  in  Bezug  auf  eine  der  Flächen  (ro,,)  führt  p*  in 

sich  selbst  über  und  daher  jede  der  Involutionen  I  dieser  Fläche  in 
eine  andere.  Es  sei  xxi  ein  Dupei  einer  Involution,  die  Polaren  in 
Bezug  auf  (re^)  seien  x,  x{\  so  sind,  wie  wir  eben  fanden,  diese  4 
Geraden  mit  jeder  der  beiden  Eegelschaaren  von  (n^  durch  ein  Ge- 
winde verbunden;  dasjenige  Gewinde,  das  die  Leitschaar  von  ir^  ent- 
hält, geht  durch  u,  v  und  also  nicht  durch  [m,  v\;  folglich  befinden 
sich  X,  x^,  3^,  xl  in  der  Eegeischaar,  in  der  es  sieb  mit  dem  Netze 
[m,  u]  schneidet;  d.  h,  x,  x^  bilden  ein  Paar  der  verbundenen  Involution. 

Durch  die  Poiarisirung  in  Bemg  auf  jede  dieser  vier  Fundammtal- 
Flächen  (jig)  geht  jede  der  Involutionen  von  p*  in  die  verbundene  uhet, 
jede  der  4  eich  selbst  verbundenen  also,  wie  wir  schon  wissen,  in  sieh 
selbst.  Daher  geht  auch  jede  der  3  andern  Flächcfn  (x^)  in  sich  selbst  libet. 

Jede  der  4  Fundamental- Flächen  einer  Eegeifläche  4  Grades  ist 
zn  sich  selbst  polar  in  Bezug  auf  die  3  andern.  Also  sind  je  zwei 
von  ihnen  hiirmonisch  zugeordnet  mit  Vieraeits-Durchschmtt ''),  wie 
sowohl  daraus  folgt,  dass  die  einen  Eegelschaaren  (und  also  auch  die 
andern)  in  demselben  Strahleuuetze  sich  befinden,  als  auch  daraus, 
dass  jede  Eegeischaar  der  einen  Fläche  durch  das  Polarsystem  der 
andern  in  sieh  selbst  übergeht. 

Somit  sind  die  beiden  Flächen  harmonisch  zu  den  beiden  Ebeneu- 
Paaren  ihres  Büschels  und  werden  von  allen  Strahlen,  welche  beide 
Diagonalen  ihrös  Durchsehnitts-Vierseita  treffen,  harmonisch  geschnitten. 

Folglich  sind  je  swei  von  den  4.  Begelsckaaren  Ug  in  Involution 
(Nr.  554)  und  demnach  werden  sie  in  [u,  v}  dureh  4  Gewinde  F", ...  r^^ 
eingeschnitten,  tmlche  zu  einander  wnd  zu  sämmtUchen  Gewinden  durch 
[u,  v]  in  Involution  sind. 


*)  Mathem.  Aiinalan  Bd.  26  S.  478,  im. 
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Das  Polarsjstem  einer  in  lu,v]  enthaltenen  Regelschaar  je,  welches 
Q*  in  sich  selbst  ti'ansformirt,  führt,  wie  wir  eben  sahen,  eine  jede 
von  den  Involutionen  der  p*  in  die  verbundene  über,  jede  der  4  sich 
selbst  verbundenen  /„  in  sich  selber.  Es  sei  p  eine  der  4  Geraden, 
welche  31  (oder  ein  durch  sie  gehendes  Gewinde,  dessen  Schnitt  mit 
[)(,  «]  die  71  ist)  mit  p*  geraeinsam  hat,  p,  ihr  in  einer  I^  gepaart,  p^' 
wiederum  zu  j3,  in  Bezug  auf  (ji)  polar;  dann  sind  ppi  und  pp,  zwei 
Dupel  von  /(,,  also,  da  kein  Strahl  zu  zwei  Dupeln  von  /„  gehört, 
Pi  mit  pi  identisch;  d.  h.  J3j  ist  ein  zweiter  gemeiosamer  Strahl  von 
p*  uud  31.  Demnach  bilden  die  4  gemeinsamen  Strahlen  in  drei  von 
den  sich  selb  st  verbundenen  Involutionen  zwei  Dupel,  in  der  vierten 
sind  sie  die  Doppel  strahlen. 

Und  die  Fmzdamental-Eegelschaaren  «(,  siml  die  anpiqen  m  [«,  v\, 
deren  Polarsysteme  p*  in  sidi  selbst  f/ramsformi)  e^i 

In  der  Abbildung  von  Nr.  594  entsprechen  den  Kegelachiuen  %^ 
die  Kegelschnitte  auf  der  Fläche  %',  die  in  den  Ebenen  des  gemein- 
samen Polartetraedcrs  des  Büschels  durch  die  Ranmcurve  4  Oidnung 
liegen,  in'  welche  die  p*  übergeht.  Der  Tianstoimatiou  de%  Netzes 
\u.  v\  in  sich  selbst  durch  die  Polarisirung  m  Bezug  auf  eine  (tTu) 
entspricht,  wie  die  Umformung  in  Nr.  596  zeigt,  die  Transformation 
der  g'  in  sich  selbst  durch  die  harmonische  oder  in volu torisehe  Ho- 
mologie, welche  zu  einer  Ecke  und  der  Gegenebene  des  erwähnten 
Tetraeders  gehört;  verbundene  Involutionen  auf  der  Raumcurve  4.  Ord- 
nung führt  diese  Homologie  ersichtlich  in  einander  über,  weil  durch 
sie  alle  Flächen  des  Büschels  in  sieh  selbst  übergeben  und  zwar  je 
die  eine  Regelsehaar  in  die  andere.  Die  Kegelschnitte  der  J5'  in  den 
Ebenen  des  Tetraeders  sind  auch  sich  selbst   entsprechend. 

Ein  Doppeistrah!  einer  Involution  und  einer  aus  der  verbundenen  598 
repräsentiren  zweimal  zwei  unendlich  nahe  Geraden  einer  Regelschaar; 
die  verbundene  Eegelsckaar  besteht  dann  aws  lauter  Doppeltangmten  von 
p*,  die  auf  jenen  beiden  Geraden  berühren.  Die  erste  Regelschaar 
befindet  sich  im  Strahlennetze  \u,  ii],  folglich  ist  jedes  Gewinde,  das 
durch  die  zweite  Regelschaar  geht,  zu  dem  Büschel  durch  [m,  v~]  in 
Involution,  insbesondere  also  das  Gewinde  -Tj,  in  welchem  die  Doppel- 
tangent en-Congrueuz  Q^  von  0^  enthalten  ist  (II  Nr.  416),  in  der  sich 
die  zweite  Regelschaar  befindet. 

Jede  Erzeugende  l  von  p*  bestimmt  als  Doppelstrabi  eine  In- 
volution; die  4  Doppelstrahlen  der  verbundenen  Involution  sind  dann 
die  4  Geraden  \,  l^,  l^,  l^  (II  Nr.  416),  welche  die  zweiten  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten  enthalten,  die  auf  l  berühren;  und  die  4 


y  Google 


ll(>     Die  Kegelfläche  i.  Gradsa  mit  uwei  doppelten  Leitgevaden  (1.  Aii), 

Regel schaaren,  die  auf  l  und  l^,  l  und  l^,  . .  •  tangiren,  vertheilen  sieb, 
wie  wir  dort  fanden,  auf  die  4  CongruenzeH  C/'^,  ....  Wir  fanden 
ferner,  dass,  wenn  L,  L^,  ...  die  Spuren  der  l,  l^,  ...  in  einer 
B er ührungs ebene  t  von  p*  (dort  y)  sind,  LL^,  Ügj  ■-■  durch  die 
Berülirungs punkte  der  4  Tangenten  aus  dem  Berührungspunkte  der 
Ebene  an  die  Curve  3.  Ordnung  C^  gelien ;  daraus  entnehmen  wir  jetzt, 
dass  l  und  ?^,  l  und  l^,  ...  Dupel  in  den  4  sich  selbst  verbundenen 
Involutionen  sind". 

Weiin  also  l  als  DopjKlstrahl  eine  Involution  auf  p*  bestimmt  und 
hl  h'  hf  h  <'*ö  DoppdstraMeii  der  verhtndenen  Involution  sind,  so  sind 
l  und  ij,  l  und  /j,  -  -  -  Dupel  der  4  sich  seihst  verbundenen  Invohitionen 
r,  I",  I'",  I^^,  und  <mf  ihnen  berühren  Begelsekaaren  von  Doppel- 
tangenten,  welche  hezw.  m  den  Congfvenzm  C^^,  Cj*,  . , .  gehören. 

Die  4  Doppelstrahlen  von  J'*'  sind  Gerade,  auf  denen  je  eine  Eegel- 
sclmar  von  vierpunhtig  herOhrenden  Tangenten  ihre  Berührungspunkte  hat; 
welche  4  Eegelscliaareit  dann  simmtlich  zu  C/  gehören.*) 

Für  eine  beliebige  Doppeltangente,  die  zu  Ci?  gehört,  sind  je  der 
eine  Berührungspunkt  und  die  Ebene,  welche  ß*  im  andern  tangirt, 
Nullpunkt  und  Nullebene  des  r*;  also  ivird  bei  einer  vierpunktigen 
Tangente  die  eigene  B  er  Ührungs  ebene  des  Berührungspunktes  Null- 
ebene und  die  durch  ihn  gehende  Erzeugende  Strahl  von  Fi,. 

Folglieh  gehören  die  4  Doppelstrahlen  von  /('l  zum  Gewinde  T,. 
und  demnach  auch  die  Fund  amental -Regel  seh  aar  sr,,'*',  welche  sie  enthält. 

Jede  von  den  Doppeltangenten-Regelschaaren,  welche  auf  l  und 
l/i  berühren,  geht  durch  u,  v;  also  thon  es  auch  die  Gewinde  J\.  Da- 
her sind  diese  4  dujch  die  Doppeltangenten  -  Gong}  ueneen  gehenden  Ge- 
winde A  identisch  mit  denen,  die  mr  %n  Nr  597  mit  T",  F",  . . .  he- 
zeichnet  hahen 

Sie  sind  gegenseittg  und  4U  den  Gemnden  dutch  [u,  v]  in  Invo- 
lution. 

In  der  Abbildung  von  Nr.  594  entsprechen  die  Regelschaaren  der 
Doppeltangenten  und  der  vierpunktigen  Tangenten  den  doppelt  be- 
rührenden Ebenen  der  Raumeurve  4.  Ordnung  (welche  die  4  Kegel 
2.  Gradea  umhüllen)  und  den  16  Wende-B  er  ührungs  ebenen  dieser  Curve. 

Ferner  wissen  wir  aus  Nr.  596,  dass  die  16  Geraden  von  p*  auf 
denen  die  vierpunktigen  Tangenten  berühren,  in  4  Gruppen  von  je  4 
Geraden  zerfallen,  die  je  derselben  Regelschaar  angehören. 


*)  Ich  hole  Her  mach.,  dass  Voas  zuerst  (Math.  Annalen  Bd.  8  S.  134,  136) 
die  16  Geraden  der  q*  gefunden  hat,  auf  denen  vieipunktige  Tangenten  heriähren; 
was  ich  Bd,  11  Kr.  417  nicht  erwähnt  habe;  er  nennt  sie  ht/pm'boUsche  Geraden. 
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Die  Regelschaar  jt,,*'''  ist  der  Schnitt  von  A  mit  [u,  v],  Nacli  599 
I  Nr.  178  Anni,  ist  die  Polarisiruug  in  Bezug  auf  Fi,  (oder  sein  NuU- 
sjstem)  das  Product  aus  der  windschiefen  Involution  ^u,v,  die  zum 
Strahlennetze  [w,  v]  gehört,  und  dem  Polarsystem  in  Bezug  auf  ot,,''''. 
Durch  letzteres  geht  jede  der  Involutionen  von  q*  in  die  verbundene 
über,  durch  Si-, ,  ni  »ich  selber;  also  führt  auch  ein  jedes  von  dm  Ge- 
winden r^  jede  der  Involutionen  von  p*  in  die  verbundene  über. 

Jedes  Dupel  einer  Involution  J'**  liefert  uns  eine  ErCgelschaar 
von  Doppeltangenteu  aus  C/,^,  und  alle  diese  Kegelschaaren  erzeugen 
diese  Congruenz.  Nehmen  wir  aber  je  das  ganze  Strablennetz,  welches 
die  Geraden  des  Dupela  zu  Leitlinien  hat,  so  ist  das  Erzeugniss  der 
so  sich  ergebenden  oo'  Strahlennetze  ein  Gewinde,  also  das  durch  Q^ 
gehende  Gewinde  I;,,  In  der  Tliat,  je  zwei  Dupel  befinden  sich  in 
der  nämlichen  Regelschaar,  also  haben  die  zugehörigen  Strahlennetze 
die  verbundene  Regelschaar  gemein  uud  gehören  deshalb  zum  näm- 
lichen Gewinde,  Wenn  in  einer  Reihe  von  Strahlenuetzen  jede  zwei 
diese  Eigenschaft  haben,  so  ist  entweder  die  Regelschaar  veränderlich 
und  das  Gewinde  fest  oder  umgekehrt.  Es  sei,  wie  in  unserm  Falle, 
die  Regelschaar  veränderlieh;  so  liegen,  wenn  SR^,  SRjj  ^3  ^^^^  ^"^ 
den  Netzen  sind,  die  Regeischaaren  (9ij31g),  (Siä^Jg)  in  dem  Gewinde 
SljSig;  daher  hat  Sßj  sie  mit  ihm  gemein  und  ist  auch  in  ihm  ent- 
halten und  so  alle  Netze  der  Reihe.  Diese  Strahlennetze  gehören  zu 
einem  „Felde,"  von  Strahlennetiseji  und  Hegelschaaren ,  das  von  einem 
Gewinde  getragen  wird  und  zwei  Strahlen  desselben  zu  Grund- 
strahlen hat. 

Die  Strahlennetse,  welche  die  Dupel  einer  sich  selbst  verbundenen 
Involidion  7'*'  von  q*  sw  Leitgeraden  haben,  erzeugen  ein  Gewinde  und 
zwar  das  Gewinde  F^  durch  Q^. 

Die  Strahlennetze  der  Dupel  der  übrigen  Involutionen  aber  er- 
zeugen, wie  wir  später  sehen  werden,  quadratische  Complexe. 

Durch  das  Polarsysfcem  einer  Fundaraentalfiäche  (a^)  geht  ins-  600 
besondere  die  Involution  der  sich  auf  m  schneidenden  Erzeugenden  in 
die  Involution  der  sieh  auf  v  schneidenden  über;  und  da  zwei  unend- 
lich nahen  Geraden  zwei  ebensolche  entsprechen,  so  correspondirt 
einer  Torsalliuie,  die  ihren  Cuspidalpunkt  auf  u  hat,  diesem  Punkte 
und  der  durch  v  gehenden  Cuspidalebene  eine  Torsallinie,  die  ihren 
Cuspidalpunkt  auf  v  hat,  die  durch  u  gehende  Cuspidalebene  und 
der  Cuspid alpunkt,  und  folglich  auch  dem  Doppelpunkt  auf  v,  der 
Doppelebene  durch  «,  die  jener  Torsallinie  zugehören,  die  Doppel- 
ebene durch  V,  der  Doppelpunkt  auf  m,  welche  dieser  zukommen. 
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Die  Cuspidalptmkte  auf  u  seien  Ä^,  A^,  A^,  A^,  die  auf  v  iJ,,  Jj^, 
2?3,  B^  mit  der  Trojectiiiität  (I  Nr.  15): 

A^A^Ä^A^  A  B^B^S^Bi  A  B^B.B^B,  7\  .  .  .  . 
Die  entsprechende^^  Doppelpunkte  seien  ferner  St„  . . .,  99^,  und  die  Tor- 
salUmen  Aj^%j^  ...  3^33^  endlich  Oj,  ...  S^. 

Nennen  wir  zunächst  die  Torsallinieu,  die  in  dem  betrachteten 
von  den  4  Polarsjstemen  {ti^  den  «i,  a^,  «g,  a^  polar  sind,  V,  h",  b'",  h'^; 
so  entspreehen  in  demselben  System  den  auf  u  befindlichen  Ctispidal- 
puntten  A^,  A^,  Ag,  A^  oder  u  («i,  a^,  Og,  %)  und  Doppelpunkten 
u{h',b",h"',b^'^)  die  durch  u  gehenden  Cuspidalebenen  u{b',b",h"',h^) 
und  Doppelebenen  «(a,,  a^,  a^,  a^;  der  Punktreihe  jener  8  Punkte 
auf  u  ist  der  Büschel  dieser  8  Ebenen  durch  ti  und  also  auch  die 
Punktreihe  ihrer  8  vSclmitte  mit  v,  d.  i.  «(6',  ö",  h'",  B^',  a^,  a^,  a^,  a^ 
projectiv,  von  denen  die  4  ersten  Cuspidal-,  die  andern  Doppel- 
punkte sind. 

Die  beiden  Punktreihen  der  Cuspidalpunkte  und  DoppelpunJzte  auf 
den  beiden  Leitgeraden  der  Fläche  q^  sind  so  projectiv,  dass  die  Giispidal- 
punkte  den  Cuspidalpwikten  imd  die  zu  entsprechenden  Cuspidalpunkten 
gehörigen  Doppelpunkte  auch  einander  entsprechen;  woraus  die  Projec- 
tivität  der  Ebenenbüschel  der  Cuspidal-  und  der  Doppelebenen  von 
selbst  folgt. 

Und  zwar  findet  —  wegen  der  4  Polarsysteme  —  die  Projee- 
tivität  auf  4  Weisen  statt,  und  die  4  Weisen  bei  der  uns  längst  be- 
kannten Projeetivität  der  Cuspidalpunkte  lehren,  dass  es  sich  eben  um 
folgende  d  Projectivitäten  handelt: 

A,A^A^A^^^^,^,^i  A  B,B-,B^B^^i%^,%, 
A  B^B,B^B^%'Ü,^^'a„ 
7\  B,B^B,B,%%'ä,%, 
7\  B.^B^B,B,%^%,%,%,. 
Im  ersten  Polarsjsteme  sind  somit  z.  B.  «.,  und  b^  polar;  foSglieh 
sind  sie  Diagonalen  eines  auf  der  Basisfläehe  (jz^  gelegenen  Vierseits, 
von  dem  u,  v  ofi'enbar   die  einen  Gegenseiten  sind,  also  j^i-^i,  Sti^i 
die  andern,  beide  zu  «„  gehörig  und  jene  eine  Verbin dimgslinie  zweier 
Cuspidalpunkte    und   zugleich   Schnittlinie    der   zugehörigen   Cuspidal- 
ebenen,  diese  Verbindungslinie  der  ihnen  entsprechenden  Doppelpunkte 
und  Schnittlinie  der  zugehörigen  Doppelebenen. 

In  jeder  der  4  Fundamental-Begelsckaaren  luthen  wir  swei  Quadrupel, 
eins  von    VeiMndungsliniett    von   CiispidalpunMen ,   das   andei-c  von    Ver- 
i  von  7 
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A,B„  Ä^B,,  A,B„  A^B^;  ^,^„  %^„  %^^,  %^^; 

A,B^,  A^B^,  A,B^,  A^B,;  %^^,  %^^,  %^^,  %^^^; 

A^S^,  A^B^,  A,B„  A^B,;  .31,  Sg,  ...  ; 

A^B^,  A^B^,  AgB^,  A^B,;  St, 58^,  ... 
Die  4  Quadrupel  der  ersten  Art  nennt  Segre  FocaUrQuaternen  der 
Begelfläche  p*. 

Betrachten  wir  die  Involution  auf  9*  der  das  Dupel  a,a^  an- 
gehört; zur  verbundenen  gehört  wegen  der  beiden  ersten  Polarsysteme 
&i6a  und  wegen  der  beiden  andern  b^b^,  woraus  dann  folgt,  dass  a^a^ 
Kor  ersten  gehört.  Somit  haben,  wir  3  Vertheihmgen  der  8  Torsallinien 
in  3  Paare  verhtmdener  Involutionen: 

und  jede  führt  m  4  Begelsckaaren,  die  je  4  Torsallinien  enthalten: 
Oia^bjb^,    a^a^bf^b^,     n^a^b^b^,     a^aj)^\, 


und  zu  12  Paaren  projectiver  Würfe  auf  11,  v: 

^lASBiSS^  A  %%B,B„  ... 
die   aber  aus   der  obigen   Projectivität   sich   einfacher  ableiten   lassen. 
Das  Dupel  «  &i  wird   durch  die  4  Polarsystetne  in  b^a^,  ftaffl^)  ■  -  ■ 
hergeführt     also  gehören  die  4  Dupel  a^b^,  a^h^,  «3^31  ^^^bt  einer  äer 
4     cJ     elbhf  i&bundenen  Involutionen  an;    äimso  ö,&a,  a^b^,  a^b^,,  aj)^ 
eine}      ueite  .  f.      Dies    führt   zu    denselben    12   Regeischaaren 

vie  vorh  n 

Vif}    bolche    Torsallinien,    welche   derselben    ßßgetschaar   angehören,  601 
wmdm    m   ihren  Ckispida^unkten   von  ao^  ein  Nets   bildenden  Flächen 
Z   Gtadei  hetukrf 

In  der  That  wenn  wir  z.  B.  die  Gruppe  öißafci^a  betrachten,  so 
gehören  alle  Flachen  2.  Grades,  die  durch  das  Vierseit  A^B^A^Bg 
fehen  zu  de  i  lerührendeii  Flächen,  weil  ja  die  Torsallinien  «,,  ... 
m  d  e  Ebenen  dieses  Vierseits  fallen,  die  gemeinsamen  Berührungs- 
ebeien  d  r  Ilaehen  in  den  Ecken.  Ausserhalb  aber  dieses  Büschels 
haben  wir  noch  die  gleichfalls  berührende  Trägerfläche  der  Regel- 
schaar  a^a^bib^;  durch  sie  und  den  Büschel  wird  das  Netz  constituirt; 
tind  in  ihm  haben  wir  00*  Flächen,  welche  eine  behebige  Erzeugende 
t  von  Q*  berühren;  in  jedem  Punkte  dieser  Geraden  berührt  eine. 

Den  Büschel  bekommen  wir  z.  B.  auch  bei  «id^^i^ai  "^"^^  ^^'^  ^^^ 
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Vierseit  Ä^BiA^S^  sind  u,  v  Diagonalen,  also  geraeinsame  Polaren 
und  daher  sind  die  Doppelpunkte  der  Tnyolution,  die  durch  den  Büschel 
auf  t  entsteht,  auf  u,  v  gelegen  und  für  einen  beliebigen  Punkt  von 
t  als  Berührungspunkt  finden  wir  keine  li'läche  im  Büschel. 

Kehren  wir  also  zu  einer  unserer  Gruppen:  ßjffjft^&a  zurück  und 
nehmen  die  Fläche  F  des  Netzes,  die  in  einem  beliebigen  Punkte  von 
t  tangirt.  Diejenigen  von  ihren  Tangenten,  die  zu  [m,  v]  gehören,  er- 
zeugen eine  Regelfläche  4,  Grades  I.  Art  (II,  Nr.  409);  die  Erzeugen- 
den aus  einem  Punkte  von  u,  v  sind  die  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt der  F  in  der  Ebene  nach  v  oder  u.  Daher  sind  a^,  a.2,  &i,  i^  auch 
Torsallinien  dieser  Fläche  mit  den  nämlichen  Cuspid alpunkten  und 
-ebenen;  ferner  hat  sie  mit  p*  die  Leitgeraden  «i,  v  und  die  Erzeugende 
t  gemein,  also,  da  längs  der  Torsallinien  Berührung  stattfindet,  ins- 
gesammt  einen  Schnitt  17.  Ordnung,  folghch  sind  beide  Flächen  iden- 
tisch. Die  übrigen  Torsallinien  a^,  «4,  ?>s,  Ö^  liegen  in  den  Tangential- 
ebenen der  F  durch  if,  v  und  gehen  von  den  Schnitten  mit  v,  u  nach 
den  Berührungspunkten;  erstere  werden  die  Cuspidal punkte. 

Es  seien  g,,  g^,  g/,  gf/  ^i^  Erzeugenden  von  F  aus  der  einen 
Schaar,  die  durch  A^,  A^,  B^,  B^  gehen;  jene  liegen  in  den  Tangen- 
tialebenen M(Pg,  B^,  diese  in  v{A^,  A^. 

Die  Ebenen  B^{g,,  g^,  g(,  g^)  berühren  den  Tangentialkegel  aus 
B^  an  F-,  B^gi^uB^  berührt  ihn  längs  der  TorsaUinie  b^-^-B^'^s, 
die  ja  durch  den  Berührungspunkt  dieser  Ebene  mit  F  geht;  B^{g^,  g{) 
sind  v{A^,  A^. 

Eine  beliebige  Gerade  l  von  der  zweiten  Schaar  von  F  ist  Tau- 
gente des  Kegels,  und  ebenso  ist  es  die  in  der  ersten  der  4  Ebenen 
gelegene  u.  Auf  den  beiden  Geraden  rufen  daher  die  4  Tangential- 
ebenen projective  Würfe  hervor: 

HOi'  ffi,  9i\  S'O  A  ^Ü^A^A^A^; 
ebenso  führt  der  Kegel  aus  B^  zu: 

K^i'  9^,  Si>  9-1)  A  ^iS^A^*; 
also: 

^,A,A^l^7\  58,  i,  1^4, 

Demnach  sind  i^A  ,  A^  J^,  ^^SJ^  und  ebenso  1^  1  1  I4  ^v^i 
in  Involution 

Und  so  erhalten  uir  auf  jedej  det  heiden  Leitgeioden  dei  p'  aus 
den  Cvspida^^v/nhten  und  den  Boppelpunlten  ode} ,  tms  dasselbe  ist,  auf 
jeder  von  swei  Getadmi,  itelche  ''ich  in  emet  Con espondetiB  [2,  2]  he- 
finden,    aus   den    Teizneigunq^punltcn    und   dm   DoppfJpunJ  fci>    5   Tnvo- 
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A,A^,  A^Ä„  «,Sß„  SSg»^; 

A,Ä„  Ä,Ä^,  SjSög,  S8,Sß,;  (A) 

A,A^,A^A^,  SB1S84,  ^aSßg. 
In  Nr,  536  wurden  sie  schon  benutzt,   indem  dort  für  ihren  Be- 
weis ein  öata   ans   der  Theorie   der  ebenen  Curven  3.  Ordnung  heran- 
^ozogeu  wurde.*) 

Nehmen  wir  an,  wir  besiimi  von  einer  Corresponden^  [2,  2]  swisclien  602 
zwei  Funktreikm  die   Versweigungspiinkie  mit  der  Projectivität: 

A^A^Ä^A^7\  B.B.B^B^; 
ist  dann  SS^   der  dem  5,  entsprechende  BoppelpwnM ,  so  liefern  uns  die 
3  Involutionen  (Ä)   die   SSj,  S3,  S84,    welche  ^^j  -^ai  ^i  entsprechen, 
und  die  obige  Projectivität  (Nr.  600)  zwischen  den  A  und  S8  einerseits 
und  den  B  und  %  andererseits  dann  die  Doppelpunkte  ST. 

Also  sind  die  drei  andern  39  imd  die  %  eindeutig  iestimmt. 

Lassen  wir  aber  denselben  Punkt  S8,  der  eben  58^  war,  nunmehr 
S^j  sein,  so  erhalten  wir  in  den  3  Punkten,  welche  ihm  in  den  3  In- 
volutionen gepaart  sind  nnd  die  vorhin  ©ji  ^sj  ^4  waren,  jetzt  Sj, 
^4,  S9g;  und  ähnliches  gilt,  wenn  er  S83,  SS^  wird.  Es  ergiebt  sich 
eine  in  sich  geschlossene  Gruppe  von  4  Punkten,  die  daher,  wenn  ^ 
die  Gerade  durchläuft,  eine  Involution  4.  Grades  beschreibt. 

Eine  Correspondenz  [2,  2]  zwisciien  gegebenen  Punktreihen  kann 
8  Bedingungen  unterworfen  werden  (I,  Nr.  10).  Dass  ein  Yerzweiguugs- 
punkt  gegeben  ist,  ist  eine  einfache  Bedingung;  da  für  die  Ver- 
zweigungspunkte die  bekannte  Projectivität  gilt,  so  repräsentiren  sie 
nur  7  Bedingungen,  und  es  gieht  00^  Correspondensen  [2,  2]  zwischen 
denselben  Punhtreihen  mit  den  nämlichen  gegebenen  Verewetgungspunkten. 

Die  Quadrupel  der  Doppelpunkte  ersmgen  Involutionen  4.  Grades, 
und  zwar  gehört  jedes  Quadrupel  su  4  Corresponäenzen. 

Nehmen  wir  weiter  an,  S82  falle  mit  ^j  zusammen;  dann  lehren 
uns  die  zweite  und  dritte  von  den  Involutionen  fÄ.),  dass  dann  auch 
SSg  und  584  sich  vereinigen. 

Da  eine  Involution  4.  Grades  6  Doppelpunkte  besitzt,  so  haben 
wir  in  unserm  Falle  3  Gruppen  mit  je  2  Doppelpunkten.  Jedes 
soWhe  Paar  von  Doppelpunkten  ist  dann  das  Paar  der  Doppelpunhte  in 
einer  der  drei  Involutionen  (Ä),  und  das  gemeinsame  Paar  für  die  beiden 
andern;  die  Involutionen  sind  zu  je  zweien  harmonisch.  Wenn  aber 
bei   einer  Correspondenz   [2,  2]   zu  zwei   verschiedenen   Yerzweigungs- 

•)  V(.'rgl,  auch  Journal  für  Mathematik  Bd.  101  S.  185. 
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punkten  derselbe  Doppelpunkt  gehört  und,  wie  eben  erkaaut,  zu  den 
beiden  übrigen  auch,  so  handelt  es  sich  um  eine  Projectivitäfc  zweier 
Involutionen;  denn  dieselben  zwei  —  in  dem  Doppelpunkte  vereinigten 
—  Punkte  eutsprechen  zwei  verschiedenen  Punkten,  den  beiden  Ver- 
zweigungspunkten (I,  Nr.  17). 

Aber  jedes  solche  Quaäni^l  mit  swei  Doppelpunkten  gehört  nur  su 
2  Correspondensen;  denn  wenn  diese  Doppelpunkte  etwa  die  der  In- 
volution {Ä^A^,  ÄgA^  sind,  eo  kann  jeder  von  ihnen  der  B-^,  B^  zu- 
geordnete sein  und  der  audere  ist  dann  B^,  B^  zugeortlnet. 

Somit  haben  mr  in  unserm  oa^-Systeme  von  Correspondenzen  [2,  2] 
6  TrojecÜvitäten  von  Involutionen. 

Ersetzen  wir  die  eine  Punktreihe,  etwa  auf  v ,  durch  den  sie  aus 
K  projieirenden  Ebenenbüschei,  so  febnnen  wir  uns  die  Verzweigungs- 
elemente als  Schnitte  und  BerÜhrungs ebenen  einer  Kummer'schen 
Fläche  ^  vorstellen,  und  die  oo^  Correspondenzen  [2,  2]  zwischen  der 
Punktreihe  )(  und  dem  Ebenenbüschel  u  entstehen  (Nr.  543)  durch 
die  Complexe  2.  Grades,  für  die  3"  singulare  Fläche  ist;  da  eine  solche 
®  (auf  unendlich  viele  Weisen)  möglich  ist,  so  kann  man  die  Eigen- 
schaften eines  oo'-Systenis  von  Correspondenzen  [2,  2]  mit  gegebenen 
Verzweigungselementen  aus  denen.,  ableiten,  die  durch  consinguläre 
Complexe  2.  Grades  entstehen. 

Umgekehrt  aber  sehen  wir  von  neuem,  dass  unter  den  durch  con- 
singuläre Complexe  2.  Grades  auf  einer  Geraden  l  entstehenden  Corre 
spondenzen  [2,  2](  sich  6  Projeetivitaten  von  Involutionen  befinden, 
sodass  für  die  entsprechenden  Complese  l  eine  Gerade  h  ist  (Nr  566) 

603  Unsere  oo^   Correspondenzen   [2,  2]   zwischen   «  und  v  ftthien  zu 

oo^  Begelflächen  p*,  welche  alle  die  8   Versueigim^spunlte  J,„  B^  m 

Chi^idalpunlcten  und  die  Ebenen  «j,  ...  ß^  von  ihnen  ncuh  v,  besw  u 
m   Guspidalebemn  haben.     Nennen   wir   die   Büschel   (A^,  a^)  am 

gulär,  so  haben  die  q*  die  8  singuläreu  btiahleubuschel  geaieinaam., 
sie  bilden  eine  Eeihe  consingulärer  Begelfiächen  i.  Grades  ^(p*)-  Di" 
Torsallinien  oder,  wie  wir  sie  auch  nennen  können,  die  singulären 
Strahlen  sind  alle  und  zwar  eindeutig  bestimmt,  wenn  eine  von  ihnen 
es  ist,  d.  h.  wenn  zu  einem  Cuspidalpunkte  der  zugehörige  Doppel- 
punkt gegeben  ist.    Sie  durchlaufen  die  singulären  Biisckel  projectiv. 

Je  zwei  von  den  consingaiären  Regelflächen  haben,  ausser  m,  v, 
noch  8  Erzeugende  gemeinsam,  also  sind  den  entsprechenden  Corre- 
spondenzen [2,  2J  8  Paare  correspondirender  Punkte  gemeinschaftlich. 

Wenn  ©j  in  A^  fällt,  so  fallen,  wie  die  3  Involutionen  (A)  lehren, 
aia,  SSg,  58,  in  A„  A^,  A^  und   wegen  der  Projectivität  der  B  und  8t 
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ZU  deü  Ä  und  S  aucli  die  St^,  . . .  3I4  in  die  B^,  ...  B,^;  und  die 
Torsallinien  vereinigen  sich  zu  je  sweien  in  die  4  Geradm  der  einen 
Focalquateme  A^B^,  Ä2B2,  . . .  . 

Wenn  eine  Erzeugende  d  der  9*  beide  Leitgeraden  u,  v  in  Cuspidal- 
puitkten  trifft,  also  iu  Verzweignngsp unkten  der  beiden  in  Correapondenz 
[2,  2]  stellenden  Punktreilien  u,  v,  von  denen  dann  jeder  der  dem  an- 
dern zugehörige  Doppelpunkt  ist  (T,  Nr.  14),  so  int  diese  Erzeugende 
eine  doppelte. 

Auf  einer  beliebigen  Geraden  l  erzeugen  nämlicli  die  Ebenen- 
biiscliel  um  ii,  v,  die  sieh  ja  auch  in  Correspondenz  [2,  2]  befinden, 
eine  Punkfc-Correspondenz  [2,  2],  deren  Coincidenzen  die  Sclmitte  von 
l  mit  p'  sind.  Wenn  l  die  fragliche  Er/.eugende  trifft;  in  L,  so  hat 
dieser  Punkt  die  Eigenschaft,  dass  er  sowohl  mit  den  beiden  in  dem 
einen  Sinne,  als  mit  den  beiden  in  dem  andern  Sinne  ihm  in  dieser 
Correspondenz  entsprechenden  Punkten  sich  vereinigt.  Machen  wir 
iliu  zum  Nullpunkt  der  parametrischen  Darstellongj  so  folgt,  daas  in 
der  Ve  r  wandt  Schafts  gl  eichnng: 

+  «oä  V  +  «01^^  +  %ä  =  0, 
weil  zu  a;  =  0   zwei  Wurzeln  x^  =  0  und    zu  a;;  =  0   zwei   Wurzeln 
X  =:  0  gehören: 

ffjiu  =  0^1  =  «IQ  =  0, 

und  die  Coineidenzgleichung  wird: 

und  hat  auch  zwei  Wurzeln  0;  L  ist  doppelte  Coincidenz*),  von  den 
Schnitten  der  p"*  mit  (  fallen  2  in  X;  öf  ist  doppelte  Erzeugende. 

Dies  geschieht  in  unserm  Falle  viermal;  also  hat  die  Regelfiäche 
4  doppelte  Erzeugenden.  Auf  jeder  Geraden  l,  welche  3  von  ihnen 
trifft,  entsteht  eine  [2,  2]  mit  3  doppelten  Coincidenzen;  das  bedentet, 
dasa  die  der  Correspondenz  zugehörige  Coineidenzgleichung  4.  Grades 
eine  Identität  ist,  also  jeder  Punkt  sich  selbst  entspricht  und  der  er- 
zeugten itegelfläche  angehört.  Diese  ist  folglich  die  Regelschaar  durch 
die  3  Doppel-Erzeugenden,  doppelt  gerechnet;  sie  enthält  die  vierte, 
wie  wir  schon  wissen. 

In  unsere^-  Beihe  consingulärer  Segelflächen  4.  Grades  i^Ci'O  haben 
wir  daher  4  doppelte  Begelschaaren ,  die  Begelschaaren ,  welche  die  4 
Quadrupel  : 


*)   Darin    haben    wir    eine   Verallgemeiaerung    dea   Satzes   £ 
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A^B„  Ä^B^,  A,B„  A^B^; 
Ä^B^,  Ä^S„  A^B^,  A^B.,; 
AJ?3,  A^B^,  A,B,,  A^B,; 
A,B^,  A^B^,  A,B^,  A,B, 
enthaUen,  also  (Nr.  600)  die  gemeinsamen  Fundammtal-Regelschaareii 
aller  Begelflächeit  der  BeiM. 

Die  4  Gferaden  des  Quadrupels  stellen  die  Torsallinien  dieser 
ausgearteten  RegeJfläche  vor,  jede  zwei. 

Die  entsprechenden  Correspondenzen  auf  m,  v  sind  doppelte  Pro- 
jectivitäten:  jedem  Punkte  der  einen  Geraden  entsprechen  zwei  zu- 
ßfimmengefallene  Punkte  der  andern. 

Unter  dm  oo^  Correspondengen  [2,  2]  stoischen  zwei  Pimktreihm, 
iceldie  dieselben  Vermveigungspunkte  hahen,  heßnden  sich  4  doppelte  Fro- 
jecUvitäten,  die  bekannten,  in  denen  die  Versweigungselemente  einander 
entsprechen.  *) 

Zu  den  Involutionen  4.  Grades  der  Doppelpunkte  auf  u,  v  ge- 
hören also  bezw.  die  Quadrupel  der  Verzweigungspunkte. 

Zwei  gegebene  Punkte  in  den  beiden  Punktreiheu  sind  in  2  von 
diesen  Correspondenzen  entsprechend. 

In  der  That,  ersetzen  wir  wieder  die  Punktreihe  auf  v  durch  den 
Ebenenbiiachel  m,  wie  in  Nr.  602,  so  gehen  durch  einen  Punkt  X  von 
M  zwei  von  den  Curven  in  einer  Ebene  ^  durch  u,  die  zu  den  consin- 
gulären  Complesen  gehören;  in  den  CoiTespondenzeü,  welche  durch  die 
zugehörigen  Oomplexe  hervorgerufen  werden,  sind  X  und  |  entsprechend. 

Folglich  gehen  durch  einen  Strahl  von  [w,  v]  2  Begelflächen  ams  der 
Reihe  %{ß%**) 

Sie  fallen  susamme»,  wenn  der  Strahl  einem  der  singularen  Büschel 
angehört;  denn  ein  aingulärer  Strahl  beetimmt,  wie  wir  oben  sahen, 
nur  eine  von  den  Correspondenzen  [2,  2],  und  in  jeden  der  singularen 
Strahlenhüschel  sendet  eine  jede  von  ihnen  nur  den  singularen  Strahl. 

Vermittelst  eines  Cus^idalpunktes  auf  einer  der  Geraden  u,  v  {oder 


*)  Unter  den  oo'  Cocreapondeaaen  [2,3],,  welohe  eine  Eeihe  consinguläret 
Complexe  auf  einer  Geraden  l  hervorruft,  rühren  die  doppelten  Projectivitäten 
von  den  4  durch  l  gehenden  Complesen  der  lleihe  her  (Hr.  537). 

**)  Bilden  wir'das  Netz  [m,  v]  nach  I,  Nr.  96  in  eine  Fläche  2.  Grades  g'  ah, 
30  gehen  die  q*  der  Reihe  ^(q')  io  Eftumcurven  4.  Ordnung  1.  Art  auf  %'  aber, 
welche  zwei  feste  nnd  projective  Würfe  in  den  beiden  Schaaven  von  JJ  berühren. 
Durch  einen  Punkt  von  %'  gehen  daher  2  von  diesen  Curven.  Projiciren  wir  aua 
ihm  wiederum  auf  eine  Ebene,  so  ergeht  sich: 

Wenn  uwei  projecHve  Strahlefmärfe  gegeben  sind,  so  giebt  es  3  Oarven  3.  Oid- 
nwig  durch  ihre  Scheitel,  welche  sie  zu,  Tangentenwärfen  haben. 


y  Google 


Die  Regelfläche  4.  Grades  mit  zwei  doppelten  Iieitgeradeii  (1.  Art).       125 

einer  Cuspidalebene  durch  sie)  wird  die  Punktreihe  (oder  der  Ebenen- 
büscbel)  der  andern  in  projective  BesieJmng  sur  Beihe  %(&''')  gebracht. 

Kehren  wir  zur  Betrachtung  einer  Regelfläche  p*  zuriiek.  604 

Eine  Gerade,  welche  beide  Strahlen  Jih^  eines  Dupels  einer  In- 
volution Ii,  von  p*  trifft,  gehört  zur  Leitschaar  einer  durch  hhi  gehen- 
den und   ein  Diipel   der  verbundenen  Ii   ausseh  neiden  den  Regelschaar, 

Also  begegnet  jede  Gerade,  welche  ein  Dupel  von  A  (beide  Strahlen 
desselben)  trifft,  auch  einem  Dupel  der  verbundenen  h,  und  die  d  von 
einer  Geraden  geschnittenen  Erzeugenden  der  9*  büden  3  Paare  von 
Dupetn  aus  3  Paaren  verbundener  Involutionen. 

Es  seien  g',  g"  zwei  Erzeugende  von  p*,  die  sich  auf  einer  der 
Leitgeraden  w  in  X  sebneiden,  gl,  gi,',  g{,  g{'  die  ihnen  gepaarten  in 
zwei  verbundenen  Involutionen  I^,  Ii.  Jeder  Strabl,  der  durch  X 
gebt  und  gl  trifft,  schneidet  dann  g,  g",  gl,  also  auch  gl';  folglich 
liegen  gl  und  g"  in  einer  Ebene  und  schneiden  sieh  auf  der  andern 
Leitgeraden  v\  dasselbe  gilt  für  g(  und  gl'. 

Wenn  also  zwei  auf  der  einen  Leitgeraden  sich  schneidende  Er- 
zeugend&i  von  p*  sw  verbundenen  Involutionen  gerechnet  werden,  so  be- 
gegnen sich  die  ihnen  beste,  gepaarten  auf  der  andern  Leitgeraden. 

Die  beide  Dupel  verbindende  ßegelschaar  besteht  aus  zwei  Strahlen- 
büscheln. 

Für  eine  dm-  sich  selbst  verbundenen  Involutionen  giU  daher: 

Zwei  Erzeugenden  von  p*,  die  auf  u  sicii  schneiden,  entsprechen  in  ihr 
zwei,  die  auf  v  sich  begegnm;  und  insbesondere  entspricht  einer  Torsair 
linie  von  p*,  wek^e  ihren  OuspidalpunM  auf  u  hat,  eine  TorsaUinie,  die 
ihn  auf  v  hat,  und  zwar  gemäss  einer  der  4  Projectivitäten  zwischen 
den  Cuspidalpuükten,  denen  ja  die  4  derartigen  Involutionen  zu- 
geordnet sind. 

Aber  wir  sehen  weiter,  daas  wir  durch  jedes  Paar  verbundener  In- 
volutionen Ii,j  Ii  zu  einer  Correspondenz  [2,  2]  zivisc'ken  den  PtinJctreihen 
(oder  Ebenenbäscheln)  der  Leitgeraden  u,  v  geführt  werden:  dem  Punkt 
X  auf  u,  durch  welchen  /,  g"  gehen,  entaprechea  die  Schnittpunkte 
von  V  mit  gl  und  gl'  oder  die  damit  identischen  mit  gi  ,  gi 

Ihre  entsprechenden  Punkte  sind  Schnitte  von  u  und  v  mit  zwei  m 
Ik  gepaarten  Erzeugenden:  u^,  vgl,  und  gleichzeitig  auch  mit  ziiei  in 
li  gepaarten  Erzeugenden:  ug",  vgl'. 

Durch  eine  der  beiden  Involutionen  erhalten  unr  dte  Cot  1  espondrii.. 
schon;  die  verbundene  liefert  dieselbe  Correspondenz;  nicht  verbundene 
liefern  verschiedene. 

Fallen  g',  g"  (in  eine  Torsallinie)  zusammen,   io   tillen   auch   die 
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gepaarten  Geraden  in  J^  (oder  Jj)  zusammeu;  c!.  h.  einem  Cuspidal- 
punkt  der  p*  entsprechen  in  der  neuen  Correspondenz  zwei  vereinigte 
Punkte. 

Die  Cuspidalpunkte  sind  Verzweigun  gapunkte  der  neuen  Corre- 
spondcHzeii ;  diese  siud  also  die  oben  betrachteten,  und  die  durch  sie 
erzeugten  Regelfiäcben  i.  Grades  sind  die,  welche  zur  gegebenen  cou- 
singulär  sind. 

So  führt  jedes  Paar  verbundener  Involutionen  auf  p*  sm  einer  Hegel- 
flache  i.  Grades,  welche  der  p*  consingulär  ist. 

Es  sei  XXi  ein  Strahl  von  [m,  v];  durch  ihn  gehen,  wie  wir 
wissen,  2  consinguläre  Regelflächen.  Sind  wiederum  g',  /'  die  durch 
X  gehenden  Erzeugenden  von  p*,  g-^,  gl'  diejenigen,  welche  durch  X^ 
gehen,  so  sind  g  und  gl  in  der  einen,  g"  und  g"  in  der  andern  von 
zwei  verbundenen  luYolutionen  gepaart;  und  ebenso  g ,  g"  in  der 
einen,  g  ,  Qi  m  dei  andern  von  zwei  weiteren  verbundenen  Invo 
lutiouen  gtpaart  Die  beiden  zu^ehoiij,en  cousm^ulaien  Regelflachen 
sind  die  durch  üj  gehenden 

Mithin  entsteht  jede  der  sm  p*  consmgula» en  Ixegclfhclen  auf  diebp 
^eise 

Aus  den  4  steh  seU/st  verbundenen  Involutionen  entstehen  die  Do^el 
^(^ecttmtaten  untet  den  [2,  2]  und  die  Doppel  Regeischaaren  unte}  den 
constngulaten  Hegel  flachen 

Die  beiden  vcrhindenen  Involutionen  dei  auf  u  und  dei  auf  v  sich 
schneidenden  Mse^genden  ton  p*  fuhten  su  der  Coi}esponden!i  [2,  2], 
dutch  aelche  p*  selbst  entsteht 

rO")  Wfil  die  ConsinguKntat  gegenseitig  ist    =!0  enthilt  jede  ^cu  zwei 

consingularen  Regelflachen  4.  Grades  ein  Paar  verbundener  Involutionen, 
das  zu  der  andern  führt. 

Wenn  g  und  g/,  in  der  Involution  J*  von  p*  gepaart  sind,  so  sind 
die  Verbindungslinien  j/j  und  Vj  von  ug  und  vg^,  von  ug^  und  vg  Er- 
zeugende der  conbinguldien  EeTelüache  p*  die  bei  dieser  Involution 
Ja  und  dei  veibundenen  J;  sich  eigiebt,  wenn  daher  gi  der  g  in  Ii  ge- 
paait  ist,  «o  Bind  auch  die  VerbiDJungslinien  g^,  g^  von  ug  und  vgi, 
ugi  und  vg  Erzeugende  dei  p*  In  der  einen  der  beiden  verbundenen 
Involutionen  von  p*  die  zu  p*  tuhien,  sind  g^,  g^,  m  der  andern  g^,  g^ 
gepairt  Denn  weil  g  Erzeugende  dei  p*  i'it,  so  tann  nur  dies  der 
Fall  sein,  oder  g^,  g^  sind  in  der  einen,  /g,  g^  in  der  andern  gepaart. 
Wiire  aber  letzteres  der  Fall,  so  würden  auch  die  Verbindungslinie 
von  vg^  und  ug^  oder  vgn  und  ugi  und  die  Verbindungslinie  von  vg^ 
und  j(^2  oder  vgi  und  ugh  Erzeugende  von  p*  sein;  d.  h.  in  der  Corre- 
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spondenz  [2,  2]  zwischen  u  und  v,  durch  welche  p*  entsteht,  würden 
jedem  der  beiden  Punkte  ugi,  und  ugi  die  beiden  Punkte  vgi,  und  vgi 
entsprechen;  sie  wäre  nach  I,  Nr.  17  eine  Projectivität  zweier  Invo- 
lutionen, was  sie  im  allgemeinen  nicht  ist. 

Wenn  daher  m  der  einen  der  beiden  zu  p*  führenden  Involutimen 
von  ß*  die  Geraden  g  und  gu,  in  der  andern  g  mid  gi  gepaart  sind,  so 
sind  in  der  einen  der  Jnvoluiionen  von  q%  die  m  p*  führen,  die  Ver- 
bindungslinien (ug,  vgk),  (vg,  ugi),  in  der  andern  (ug,  vgi),  (vg,  ugi) 
gepaa)  t 

Dei  zwe  ten  von  j  au  f,ehenlen.  Eiztugpnlen  j  ¥on  p'  i  t  in 
Ja  die  zweite  von  tg  d,  i  gehende  g  und  in  1  die  zweite  von  g 
lu&geheude  Erae  £,enle  g  gepiatt  ao  dass  </  und  q^  ich  audi  m 
um^ekehiter  Weise  erp,eben  dei  g^  entspncl  t  ma  in  der  eisten  dei 
Involntionen  auf  p*  die  {vg,  ug^)    der  gi  m  1er  zweiten  die  (vg     </  ) 

.Es  sei  mm  abet  Ih  eine  Involuti  n  ton  q*,  die  mit  den  veibanie ten 
Ii  identisch  ist,  "iO  fallen  g  und  g  zusammen  also  aucl  g^  und  q^ 
elienso  gh  uil  S'  Dem  Punkte  T  luf  u  von  dpm  q  und  g  ausgehen 
wird  eindeutig  dei  Punkt  \i  auf  v  zu^eorlnet  vun  dem  g,,  unl  c//, 
ausgehen  und  umgekehrt  es  entsteht  ahei  wie  schon  bemerkt  durdi 
die  XXi  eine  Ikgelschaar  tteldie  doppelt  getechnet  an  Stelle  iei  p^  t  itf 
An  Stelle  det  heiden  vetbundenen  Involutionen  dieser  Meqelflaehe  tritt  tn 
der  Regehchaai  eine  miolatorische  Gor  esponden  [2]  in  welchei  der 
Geladen  ÄA.^  he  'N  erb  ndmgahnien  (vg  ng  )  (og  ug  )  entsprechen 
von  diesen  Liniei  entspach  \oilin  in  derselben  Involution  von  p^  die 
eine  der  g^    die  andeie  dei  g^ 

Fallen  g  und  g  zusammen  Uiu  tl  □  e  ii  h  9  nl  /  inl 
ilso  auch  ditse  l)ei  leu  Linien 

Die  i  Stiohlen  der  Focalquatet »e  auf  dei  (doppelten)  L  qphclmm 
sind  die  Yersumgungssiiahlen  diesem    iniohdori'icheii  Conesponden~  [2] 

Umgekehrfc,  eine  involutorische  Correspoadenz  [2]  m  einer  Regel 
sehaar  ruft  auf  zwei  Leitgeraden  u,  t  dtrselben  eine  Conesponden/  [2,  2] 
hervor,  in  der  sich  zwei  Punkte  von  m  und  v  entspiethen,  duich  welche 
entsprechende  Geiaden  der  [2]  gehen,  und  fuhit  alao  zu  emei  Eegel 
fläche  4.  Grades, 

Wir  können  diese  Ergebmbbe  auf  btiahknluschel  Systeme  lun  folgen   GO(j 
der  Art  übertragen    Etnejede  Con espondens  [m,  n}  zwischen  den  Funkten 
und  Ebenen  einer  Getaden  u  fühl  011  einem  einfach  unendlichen  Systeme 
©JB,«  von  Strahlenhnscheln,  die  alle  dmch  u  gelten  und  deten  Scheitel  wid 
Ebenen  sich  in  [m,  n]  mttaptechi'n 

Wir   betrachten   ein    System    ©2,2;    scliuoiden    wir    den    Ebenen- 
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büscliel  u  mit  einer  Geraden  v,  so  entsteht  eine  Oorrespondenz  [2,  2] 
zwischen  den  Punktreihen  m,  v,  und  die  Büscliel  von  @2^  3  sind  in  die 
Erzeugenden  einer  Regelfläche  p*  abgebildet,  jeder  in  denjenigen  von 
seinen  Strahlen,  welcher  v  trifft.  Es  seien  //,,  Ii  zwei  verbundene  In- 
volutionen von  p*;  sie  führen  zu  swd  verbundmm  Involutionen  3^,  3i 
V(m  @2,  s,  die  sich  selbständig  folgendermassen  ergeben:  Zwei  Dupe!  h\, 
l\  von  i/„  /j  befinden  sieh  in  einer  Regelschaar;  folglich  sind  die 
Würfe  der  Seheitel  und  der  Ebenen  der  entsprechenden  Strahlen- 
büschel-Dupel  |{)i,  iX^  projectiv,  die  vier  Strahlenbüschel  gehören  da- 
her zu  einem  singulären  Strahlennetze,  dessen  (einzige)  Leitgerade  u 
ist.  Durch  3  Strahlenbüschelj  welche  einen  Strahl  gemeinsam  haben, 
ist  stets  ein  solches  Netz  eindeutig  bestimmt;  und  jedes  derartige  Netz 
mit  der  Leitgeraden  u  sehneidet  Sg,  2  in  4  Strahle  nhü  seh  ein;  denn  in- 
dem es  selbst  zwischen  der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  u  eine 
Projectivität  hervorruft,  ergiebt  sich  im  Ebenenbüsehel  eine  Corre- 
spondenz  [2,  2],  in  der  sich  zwei  Ebenen  entsprechen,  welche  je  dem 
nämlichen  Punkte  von  u  in  der  zu  @a,  ä  gehörigen  Correspondenz  [2,  2] 
und  in  dieser  Projectivität  zugeordnet  sind;  die  4  Coineidenzen  liefern 
die  gemeinsamen  Strahlenbüschel. 

Halten  wir  also  \^^■^  fest  und  bewegen  (,  so  giebt  je  das  Strahlen- 
netz (^^il)  den  gepaarten  Büschel  I,;  haben  wir  11^,  Tf/  aus  i)^j,  an- 
dererseits E)'^/  aus  (ti  abgeleitet,  so  geht  auch  ri;^'  aus  f|'£)['  in  dieser 
Weise  hervor;  sind  nämlich  h,  \,  . . .  die  entsprechenden  Erzeugenden 
von  p*,  so  sind  hh^ll,,  hh^l'l,',  h'k^'ll^  je  in  einer  Regelschaar,  also 
(Nr.  590)  auch  h'h^l'l^  und  daher  l^'^,'!'!/  iu  demselben  Strahlentietze. 

Alle  Strahlenbiisckel- Systeme  ©a,  a  Swch  dieselbe  Gerade  u,  der^i 
Correspondemen  [2,  2]  die  nämlichen  Vei'Sweigungsebenen  habest,  hönnen 
als  consingulär  hemehnei  werden. 

Es  sei  3s  ^"  einem  von  ihnen,  @s,s,  eine  Involution;  so  ordne  man 
jedem  Fvmhk  von  u  die  beiden  Ebenen  der  Büschel  von  ®b,  a  2«,  weldie 
den  von  ihm  aitsgehenden  Süscheln  von  ©2,3  in  3^  gepaart  sind,  und 
Jtat  dann  die  Straklenbüschel  eines  consingulären  Systemes,  m  dem  auch 
die  verbundene  Involution  3t  fuhrt;  und  die  ganze  Beihe  wird  durchlaufen, 
tvenn  wir  alle  Paare  verbundener  Involutionen  des  gegebenen  Systems 
benutzen.  Die  beiden  verbundenen  Involutionen,  bei  denen  in  der  einen 
die  zwei  Büschel  mit  demselben  Scheitel,  in  der  andern  zwei  mit  der- 
selben Ebene  gepaart  sind,  führen  zu  ©a,a  selber. 

Oder  anders  ausgedrückt: 

Wenn  in  3e  die  beiden  Büschel  (X,  |)  und  (Xj,,  |[,)  von  @ä,a 
gepaart  sind,  so  gehören  zu  dem  neuen  Systeme,  das  aus  2^  und  3[  sich 
ergiebt,  die  Büschel  (X,  |^),  (X^,  |);  und  sie  sind  gerade  in  der  einen 
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der  beiden  Involationen  dieses  Systems  ^epaart  die  riiciiwiirts  7um 
gegebenen  @a,  s  führen. 

Wenn  aber  S^^S^i  in  @2  tst,  bo  uird  dus  neue  by^tetn  ciai> 
Straklenbüschel-System  @i,i  eineb  smgukaen  Shahlennetzes  md  det  Leit 
geraden  ti,  doppelt  geregnet;  m  einer  solchen  sich  selbst  verbundenen 
Involution  von  ©2,a  sind  zwei  Buschein  mit  gememsamem  Scheitel 
{X,  I),  (X,  i")  Kwei  mit  gemeinsamei  Ebene  {X^  g^)  (Ä^  it)  ge 
paart;  und  dem  Büsehei  (X  ^h)  eutspiechen  tn  det  mvolutm ibchen 
Corresponden^  [2],  welche  in  @i  i  an  Steile  det  verbundenen  Iniolutwnen 
tritt,  die  sonst  zu  ©2,2  zurückfuhen,  die  Büschel  (Xt,    |),  {\b,  |) 

Sind  Jj,  A2,  A^,  Ä^;  ß,,  ß^  ß^  ß^  die  Veizweigun^selemente 
der  dem  Systeme  @2^a  zu  Grunde  hegenden  Correspondenz  [2,2],  so  se: 

A^A^Ä^Ä^7\  ßiß^ß'Ji 
die  Projectivität ,  welche  der  betrachteten  sich  selbst  verbundenen  In- 
volution   zugeordnet  ist,    so   daas   die   Büschel   {Ai,  ß^),   (A^,  ß^),  ... 
zum    singulären   Strahlennetze    gehören;    sie    sind    die    Verzweigungs- 
elemente der  Correspondenz  [2]. 

Jeder  it  enthaltende  Strahlenbüschel  gehört  zu  zwei  von  den  consin- 
gulären  Systemen  @s,  a;  infolge  dessen  entsteht  in  dem  Ebeuenbüschel 
von  M  eine  invoiutorische  Correspondenz  [2],  in  der  sich  zwei  Ebenen 
entsprechen,  welche  zwei  aus  einem  festen  Punkte  von  u  kommende 
und  zu  demselben  von  den  @a, a  gehörige  Strahlenbüschel  enthalten; 
und  ebenso  führt  jede  Ebene  von  m  zu  einer  Correspondenz  [2]  in  der 
Punktreihe  it. 

Ein  Strahlenbüschel  aber  dureh  u,  der  aus  einem  der 
samen  Verzweigungspunkte  kommt  —  oder  in  einer  der  ^ 
Verzweigungs ebenen  liegt  — ,  gehört  nur  zu  einem  von  den  Systemen 
©3,  a  und  ist  ja  dann  auch  für  dieses  der  einzige  mit  dem  Verzwei- 
gungselemente ineidente  Strahlenbüscheh 

Daher  ergiebt  sich  mit  Hilfe  eines  Verzweigungselementes  eine 
projective  Zuordnung  des  Ebeuenb  tisch  eis ,  bezw.  dec  Punktreihe  u  zu 
der  Reihe  der  Systeme  ©2,2. 

Zwei  von  den  consingulären  Systemen  ©s,  a  haben  8  Strahlen- 
büschel gemeinsam  (Nr.  60i5). 

Weil    die   Regelfiäche,   mit   der   wir   uns   hier   beschäftigen,   ein  607 
Speeialfall  der  Kummer'sclien  Fläche  ist,    so  müssen  die  Würfe  der 
Doppeltangenten  in  allen  Punkten  derselben  projectiv  sein;   zu  diesen 
4  Strahlen  fügen  wir  als  fiinfte  die  Eräugenden  hinzu,  weldte  auch  in 
allen  diesen  projectiven  Tangentenbüscheln  enfsprecJiend  sind,   und  wollen 
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dies  auf  folgende  einfache  Weise  darthun.  Wenn  T  ein  beliebiger 
Punkt  der  FJiche  und  r  seine  BerÜhrungs ebene  ist,  so  mögen  g^,  C^, 
ü,  (  die  bisheiigen  Bedeutungen  haben  (Nr.  590);  die  4  Doppel- 
tangenten  m  T  sind  die  Tangenten  t^,  t^,  t^,  t^  aus  T  an  C^;  es  seien 
%i  "  I  "31  "4  ^^^  ^^^  ^  ^^^  "1  "2)  '^'sj  ^i  ^^^  ^"^  ^-  ^^  ^^*  i^ch 
bekanntem  Siti 

und  iä  lei  dei  duich  diebe  Pi  oiectivität  erzeugte  Kegelschnitt;  nuu 
hat*)  m  Bezug  aut  diesen  Kegelschnitt  die  Gerade  g^  e^.  TJTV  den 
Berührungspunkt  Y  der  einen  der  4  Tangenten  v^,  ...  zum  Pole,  und 
folglich  entspiicht  m  den  Büscheln  T  und  U  weiter  der  g^^  der  Strahl 
UV.  Abel  die  4  Tangenten  it^,  m^,  «g,  w^  haben  ständig  ihre  Berüh- 
ruugapunl  te  auf  den  4  Toisallinien  l\,  1'.^,  l~,,  h^  aus  den  Cuspidal- 
punkten  von  i,  und  Y  dnrchlauft  ebenso  die  TorsalHnie  a,  die  aus 
einem  dei  Cnspidaip unkte  A  von  u  kommt;  folglich  ist  der  Strahlen- 
büschel ti^,  Mj,  !fg,  u^  UJ  zu  dem  Ebenenbüsebel  u  (b^,  b^,  h^,  \,  a) 
perspectiv  und  dieser  zur  Punktieihe  B-^^B^B^^Ji^SÜ  perspectiv,  wo  % 
der  dem  A  entsprechende  Doppelpunkt  auf  v  ist.  Also  sind  auch  alle 
Böschei  t^t  t^t^q^  zu  diesen  festen  Gebilden  projectiv. 


Die  Regelschaareu  eines  Coinplexes  2.  Grades,  seine  Erzeugung  durch 

correlative  Ketze  von  Gewinden.   Nachweis  des  Büschels  qiiadratisclier 

Systeme  4.  Stufe  von  Gewinden  durch  den  Complex.**) 

608  Jedes  Sirakleimetz   schneidet   in   emm  Complex  2.  Grades  T^   eine 

Regeljläche  4,  Grades  I.  Jrf  ein,  welche  die  Leitgeraden  des  Netses  gu 
doppelten  Leitgeraden  hat;  und  da  umgekehrt  jede  solche  Fläche  in  einem 
Strahlenuetze  sich  befindet,  so  ist  ihre  Zahl  in  P^  oo''. 

Dass  durch  die  Strahlen  von  T^,  welche  beide  Leitgeraden  m,  v  des 
Netzes  treffen,  zwischen  deren  Punktreihen  eine  Correepondenz  [2,  2] 
entsteht,  ist  unmittelbar  klar.  Die  Erzeugenden  der  Regelfläche,  welche 
einer  dritten  Geraden  w  begegnen,  sind  dann  die  4  Strahlen,  welche 
r^  mit  der  Begelsckaar  [uvw}  gemeinsam  hat. 

Legt  man  ein  Strahiennetz  durch  einen  Strahlenbüsehel  von  F^, 
so  ist  der  fernere  Schnitt   eine  cubische  Regelfiäche:   doppelte  Leitge- 


*)  Schröter,  Theorie  der  ebenen  Cuvven  3.   Ordnung  S.  104. 
**)  Yergl.  hierzu:  Sohnr,  Math.  Aonalen  Bd.  15  S.  45S;   W.  Stahl,  Journal 
f.  Math.  Bd.  83  8.  216;  Segre,  Sulla  geometria  della  retta. 
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rade  derselben  ist  diejenige  Leitgerade  des  Netzes,  welche  den  Sclieitel 
des  Büschels  enthalt,  einfache  die  in  seiner  Ebene  gelegene. 

Umgekehrt  jede  in  F'-'  enthaltene  cubische  Itegelfläche  befindet 
sich  in  einem  Strahlennetze  und  wird  durch  einen  Strahlenbüsehet  zum 
vollen  Schnitte  desselben  ergänzt;  toir  Jiabm  daher  oo^  cubische  Megel- 
flächen  in  r^,  weil  durch  jeden  von  seinen  oo^  Strahlenbüscheln  oo'- 
Netze  gehen. 

Zwei  Strahle nbiischel  von  F^  sind  entweder  windschief,  d.  h.  ohne 
gemeinsamen  Strahl,  oder  schneiden  sich.  Durch  zwei  windschiefe 
Strahlenbüschel  —  ein  Siralüenbüschel-Dupel  —  geht  nur  ein  Strahlen- 
netz,  dessen  eine  Leitgerade  u  die  beiden  Scheitel  verbindet,  während 
in  der  andern  v  die  Ebenen  sich  schneiden:  die  Büschel  gehören  im 
Netze  zur  nämlichen  Schaar  {I,  Nr.  95),  und  solche  allein  sind  ohne 
gemeinsamen  Strahl.  Der  ßestsehnitt  zweiten  Giades  muss  so  be- 
schaffen sein,  dass  durch  jeden  Punkt  von  m  2  von  seinen  Strahlen 
gehen,  durch  jeden  von  v  im  allgemeinen  keiner;  folglich  besteht  ei- 
aus  zwei  StrahlenbOacheln,  die  sich  umgekehrt  zu  w  und  v  verhalten, 
wie  die  gegebenen. 

Das  eineige  StraMennets  durch  ewei  wiitäscMefe  Straklenbüsckel  von 
F^  schneidet  den  Coin^lex  in  zwei  andern  Straklenhüscheln;  jene  (frören 
m  der  einen,  diese  eii  der  andern  mn  den  beiden  Schaaren  im  Netze. 

Zu  swei  ivinäschiefm  StraJüenhüsckeln  von  F^  gieht  es  immer  2  an- 
dere Büschel  im  Oomplexe,  welche  beide  schneiden. 

Jede  zwei  windschiefen  Strahlenbflschel  von  F^  führen  also  zu 
einem  Cyklus  von  4  Büscheln  des  Complexes,  von  deuen  jeder  die 
beiden  Nachbarn  schneidet;  die  Schnittstrahlen  bilden  ein  windschiefes 
Vierseit. 

Die  z\  eiteu  Büscl  el  von  I  die  aus  len  ^uheiteln  dei  i  euen 
Bdscl  el  kommen  sind  atgen  die  gegebenen  wiiidsehief  abei  \tjn  ^eii 
beiden  Buschein  die  von  jedem  dei  beiden  weiteien  Schnitte  dei  v 
mit  ^  ausgehen  suhneidet  der  eme  den  einen  lei  .indeie  den  and  m 
von  den  gegebenen  Bus  heln  UuaJcb  j,!lt  f  Ir  die  Bibchel  m  len  Be 
1  ühi ungs ebenen  dei   ^    die  duich  u  gehen 

Hingegen  noefi  bick  schneidende  ':>l)ahlmhischpl  —  ein  Sttcdüen 
bubchel  Paar  —  gehören  in  jedem  duich  sie  gelegten  Strahleunetze  zu 
verschiedenen  Sehaaren  lefinden  se  bich  in  F"  so  sefineidd  ein  solche 
Net  noüi  ewe  Hei/elfUu^e  ^  Gtadcb  a  in  welch  ;  i  nfiche  Le  t 
geraden  sind 

So  kommen  wir  /u  Regelschaaien  in  I 

Das  Stiahlenl dschel  Paai  ils  aisgeaitefco  RoTehchaar  ind  die 
allgemeiue  Kegelschaai',   welche    den    weiteren   Schnitt    bildet,   haben, 
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weil  in  demselben  Netze  enthalten,  2  Gerade  gemein  (I,  Nr.  94),  welche 
sieh  auf  die  beiden  Büschel  vertheilen. 

ümgekehrtj  eine  in  F^  enthaltene  Regelschaar  q  stellen  wir  mit 
einem  der  4  Strahienbüachel  zusammen,  die  durch  eine  von  ihren  Ge- 
raden gehen.  Das  Strahlenneta,  das  durch  p  und  einen  beliebigen 
Strahl  des  Büschels  geht,  enthält  beide  und  schneidet  F^  noch  in 
einem  Büschel,  der  die  Regelschaar,  aber  auch  den  ersteren  Büschel 
schneiden  muss,  weil  anderofalls  der  volle  Schnitt  aus  4  Büscheln  be- 
stehen würde. 

Folglich  kann  jede  Regelschaar  von  J  ''■  vermittelst  eines  Strahlen- 
büachel-Paars  erhalten  werden,  nud  zwar,  da  ihre  Gerade,  durch  welche 
der  erste  Büschel  geht,  beliebig  gewählt  werden  kann,  in  <x>'-  Weisen, 

Der  Complex  'besitzt  oo^  Strahlmbiischel,  jeder  hat  oo'  ihn  schnei- 
dende; ihre  Scheitel  erfüllen  die  Scknittcurve  der  ^  mit  der  Elme  des 
erst&t,  der  jedoch  je  nur  von  einem  der  beiden  Büschel  geschnitten  wird, 
die  vffn  jedem  Funkte  dieser  Ourve  ausgehen;  ihre  Ebenen  umhüllen  den 
TangentialJeegel,  der  vom  Scheitel  des  Büschels  an  $  Tcommt.  So  ge- 
langen wir  zu  oo^+^  Strahl enbüschel- Paaren  in  r^. 

Es  sei  {B,  ß),  (B',  ß')  ein  solches  Paar;*)  fassen  wir  es  als  Kegel- 
h  f         b       h    d     L        haar  aus  {B,  ß'),  (£',  ß);  jeder  Strahl 

a      (-B       )  d         u  1  jeder   aus   (B',  ß)    als    die    andere 

L  d  {B    ß      (B,  ß')    zu    legenden   Strahlennetzes 

en  mm       w    d  da       d      n  oo^   möglich    sind.     Da   nun  jede 

R  h  nTww       bn  bemerkten,  auf  oo'  Weisen  so  ab- 

w        n  k  n  ha     n  wir  cx)''+^~'  ßegelschaaren  in  F^. 

E      C  G  ad      h       t  fso*  Begelschaaren,  darunter  je  oo^ 

Kg      Kg  Sa  enb    ü    -Paare.**) 

9           I      h  Feg      hta    Q      m    F^  gehen  (I,  Nr.  126  ff.)  oo^  Strah- 

{       N  er        B     d     **)  von  Gewinden  und  Sk-aMetmetzeti); 

ä  Be  el     aar  aus  F^,  welche  ß^  in  swei  Strahlen 

df        a    n  w  n             eidet. 

E        h      g      (^,  a),  (B,  p)  dei-Büsdiel  dea  Complexea, 

A  D  al  N  beuutae  ich  die  letztere,   welche  den  An- 

g     B  B  h        auch  als  neutrale.  —  {S,  o)  sind  die  Tan- 

g  nte  0  d  gulärer  Punkt  und  singulare  Ebene,  die  zu 

m  g  h         g  h  (Nr.  523). 

D  h    U      d     h  r  Regelachaaren  hat  —  durch  eine  sp&ter 

p      h     d     Ä  g  Caporali  gefunden:    Sui  ooraplesei  e  sulle 

congruenae  di  2"  grado.   Memorie  dell'  Accademia  dei  Lineei  Ser.  III  Bd.  2  (1878). 
***)  Dies  Wort  gebraucht  Eeje   in   der   3.  Auflage   der  Geometrie   der   Lage, 
nod  zur  Abwechselung  und  um  Collisionen  desselben  Wortes  in  verschiedenen  Be- 
deutungen z\i  vermeiden,  will  ich  mich  seiner  auch  bedienen. 
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Und  umgekehrt,  zwei  sich  zweimal  schneidemäe  Kegelschaaren  von 
r    hefinden  sieh  m  demselben  Str ihlennet^e 

So  im}il  jpd&i  Begelschaat  9^  lon  F^  ein  moeifach  miendliches  Sy 
stettt  von  andnn  Leffelschaarm  von  F^  swgp-otänet,  von  welchem  alle  äie 
Pd  zweimal  schneiden  und  zii  dem  alle  Begehchaaien  ion  T^,  die  ihes 
thun,  gehören 

Den  Inbegriff  dieser  Regeischaaren  von  F^  will  ich  das  Uegel- 
schaar-Feid  [p,,]  nennen  and  q^  seinen  Träger. 

Wenn  3^  ein  Kegel  von  F^  ist,  so  besteht  [q^^  aus  allen  Kegel- 
schnitten von  F"  in  den  Ebenen  durch  die  Spitise  des  Kegels. 

Ist  Qa  ein  Kegelschnitt  von  F^,  so  wird  [pj  durch  aUe  F^-Kegel 
gebildet,  die  ihre  Spitzen  m  der  Ehern  des  Kegelschnitts  kabm. 

Daraus  folgt,  dass  in  einem  Begelschaar- Felde ,  das  von  einer  all- 
gemeinen Eegelschaar  genügen  wird,  sich  Icein  Kegel  oder  Kegelschnitt 
befindet. 

Die  übrigen  ßegelsehaaren  von  F^  haben  zu  p^  dreierlei  Verhalten: 
die  einen  schneiden  p^  einmal  und  sind  daher  mit  ihr  durch  ein  Ge- 
winde verbunden,  die  der  zweiten  Art  schneiden  zwar  p^  nicht,  aber 
befinden  sich  doch  mit  ihr  in  dem  nämlichen  Gewinde,  und  für  die 
der  dritten  Art  gilt  auch  dies  nicht  mehr. 

Durch  ein  Strahlenbüschel-Paar  von  F^  (d.  h.  durch  den  gemein- 
samen Strahl  und  je  einen  weiteren  Strahl)  und  einen  beliebigen  Strahl 
g  von  r^  geht  nur  ein  Strahlennetz,  daher  durch  g  um-  od^+i-i  Regel- 
schaaren  von  F^. 

Durch  einen  gegebenen  Strahl  von  F^  gehen  00^  Hegelschaaren  des 
Complexes,  durch  zwei  Gerade  also  eine  endliche  Zahl. 

Bewegt  man  das  Sh-aMennete  des  Bündels  (po)  innerJiath  eines  su 
diesem  Bündel  gehörigen  Gewindes  F,  so  ergtebt  sich  eine  Begelschaar- 
Reike,  das  Feld  [q^]  ist  also  von  00^  Reihen  dwchzogeti:  es  lässt  sich  in 
ein  Feld  von  Punkten  abbilden,  weil  dies  ja  für  den  einschneidenden 
Bündel  (pu)  gilt.  Also  sind  jede  swei  Begelschaaren  des  Feldes  durch 
eine  Beike  verbunden,  zwei  Beihen  des  Feldes  haben  eine  Begelschaar  ge- 
meinsam. 

Durch  jede  Gerade  von  F^  geht  eine  Begelscliaar  von  [p^J,  weil  ein 
Strahlennetz  des  Bündels  (p,,). 

Eine  Folge  von  Begelschaaren  von  F^,  in  der  jede  swei  benachbarte  610 
sich   zweimal   schneiden,   heisse   eine  KeUe   von   Begelschaaren,   die   ihre 
Glieder  genannt  werden  mögen.     Zwei  auf  einander  folgende   sind  also 
durch  ein  Strahlennetz  verbunden  und  zwei  auf  einander  folgende  von 
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diesen  Netzen  haben  eine  Regelschaar  gemein  und  betinden  sicli  des- 
halb in  demselben  Gewinde.     Also: 

Drei  auf  mmndef  folgende  Glieder  Qi—iQiQi+i  einer  Kette  sind  in 
dmiselhen  Gemnde  enthalten. 

Die  ieiden  äusseren  Glieder  schneiden  sich  nicht,  denn  die  beiden 
Strahlen,  welche  9,-1  mit  dem  Strahlennetze  {qi^i^i)  gemein  hat,  be- 
finden sich  auf  9;. 

Damit  ist  auch  gewonnen,  dass  ^wei  Eegelschaaren  eines  Feldes 
stets  demselben  Gewinde  (im  allgemeinen  ohne  Sehnittstrahl)  angehören. 

Wenn  weiter  pf_3p,-_i9,p;+ip,+s  auf  einander  folgende  Glieder 
einer  mindestens  fünfgliedrigen  Kette  sind,  so  schneidet  das  Strahlen- 
netz, das  den  Gewinden  (p,_B9i— it><)  und  (QiQj^iQi^s)  gemeinsam  ist, 
ausser  in  p,-  noch  in  p/;  diese  Regelschaar  schneidet  also  Qi  zweimal, 
daher  Qi—i  nicht  (denn  pi_iprp/  bilden  eine  Kette)  und  infolge  dessen, 
weil  sie  dem  Netae  (pj_aP;-)  mit  den  «  e  im  Cewnle  (p  _  p_  p) 
liegt,  nur  auf  den  Schnitt- Ee^elschaaien  be^,  gne  i  kann  p  _s  zweimal 
und  ebenso  s>,-f-si  und  wir  haben  die  Kette  ß     2p  ß-f- 

In  jeder  mindestens  fmfgh^ngei  Kette  Icann  man  3  atf  einatder 
folgende  innere  Glieder  stets  ditch  ene  Begelbd aa>  ersetzen  unl  dalet  die 
Kette  auf  i  oder  3  Glieder  JereMringen  je  nachdem  ihte  Giiedei  aJtl 
gerade  oder  ungerade  ist.    Daiei  bleiben  die  Enäghedet  dieselben 

Die  Endglieder  emer  Kette  lon  tugetadet  Gl  tele  all  bef  tden  seh 
stets  in  demselben  Geioinde  ol    e  gemeusane     btiall 

1  Man  sei,  von  p^  ausgelend     l    cf   eine  legled  je  helfe        o 

gelangt;  dann  liegt  jede  pp  zweimal  sei  ne  dende  Kegels  hjar  p  m  t  p 
in  einem  Gewinde,  da  pp„  .     o„    )  i  itgliedii,,    at 

Jede  Hegelschaa/r  des  Feldes  [p^]  kann  mit  q^  l  cl  en  C  e  il 
verbunden  werden  und  jede  Regehdiaa    yo  t  [p  ]  mit  p^ 

Zwei  Strahlennetze  von  (pg)  schneiden  in  p  md  pj ,  welche  ra  t 
Pq'  durch  die  Gewinde  V,  F^'  verbunden  sind;  das  Strahlennetz  F'F^' 
schneidet  dauu,  ausser  in  p,,',  noch  in  p'.  Weil  p  mit  diesem  Netze 
(po'p')  in  I"  gelegen  ist,  trifft  sie  dasselbe  zweimal,  also  wird,  da  p 
und  pg'  windschief  sind,  p'  von  p  und  ebenso  von  pj  zweimal  ge- 
schnitten und  befindet  sich  deshalb  in  dem  Gewinde  F  von  (p^),  wel- 
ches die  Netze  (p^p),  (poPi)  verbindet.  Da  nun  p'  das  Netz  (p^p)  schon 
zweimal  auf  p  trifft,  so  trifft  sie  p„  nicht.  Ein  drittes  Strahiennetz  von 
(pu),  das  in  J"  liegt  und  p^  ausschneidet,  wird  von  p'  zweimal  auf  p^ 


*)  Die  Punkte  sollen,   auch  dar  Zalil  naoli,   die   nicht  genauer   bezeichneten 
Glieder  der  Kette  angeben. 
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getroffen,  und  so  jede  weitere  Regelschaar  der  Reihe  ppiP2i  ■  ■  -  I^^' 
her  enthalten  die  Gewinde  T",  F^,  H/,  .  .  .,  welche  diese  Regelschaa- 
ren  mit  g^  verbinden,  von  q  4  Strahlen,  2  auf  p^',  2  auf  p,  g^,  p^j,  ..., 
folglich  die  ganze  E-egelschaar  q  und  bilden  einen  Büschel,  dessen 
Basis  das  Strableunetz  (po'p')  ^^*'- 

Wenn  also  das  Strahlennetz  von  (?„)  einen  Büschel  in  diesem  Bündel 
durchVmft,  ä.  h.  sich  inn^haW  eines  Gewmäes  von  (po)  hewegt,  so  erzeugt 
das  Gewinde,  welches  die  je  ausgeschniüme  Begelschaar  mit  q^'  verbindet, 
auch  einem  Biischel. 

und  ebenso  könnten  wir  von  (»„'  ausgehen;  für  die  p',  die  von 
einem  durch  p^'  gehenden  Strahlennetze  ausgeschnitten  wird,  ist  r  das 
Gewinde,  das  sie  mit  p^  verbindet. 

Damit  ist  erkannt,  dass  jeder  Complex  2.  Orades  durch  die  Sclmitt- 
Begelschaaren  entsprechender  Elemente  zweier  correlaMver  Bündel  von  Ge- 
winden und  Strahlennetsen  erzeugt  werden  liann. 

Beweisen  wir  nun,  dass  umgekehrt  das  M-eeugniss  zweier  solcher 
Bündel  ein  Complex  ä.  Grades  ist.  Die  beiden  Bündel  seien  S^,  S.^'. 
Eine  beliebige  Ebene  %  wird  durch  sie  correiativ  gemacht,  und  es 
entsprechen  sich  ihr  Nullpunkt  in  Bezug  auf  ein  Gewinde  von  S^  oder 
S^'  und  der  Strahl  in  it  aus  dem  entsprechenden  Strahlennetze  von  S^' 
oder  S^.  Die  Curye  2.  Grades  der  Geraden,  welche  durch  ihren  einen 
und  dann  auch  durch  ihren  andern  entsprechenden  Punkt  gehen,  ist 
die  Complexcurve  (ra);  und  so  zeigt  sich,  dass  der  nämiiche  Complex 
sich  ergieht,  ob  man  die  Gewinde  von  S^  mit  den  entsprechenden  Sirahlen- 
netzen von  S^'  oder  die  Gewinde  von  Äg'  mit  den  Strdklennetsen  von  S.^ 
schneidet.  Man  erkennt  auch  leicht  unmittelbar,  dass  ein  Strahl,  der 
zwei  entsprechenden  Elementen  der  einen  Art  gemeinsam  ist,  auch 
stets  in  zwei  entsprechenden  Elementen  der  andern  Art  zugleich  liegt. 
Die  erzeugenden  Regeischaaren  bilden  ein  Feld,  jedoch  in  dem  einen 
Falte  nicht  dasselbe  wie  im  andern. 

Durch  zwei  beliebige  Strahlen  der  Grund- Begelschaar  des  einen 
der  beiden  erzeugenden  Bündel  geht  ein  Gewinde  des  andern;  also  ist 
die  Begelschaar,  in  welcher  dasselbe  sich  mit  dem  entsprechenden 
Strahlennetze  schneidet,  die  einzige  Begelschaar  des  Oomplexes  F^ 
durch  jene  beiden  Strahlen,  ausser  der  Grund-Regelschaar. 

Dataus  ist  schon  zu  vermuthen,  dass  die  oben  erwähnte  Zahl  der 
durch  2  Strahlen  des  F'^  gehenden  von  seinen  Regelsehaaren  2  ist. 

Jedoch  wird  hierbei  die  Existenz  einer  von  ihnen  vorausgesetzt. 

Von  der  Schmitcongruenz  U.  Grades  des  F'^  mit  einem  Gemnde  F,  612 
die  später  noch  genauer  behandelt  werden  wird,  sollen  vorläufig  fol- 
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gende  Eigenschaften  besprochen  werden.  Weil  F^  oo*  und  T  co^  Re- 
gelschaaren  enthält  und  es  überhaupt  oo"  Regeischaaren  giebt,  ao 
müssen  m  derCongruenis  FF^  00*+*"'^,  also  00^  Regeischaaren  vorftandeii 
sein;  es  wird  sich  zeigen,  dass  sie  10  Reihen  bilden;  FF^  ist  eine 
allgemeine  Congruenz  2.  Grades  ohne  singulare  Linie- 
Wenn  Po  eine  in  FF^  enthaltene  Regelschaar  ist,  so  führt  die- 
selbe, wie  wir  schon  gefunden  haben,  zu  einer  Reihe  von  00^  Regel- 
schaareu,  die  sänimtlich  in  FF^  sieh  befinden,  durch  die  zu  F  ge- 
hörigen Strahlennetze  von  (p,,).  Sie  begegnen  alle  der  p,,  zweimal, 
keine  zwei  aber  einander,  du.  durch  jede  Gerade  nur  ein  Strahlennefcz 
von  (pq)  geht.  Irgend  eine  Regelschaar  p^  aus  dieser  Reihe  führt  in 
derselben  Weise  zu  einer  Reihe  in  FF'^,  zu  der  pQ  gehört.  Jede  andere 
Regelschaar  aus  der  ersten  Reihe  sehneidet  das  Strahiennetz,  weiches 
Pd  mit  einer  aus  der  zweiten  Reihe  verbindet,  zweimal  (weil  beide  in 
F  Hegen),  also  so  oft  diese  Regelschaar,  da  sie  der  p^  nicht  begegnet. 
Daher  kann  jede  von  den  beiden  Reihen  aus  jeder  Regelschaar  der 
andern  genau  so  abgeleitet  werden,  wie  die  erste  aus  Po  und  die 
zweite  ans  po- 

Jede  in  der  Schnittcongruene  2.  Grades  des  F^  mit  einem  Gewinde 
F  enthaltene  Hegelschaar  führt  sofort  m  swei  verhnü^iften  liegelschaar- 
Beihen,  in  deren  einer  sie  sich  befindet.  Alle  Regeischaaren  der  einen 
Eeihe  treffen  alle  der  andern  zweimal,  Iceine  zwei  derselben  Seihe  treffen, 
im  allgemeinen*),  einander. 

Wir  kennen  diese  verknöpften  Reihen  von  der  Betrachtung  der 
Congrnenz  2.  Grades  ohne  singulare  Linien  (II,  Nr.  369). 

Jede  zu  p^  windschiefe  Regelschaar  von  FF^  trifft  das  Strahlen- 
netz (poPo)  zweimal,  also  auf  p^  und  gehört  deshalb  zur  zweiten  Reihe, 

'äl'd  Die  Eegelsdiaaren  des  Complexes,  welche  mit  ein^r  gegebenen  Regel- 

schaar  p,,  desselben  durch  eine  Sgliedrige  (oder  allgemeiner  eine  ungerad- 
gliedrige)  Kette  verbunden  sind,  sind  daher  in  den  00^  Congrtieit^eit  FF^, 
tvelche  dttrch  die  Gewinde  von  (p^)  eingeschnitten  werden,  di^enigen,  welche 
je  im  derselben  Reihe  gehören,  wie  pn,'  also  ist  ihre  Anzahl  00'. 

Seien  p  und  pj  zwei  von  ihnen,  so  können  wir  die  beiden  Ketten, 
■welche  von  p,,  zu  ihnen  führen,  unter  Ümkehrung  der  einen  an  ein- 
ander sehliessen,  was  zu  einer  fünfgliedrigen  Kette  führt,  die  wieder 
auf  3  Glieder  herabgebracht  werden  kann.  Wie  also  p  und  p^  «ms  Po, 
so  Icann  jede  von  ihnen  aiis  der  andern  c 


")  Wir  werden  (Nr,  631,  633)  Reihen  feennen  lernen,  in  denen  alle  Eegel- 
BcLaaren  eine  oder  zwei  Gerade  gemein  liaben.  —  loh  gebrauche  nun  das  hefltimin- 
tere  Wort  „Reihe"  statt  „Syatem",  dessen  icli  mich  in  Bd.  11  bedient  habe. 
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Tt  ir  fithaJten  auf  diae  Weise  ein  tn  sich  gescJihssmes  System  3  Stufe 
-i?3  ton  Begehe! aai en  des  V  i07i  dem  jede  suei  d  rdi  eine  dieighedrige 
Kette  vethanden  werden  l:onnen  oder  m  demselben  Gewinde  steh  so  he 
finden  dasb  bie  in  dessen  ScJmiftcongtuen  imt  T  derselben  Reihe  awje 
hören 

Also  jetJe  awei  E  gelselauen  dieses  Systems  2^  bestimmen  eme 
Reihe  und  solchtr  Reihen  enthalt  das  Svstem  oo*''"''^  d  h  oo*  jede 
Reihe  erzeugt  den  fechmtt  von  F  mit  einem  Gewinde  es  ist  1  mnnih 
unser  System  odet  Segelsekaar  Geh  rhe  wie  wii  e  nennen  wollen  m/t 
oo*  Gewinden  verbunden 

Solcher  Lcffelsclia it  Gehuscht  lalen  uu  fxi  Jeine  uei  htben  e  ne 
Jiegelsciam  gemein  denn  eine  solche  zöge  ja  Gtemeinsamkeit  aller 
übrigen  Regekehaaren  det>  emen  oder  andern  Gebüsches  nach  sich 

Abel  lurch  diese  Uebusche  weiden  n  oht  etwa  aich  die  Gewinde 
m  co^  ^eti einte  Systeme  von  oo^  bewiudpn  geschieden  vielmehr  ist 
jedes  Gewinde  mit  10  Gebiischen  verbunden  wie  unn  unsere  Kenntuiss 
der  10  Regelschaar  -  Reihen  in  der  Congruenz  2.  Grades  XT^  schon 
lehrt. 

Zwei  Regeischaaren  eines  Feldes  sind  durch  eine  dreigliedrige 
Kette  verbunden,  deren  Mittelglied  der  Träger  des  Feldes  ist. 

Folglich  gehört  ein  Feld  von  Segelsehaaren  vollständig  in  ein  Ge- 
büsche; der  Träger  befindet  sich  aber  ausserhalb. 

Mne  Beihe,  in  einem  Gewinde  enthalten,  gehört  oo'  Feldern  an, 
deren  Träger  die  verschiedenen  Regeischaaren  der  verkmipften  Beihe  sind. 

Zwei  Regelschaar-Felder  [pj,  [p„]  des  nämlieben  Gebüsches  haben 
^.a— 3^  also  oo^  Eegelschaaren  gemeinsam;  p^,  pg  seien  zwei  derselben, 
so  befinden  sich  p^,  p,,  in  dem  sie  verbindenden  Gewinde  F,  weil  sie 
mit  ihm  4  Strahlen  gemeinsam  haben,  also  gehören  p,,,  p^  zur  einen, 
p^,  pa  zur  andern  von  zwei  verknüpften  Reihen  der  Schnittcongruenz ; 
die  weiteren  Regeischaaren  der  Reihe  (pj,  pj)  sind  beiden  Feldern 
gemeinsam,  und  jede  gemeinsame  Regelsehaar  beider  Felder  föUt  in 
r  und  in  die  Reihe  (P1P2)-     Also: 

Zwei  demselhm  (rebusche  angehoiige  BegeWhini  Feldet  Imien  eine 
Beihe  gemeinsam 

Das  Gebüsche  S  ist  dem  Punktranme  veigleichbai,  «0  dass  den 
Punkten,  Geraden  Ebenen  die  Rejfelschaai  en  Reihen  und  teldet  von 
Eegelschaaren  entsprechen   die  in  S    enthalten  sind 

Ein  Feld  und  ein  Gebti  che  von  Begelschaoien  lami  man  in  det 
bekannten  Weise  facherfor/nig  dmch  Leihen  ans  S,  besw  i  Consliiueuten 
erzeugen,  die  nicht  detbelben  Beihe,  demselben  Felde  angehören 

Zeigen  wir  dies   zunächst   für   das  Feld     iis   seien   p^,  p     pg    p 


y  Google 


138  Die  Eegelsuliftcueiv  oiuea  Complexes  2,  Grades 

4  von  seinen  Eegelsehaaren,  p,,  sein  Träger.  Das  Gewinde,  welches  p,, 
p3  und  die  Reihe  (piPa)  i^i*  Po  verbindet,  und  das  Gewinde,  welches 
pa,  p  und  ihre  Reihe  mit  p„  verbindet,  schneiden  sieh  in  einem  Strah- 
lennetz, das  dem  F^  ausser  in  pg  noch  in  p'  begegnet;  po  befindet  sich 
in  den  Scbnittcongruenzen  jener  Gewinde  in  den  den  pip^,  bezw,  pgp 
verknüpften  Reihen,  also  p',  welche  pp  zweimal  sehneidet,  in  den  pjp^ 
und  PjP  selbst  und  ist  ihnen  gemeinsam.  Jede  Regelschaar  p  des 
Feldes  gehört  daher  einer  Reihe  an,  welche  pj  mit  einer  Regelschaar 
der  Reihe  p^y^  verbindet,  und  das  war  zu  beweisen, 

614  Es  seien  nun  p  und  p^  zwei  Regeischaaren  von  F',  welche  durch 

4gliedrige  Ketten  aus  p,,  hervorgehen,  so  ergiebt  sieb  durch  Anein- 
anderffigung  eine  Tgliedrige  und  also  auch  auf  3  Glieder  zu  reduci- 
rende  Kette  von  p  nach  pj. 

Alle  mit  einer  bestimmten  Regelsckaa/r  p„  von  F^  durch  4gliedrige 
Ketten  verbundenen  Regeischaaren  von  F^  sind  mit  irgend  einer  von  ihnen 
durch  Sgliedrige  Kettmi  verbunden  und  bilden  daher  auch  ein  Gebüsche 
2^3,  SM  dem  aber  q^  nicht  gehört. 

Sei  p'  eine  von  diesen  Regeischaaren  und  p  eine  aus  dem  Ge- 
büsche, zu  dem  p^  gehört,  so  haben  wir-  die  Ggliedrige  Kette  p  .  p^ ..  p', 
die  wir  auf  4  Glieder  reduciren  können. 

Mit  jedem  Gebüsche  I^g  von  Eegelsehaaren  des  T^  ist  ein  anderes 
2Jg'  verhniipß  von  der  Art,  dass  jede  Segelschaar  aus  2^3  mit  jeder  am 
S^  durch  eine  iglieärige  Kette  verhmden  werden  Tiann. 

Gehören  p^,  p  zu  Z'j  und  schneidet  p'  die  p  zweimal,  so  haben 
wir  die  4gliedrige  Kette  pg .  pp';  also: 

Das  gamse  Feld,  welches  eine  Eegehchaa/r  von  S^  oder  S^  mm 
Träger  hat,  gehört  m  Ü^'  oder  2^^. 

Oder: 

Die  Träger  der  in  £g  oder  2^^  enthaltenen  Felder  von  Eegelsehaaren 
liegen  in  S^  oder  Z^  und  erfüllen  dies  Gebüsche. 

Es  giebt  also  auch  2gliedrige  Ketten  zwischen  i'j  und  21^,  die 
man  aber  in  4gliedrjge  verlängern  kann,  z.  B.,  wenn  p  und  p,  zum 
Felde  [p']  gehören,  die  Kette  pp'  in  p.p^p'. 

Bei  jeder  Kette  hle3>t  man  innerhalb  zweier  verlcnüpfter  Gebüsche, 
am  dem  einat  in  das  andere  oscülirend. 

Zwei  verhnü/pfte  Reihen  von  Eegelsdtaaren  innerhalb  einer  Üongruenz 
FF^  gehören  zu  verhtüpften  Gebüschen, 

Eine  Regelschaar  p,  welche  zwei  Regeischaaren  p,,  pg  zweimal 
trifft,  liegt  in  der  verknüpften  Reihe  der  Reihe  pjp,,;  denn  die  Glieder 
der  Kette  pjpp^  befinden  sich  in  einem  Gewinde. 
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Den  00^  Reihen  eines  Feldes  in  2g  sind  d-ie  <x?  Beihen  von  2]^' 
verknifft,  die  in  den  Träger  des  Feldes  msammemlaufen. 

Eine  Beihe  wnd  ein  Feld  desselben  Oebüsches  haben  eine  Eegelschaar 
gemein.  Constituiren  wir  aus  der  verknüpften  Reihe  (oder  zwei  Ele- 
menten derselben)  and  dem  Träger  des  Feldes  das  Feld  im  verknöpf- 
ten  Gebüsche,  so  ist  dessen  Träger  die  gemeinsame  Regelschaar. 

Fin  oMsgezeichnetes  Paar  verkniijgfter  Gd>üscke  bilden  die  Kegel  und 
die  Kegelschniile  von  JT^;  denn  zwischen  zwei  Kegel  (X),  (2)  können 
wir  den  Kegelschnitt  (?j)  in  einer  beliebigen  Ebene  tj  durch  XZ  als 
mittleres  Glied  einer  Kette  einschalten. 

Zwei  verhnüpfte  Seihen  in  diesen  Oebiiscken  bestehen  aus  den  Kegeln 
und  Eegelscknitten ,  deren  Spitzen  und  Ebenen  mit  einer  Geraden  l  incir 
diren,  also  deren  Complexfläche  (/)  umhüllen,  bezw.  erzeugen;  das  beide 
Reihen  enthaltende  Gewinde  ist  das  Gebüsche  [l]. 

Bei  der  Erzeugimg  des  F^  durch  correlative  Bündel  liegt  das  Feld 
der  erzeugenden  Eegelschaaren  in  demjenigen  von  zwei  verknüpften 
Gebüschen,  welchem  die  Grund-Rege!  ach  aar  des  Bündels  angehört,  von 
welchem  die  Gewinde  benutzt  werden;  die  zweite  Grund -Rege]  seh  aar 
ist  im  andern  enthalten. 

Ein  Jtegelschaar-Feld  wird  cdUvnear  auf  ein  Funktfeld  bezogen,  in-  615 
dem  man  den  Bündel  von  Strahlennetzen,  welche  die  Eegelschaaren 
desselben  aus  seinem  Träger  „projiciren",  correlativ  auf  das  Punktfeld 
bezieht:  durchläuft  die  Eegelschaar  im  Feld  eine  Reihe,  so  thnt  es 
auch  der  Bildpunkt,  und  so  werden  auch  die  Regelsciiaar-Feihen  projeetiv 
beziehbar  auf  FwnMreihen. 

Die  Felder,  welche  eine  Reihe  gemeinsam  haben  und  von  den 
Regeischaaren  der  verknüpften  Reihe  getragen  werden,  erfüllen  das 
ganze  Gebüsche,  zu  dem  die  Reihe  gehört;  denn  jede  Eegelschaar  des- 
selben kann  man  ja  mit  der  Reihe  durch  ein  Feld  vecbindcn. 

Durch  projective  Beziehung  dei-  verknüpften  Eeihe  macht  man 
auch  diesen  Felderbüschel  projectiv  beziehbar. 

Verbindet  man  nun  drei  Eegelschaaren  p^,  pj,  p^  eines  Gebüsches 
durch  Reihen  und  bezieht  die  Felder büschel,  welche  diese  Reihen  zu 
Basen  haben,  bezw.  projectiv  auf  die  drei  Ebenenbüsche!,  deren  Äsen 
die  Punkte  A^,  A^,  A^  verbinden,  derartig,  dass  in  allen  drei  Projec- 
tivitäten  das  Feld  Pip^Pa  '^^r  Ebene  A^A^A^  entspricht,  so  macht  man 
das  Gebüsche  zum  Punktraume  collinear,  so  dass  eine  Regelschaar  und 
ein  Punkt  sich  entsprechen,  in  denen  entsprechende  Felder  und  Ebenen 
sich  schneiden  (vgl.  I,  Nr.  141). 

Jedes  von  den  Bsgelsckaar-GebOschen  eines  F^  ist  collinear  auf  den 
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Funhtramn  bmehbar.     Und   damit  ist   auch   die  Möglichkeit   der  Cod- 
stitiiirung  eines  Gebüsches  aus  vier  seiner  Elemente  erkannt. 

616  Kommen  wir  auf  die  Erzeugung  des  F^  durch  zwei  correlative 
Bündel  Ton  Gewinden  und  Strahlennetzen  zurück.  Die  Grund-Regel- 
achaar pg  des  einen  können  wir  beliebig  unter  den  co*  Itegelschaaren 
von  r^  wählen;  die  p,,'  des  andern  ist,  weil  wir  zu  ihr  durch  eine 
4gliedrige  Kette  von  p^  gelangen,  dann  beliebig  aus  dem  verknüpften 
Gebüsche  desjenigen  zu  nehmen,  zu  dem  p,,  gehört. 

Daher  hann  jeder  gegehme  Com/plex  2.  Grades  auf  oo'  Weisen  durch 
correlative  Bündel  erzeugt  werden. 

In  der  Erzeugung  aber  liegt  die  Mannigfaltigkeit  2.9  +  8  =  26; 
denn  es  giebt  so  viele  Bündel  von  Gewinden,  als  Regeischaaren,  also 
ao^,  und  die  Correlation  zwischen  2  Bündeln  ist  auf  co^  Weisen  mög- 
lich,    i'olglich  ist  die  Mannigfaltigkeit  von  F^  26  —  7  ^  19. 

Es  gieht  <x}^  Cotn^lexe  3.  Grades. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  Kummer'schen Fläche  ist  18  (lI,Nr.33S). 

Jede  Kummer'sehe  Piäehe  ist,  wie  wir  gefunden  haben,  singulare 
Fläche  für  oo^  Oomplexe  2.  Grades. 

617  Zu  den  consingulären  Oomplexen  eines  gegebenen  F^  gelangen 
wir  nun  auch  vermittelst  der  oo^  Paare  verknüpfter  Begelschaar- 
Gebüsche  Z^,  2J^'  des  F\ 

Es  sei  ?Q  eine  Gerade  aus  der  Leitschaar  einer  Regelschaar  p  von 
r"^;  alle  Strahlennetze  durch  p  im  Gebüsche  [y,  d.  h.  welche  ?g  zur 
festen  einen  und  eine  veränderliche  Gerade  der  Leitschaar  zur  zweiten 
Leitgeraden  haben,  schneiden  eine  Reihe  von  Regeischaaren  aus,  welche 
sämmtlich  Zq  zur  Leitgeraden  haben,  und  gehen  wir  ebenso  von  irgend 
einer  Regelschaar  dieser  Reihe  aus,  so  erhalten  wir  die  verknüpfte 
Reihe,  deren  Regeischaaren  auch  die  Iq  alle  zur  Leitgeraden  haben. 

Jede  Leilgerade  einer  Eegelschaar  von  F^  ist  Leitgerade  für  alle 
Eegelsdiaa/rm  einer  gansett  Beihe  von  Regeischaaren,  gu  der  jene  gehört, 
so  wie  für  alle  aus  der  verlmüpften  Beihe:  das  verbindende  Gewinde  ist 
das  Gebüsche,  welches  die  Gerade  zur  Axe  hat.  Da  jede  von  diesen 
Reihen  mit  einem  beliebigen  Felde  ihres  Gebüsches  eine  Regelschaar 
gemein  hat,  so  erhält  man: 

Die  Strahlen  der  Leitschaaren  der  Eegelschaaren.  eines  Gebüsches  er- 
geben sich  schon,  wenn  man  sich  auf  die  Leitschaaren  eines  Feldes  dieses 
Gebüsches  beschränM. 

Sie  erzeugen  daher  einen  Complex. 

Derselbe  Complex  etttsteht  beim  verlmüpften  Gebüsche. 
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Und  SO  ist  jedem  Paare  verknüpfter  Begelschaar-Gebüsche  des  V^  ein 
Complex  zugeordnet:  der  Cmtpkx  der  Leitschaaren  ihrer  Itegelschaaren. 

Um  den  Grad  dieses  Complexes  aa  ermitteln,  brauchen  wir  die 
Charakteristik  ftp*)  für  das  doppelt  unendliche  System  der  Träger- 
flächen der  Regel sehaaren  eines  Feldes  von  F^;  d.  li.  die  Zahl  der  Flä- 
chen, die  durch  einen  Punkt  F  gehen  und  zugleich  eine  gegebene 
Ebene  Ji'  berühren, 

Eiu  beliebiger  Strablenbüachel  (0,  ra)  ruft  in  der  Leitsehaar  Au 
des  Trägers  pg  eines  Feldes  von  Regeischaaren  von  I^  eine  Involution 
hervor;  folglich  ist  das  Gewinde,  das  nach  Chaales'  Brzeugungs weise 
durch  diese  involutorische  Regelschaar  Ag  entsteht  (1,  Nr.  71),  auch 
das  Erzeugniss  der  Strahleonetze,  welche  p^  mit  den  eiüzelnen  Strahlen 
von  (0,  ca)  verbinden.  Die  zwei  Strahlen,  welche  dies  Gewinde  mit 
irgend  einem  Compleskegel  (P)  oder  irgend  einer  Complexeurve  (ti) 
gemein  hat,  lehren  wiederum,  dass  die  Strahlennetze,  welche  p^  mit 
den  emzelnen  Strahlen  von  (P)  oder  (tc)  verbinden,  einen  Complex 
2.  Grades  erzeugen;  dieser  hat  mit  (P')  oder  (te')  4  Strahlen  gemein- 
sam. Daraus  folgt,  dass  es  4  Strahlen  netze  durch  pQ  giebt,  welche 
einen  Strahl  von  (P)  und  einen  von  (P'),  oder  einen  von  (P)  und 
einen  von  {%"),  oder  einen  von  (%)  und  einen  von  (jt')  enthalten. 
Durch  diese  Strahlen  geht  dann  die  zweite  aus  F^  ausgeschnittene 
Regelschaar,  also  eine  Regelschaar  aus  dem  Felde  [p^],  und  die  Träger- 
fläche geht  durch  P  und  P',  geht  durch  P  und  berührt  %',  berührt  n 
und  3i'.     Düker  haben  wir  für  das  System  der  Trägerflächen  der  Regel- 


ft   =^?  =  p''  =  4. 

Nehmen  wir  nun  im  mittleren  Falle  an,  dass  P  in  %'  liegt,  so 
folgt,  dass  dem  Büschel  (P,  j/}  4  Gerade  von  solchen  TrägerÜächen 
angehören.  Die  Regeischaaren  selbst  eraeugeu  den  F^  und  zwar  ein- 
fach, da  durch  jeden  Strahl  g  von  F^  nur  eine  Regelschaar  des  Feldes 
geht.  Auf  sie  kommen  also  2  von  den  4  Stralilen,  die  beiden  andern 
sind  Leitgeraden  und  der  gesuchte  Complex  ist  2.  Grades. 

Die  Leitschaaren  der  Regelschawen  eines  Feldes  von  F^  oder,  was  das- 
selbe isi,  die  Leitschaaren  der  Begelschaaren  eines  Gebüsches  von  F^  er- 
zeugen einmt  Complex  2.  Grades,  dm,  wie  gesagt,  das  verknii/pfte  Gebüsch 
ebenfalls  liefert. 

Es  sei  pp  eine  Regelschaar  eines  bestimmten  Gebüsches  von  F^, 
welches  man,  da  es  durch  diese  Regelschaar  eindeutig  bestimmt  ist, 
auch  jpol  nennen  kann;  ferner  sei  (B,  ß)  ein  Strahlenbüschel  von  P^. 

")  Eine  VerwechslnDg  der  beiden  Bedeatungen  von  g  ist  wohl  auegescliloaseii. 
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Es  giübt  daher  ein  Gewinde  F  durch  p^  und  (B,  ß);  wenn  q  der  ver- 
knüpften Reihe  iu  FF^  angehört,  so  liegt  der  Strahl,  den  das  Strah- 
lennetz  (pop)  mit  (B,  ß)  gemein  hat,  auf  p,  und  wegen  dieses  gemeiu- 
samen  Strahls  befinden  sich  p  und  {h  ß]  n  e  uem  "st  al  lennet  e  vo 
F,  das  noch  einen  Büschel  (JS,,  ^  )  au  s  h  det  o  la  fe  1  e  II  ! 
sehaar  [{B,  ß),  [B^,  ß^)]  mit  p^  in  ene  Re  1  eh  letinlet  nd  1  he 
zu  IpuI  gehört.     Die  Leitschaar  he  telt       &  (h   ß  )   {B     ß) 

Mithin  sind  die  singulären  Pu  kte  nd  Eben  n  von  F  auch  sol  1  e 
für  die  neuen  Oomplexe, 

Diese  neuen  Complexe  3.  Grawes   vo     ie  e?  jeder  Paa  e  ve 

hnüpfter  Regelschaar-Gä)üsche  des  F    s  gmdnet  ist    snd  dte  ct>  s   'Q 
lären  Complexe  des  f^. 

Bern  Paare   von  Gebüschen,   d      a  s   den  Kg}  i    J      K  jeJ 

schnitten  von  F^  bestehen,  ist  F^  seilst      geo  J  et 

Jeder  Strahl  /  gehört  zu  4  vo  1  n  co  n^^  la  n  Comjlexeu 
folglich  ist  er  Leitgerade  für  je  cv  Re^el  1  aa  en  n  fi  t  eb  sehen 
von  F^,  welche  4  Paare  bilden, 

618  Jeden  Büschel  (J5,  ß)  von  F*  kaun   mau  durch   einen   andern  zu 

einer  Regelechaar  vervollständigen,  die  -in  einem  bestimmten  Gebüsche 
gehört.  Diese  Strahlenbüschel  für  zwei  verknüpfte  Gebüsche  E^,  S^ 
seien  (j9„  ß^),  {B,',  ß,");  dann  gehören  (B,  ß,),  {B^,  ß);  (B,  ß,'),  (B/,  ß) 
zu  dem  eonsingulären  Complexe,  welcher  S^,  2J^'  zugeordnet  ist.  Also 
sind  ß^,  ßi  die  Ebenen  des  Ebeuenpaars  dieses  Complexes  aus  B,  B^B^ 
die  Punkte  seines  Punktepaars  in  ß.  Demnach  liegt  die  Gerade  ^j^,' 
in  der  Berührungsebene  von  *  iu  B  und  ByB^  geht  durch  den  Be~ 
i-Ührungspunkt  von  ß;  jene  ist  der  zu  B,  diese  der  zu  ß  gehörige  sin- 
gulare Strahl  für  diesen  Complex.  E.ennt  man  also  (ifj ,  ß-^,  so  ergiebt 
sich  (-ßj',  ßy)  folgendermaasen;  B/  ist  der  vierte  Schnitt,  mit  ^,  der 
Geraden,  welche  B^  mit  dem  Berührungspunkte  von  ß  verbindet,  ß^ 
die  vierte  Berührungs ebene  von  ^  aus  der  Schnittlinie  von  ^|  mit 
der  Berührungsebene  von  B.  Ea  entsteht  auf  der  Curve  ß^  und  um 
den  Kegel  B0  eine  eindeutige  involutorisehe  Beziehung  der  B^  und 
B;,  der  ßy  und  ß^. 

Handelt  es  sich  aber  um  ein  Doppel-Gewinde  rmter  den  eonsin- 
gulären Couiplexen,  so  werden  die  siiignlären  Strahlen  B^B^,  ß^ß^ 
Doppeltangenten  von  3>;  also  fallen  Bj  und  B/,  ßy  und  ßl  zusammen. 
Wir  erhalten  auf  diese  Weise  schon  oo*  den  beiden  zugehörigen  ver- 
knüpften Gebüschen   gemeinsame   Regeischaaren    [(B,  j5),    (Bj,  /5,)].*) 

*)  Hieraus  folgt  nebenbei: 

Wenn  B  ein  Punkt  *  und  ß  eine   durch   ihn   gehende  Bei-ühtuEgsebene   ist, 
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Daraus  folgt  daes  diese  Gebus<.he  ganz  zusammenfallen  denn  jede 
Regelschaar  emea  Oebüaehea  bestimmt  es  vollständig 

Jitr  haben  litHier  6  (rebubche  von  Segelbcltaat  ei^  tn  r  weiche  mit 
ihren  v^knupflen  identisch  amd  sie  'find  den  0  Doppel  odet  Fvndamental- 
Gezmnden  gugeoidnet 

Wir  können  aber  direct  zeigen  dass  jede  Kegelscliaar  q,  die  zu 
dem  einen  trebi  scbe  geboifc  lucli  m  dem  mdern  aich  befindet;  ist  p 
eine  von  len  obigen  gemeinsamen  (au&gedi  teten)  liegelschaaren,  so  ist 
aie  mit  p  drei-,  bezw,  viergliedrig  verbunden,  je  nachdem  wir  sie  zu 
dem  einen  oder  andern  Gebüsche  rechnen.  Ziehen  wir  die  beiden 
Ketten  zusammen,  so  haben  wir  die  sechsgliedrige  Kette  q  .q  . .  q, 
welche  wir  auf  4  Glieder  reduciren  können;  dies  bedeutet,  dass  p  auch 
zum  verknüpften  Gebüsche  von  |  p  |  gehört. 

Mit  der  Identität  der  Gebüsche  ist  aber  nicht  gesagt,  dasa  auch 
verknüpfte  Reihen  zusammenfallen. 

Wir  tmtnen  diese  Oebüsdie  Doppelgelmcke  und  iesseickiteti  sie  mit 

Die  ßegel8t,haaren  emes  Doppel  Telüsühea  haben  ihre  Leitschaaien 
im  zugeoidneten  Fundamental  dewinde  Dahei  tuhrt  die  Polarisirung 
in  Bezug  auf  dieses  die  Lutachaaien  und  folglich  iich  die  Be^el 
sehairen  in  sich  selbat  ubei  Wii  können  letztere  auch  involutuiisih 
zu  dem  Gewinde  nennen  weil  zu  ihm  ille  Gewinde  die  durch  eine 
von  ihnen  ^ehen   m  Involution  sind  {J    Nr   li)) 

tt  enn  £vrei  Ref^elsühaaien  n  Btz  i^  i  it  em  (  ewinde  I  polii 
bind  'lO  haben  sie  die  beiden  Geialen  m  welchen  eme  von  ihnen  I 
schneidet   gemeinsam 

Ist  daJtei  etn  Coniplps,  1  in  Bezug  auf  em  G-eunnde  I  „  *m  bicJ 
selbst  polat  so  ist  jeäeb  von  sein&i  Itegehchaat  Grebuschen  -um  tetlniipften 
polar,  yedes  der  Doppelgebusdie  m,  sich  selbst,  ^mso  jeder  von  den  con 
singuJaren  Compley^n  und  also  auch  jedeb  von  den  b  Fundamental  Ge 
jmnden  lolghch  weiden  liese  Gewinde,  wenn  sie  alle  vra  F^  vli 
schieden  sml  sammtliel  aich  aif  F^  stutzen  (I  Ni  2-'  t  Aber  auf 
alle  Gewinde  einei  Lirujpe  von  b  Gewinden  m  Tiivolutifu  stitzt  sich 
keines  zugleich,  jedes  ist  daa  einzige  das  sitfa  auf  die  'S  andern  stutzt 
Daher  muss  eins  dei  1  undamental  Gewinde  mit  Ff,  identisch  sein 

D-ie  6  Fundamental  Gewinde  eine  F  sind  du  ein  igen  irvuiHde  in 
Bezug  auf  uekJe  et   m  aiek  selbst  polat   ist 

so  daes  (B  p)  einem  dei  Lorailexe  angehu  t  w  Iche  4>  /i  amguU  eu  J  lächc 
haben  Ti[  d  <  /  de  am  namliuhen  (  ongrueni  C  gehu  gen  Doj }  eltaagenten  iiii 
Tangentenbusehel  von  §  beiw  B  snl  ao  hegt  de  zweite  Berührungsj-Uakt  ou 
(  m  dei  aweiten  Beruhrungsebene  voa  t 
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Die  Leitbthaaim  der  Begelsckaaren  eines  Gebüsches  von  V^  h'äden 
in  dem  betjeffetiden  consmgulaien  Complexe  selbst  ein  Gebüsche. 

Dean,  wenn  zwei  Regelachaaren  sich  zweimal  schneiden,  so  thun 
es  auch  ihre  LeitsehaareE ;  sind  also  zwei  Regeischaaren  dreigliedrig 
verbunden,  so  gilt  dies  auch  für  ihre  Leitachaaren;  oder  befinden  sieh 
zwei  ßegelschaaren  in  eineui  Gewinde,  so  thun  es  auch  die  Leit- 
schaaren  (I,  Nr.  98). 

Ebeitso  bilden  die  Leitschaaren  der  Regeischaaren  eines  Feldes  [pol 
selbst  ein  Feld;  der  Träger  ist  die  Leitschaar  von  q^,  die  ja  auch  zum 
consingulären  Oomplex  gehört. 

Und  mwh  die  j£itschaare^i  der  liegelschaaren  ein&r  MeiJie  bilden 
eine  Meihe. 

Damit  haben  wir  in  dem  consingulären  Complexe  erst  oo^  ßegel- 
schaaren: zwei  verknüpfte  Gebüsche.  Die  Leitschaaren  der  übrigen 
Paare  verknüpfter  Gebüsche  müssen  natürlich  in  den  andern  consin- 
gulären Complexen  enthalten  sein. 

Jedes  der  6  Fundamental- Gewinde  hat  <yJ'  Regeischaaren ;  nur  je 
oo^  sind  Leitschaaren  für  die  Regelsciiaaren  eines  Doppelgebüsches 
jedes  der  Übrigen  eigentlichen  Complexe. 

619  Die  Begelschaaren  eines  Feldes  von  r    Pischipfen  schon  den  ganzen 

Complex.  Wenn  wir  jede  von  ihren  oo^  Leztschaateii  cur  Giu/nd  Hegel 
schäm-  eines  Bündels  von  Gewindm  machen  so  et  halten  iim  etn  Sg^ttetn 
4.  Stufe  von  Gewinden.  Unter  diesen  Gewmden  befinden  sich  auch  die 
oa^  Strahlengebüsche,  welche  die  Geraden  dei  Regel schaaien  selbst, 
d.  i.  der  Leitschaaren  der  Grund-Begeischaaren  also  die  Strahlen  von 
r^  zu  Äxen  haben;  und  da  jedes  Strahlengebusche  in  einem  Bündel 
von  Gewinden  seine  Axe  in  der  Leitschaar  der  Giund  Reifelschaar  hat 
(I,  Nr,  126),  so  haben  wir  in  jenen  Gebüschen  den  Inbegiift  aller  Ge 
büsche  im  System  4.  Stufe. 

Dieses  mit  jedem  quadratisekm  Complexe  P^  verbundene  &ystefn 
3.  SUife  der  StraUeng^msche,  iodche  die  Sttahlen  des  Complexes  su  Axen 
haben,  ist,  als  System  von  Gewinden,  4.  Gtades,  da  es  mit  einem  be 
liebigen  linearen  Systeme  (5— S)"'  Stufe,  also  einem  Bunde!  von  Ge 
winden  4  Elemente  gemein  hat,  nämlich  die  4  Sti  ahleng  eh  usche ,  tur 
welche  die  Schnittgeraden  von  T^  mit  der  Leitschaar  der  Grund- 
Regelschaar  des  Bündels  Axen  sind. 

Beseichnen  mr  es  mit  S^*  (P^). 

FHgentlich  muss  man  sagen,  dass  unser  obiges  System  4.  Stufe  von 
Gewinden  d/wrch  dieses  System  Ä,*(r^)  geht  od^  es  enthält;   mr  wollen 
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hürser  sagen,  dass  jenes  System  durch  den  Complex  F^  geht  oder  ihn 
enthält. 

Ermitteln  wir  Huomehr  den  Grad  des  Systems  4.  Stufe,  d.  li,  die 
Zahl  seiner  Gewinde,  die  einem  gegebenen  Gewindebüschel  angehören. 

Weil  die  Leitschaaren  der  Regelschaarea  eines  Feldes  seibat  ein 
Feld  bilden,  so  können  wir  (für  die  Ermittelung  des  Grades)  die  Ge- 
winde durch  die  ßegelsehaaren  des  Feldes  selber  legen. 

Dieses  Feld  denken  wir  uns  als  das  System  der  Schnitt-Regel- 
schaaren  der  Gewinde  F  eines  Bündels  (p^)  mit  den  entsprechendeji 
Strahlennetzen  91'  eines  correlativen  Bündels  (p„'). 

Ferner  sei  [11^']  das  Grund- Strahlennetz  eines  G e wind ebii seheis. 

Wenn  eine  Schnitt-Rege  Ischaar  in  einem  Gewinde  dieses  Büschels 
liegt,  80  hat  sie  mit  dem  Netze  {ll^]  2  Strahlen  gemeinsam,  und  um- 
gekehrt, wenn  das  der  Fall  ist,  befinden  sich  Regelschaar  und  Netz 
in  demselben  Gewinde.  Schneiden  ein  Gewinde  von  (p,,)  und  ein  Netz 
von  (py')  sich  in  einer  Regelschaar,  welche  mit  [Zy  zwei  Strahlen 
gemein  hat,  so  hat  auch  die  Kegelechaar,  in  der  das  Gewiade  und 
[Hl]  sieh  begegnen,  mit  dem  Netze  von  (po')  2  Strahlen  gemeinsam; 
folglich  gehören  beide  zum  nämlichen  Gewinde;  und  es  kommt  nun 
zunächst  darauf  an,  in  P^]  solche  Regeischaaren  p  aufzusuchen,  die 
sowohl  mit  pQ,  als  mit  p„'  je  zum  nämlichen  Gewinde  gehören;  da 
jede  Regelschaar  mit  00^+''  andern  in  demselben  Gewinde  sich  be- 
findet, 80  handelt  es  sich  um  2  einfache  Bedingungen,  welche  daher 
von  00^  Regeischaaren  von  [11^]  erfüllt  werden. 

Wenn  eine  Regelschaar  p  von  [/ij  mit  p^  in  demselben  Gewinde 
sich  befindet,  so  gilt  dies  auch  ffir  die  Leitschaaren  k,  l^  (I,  Nr.  98); 
weil  X  durch  l,  l^  geht,  so  ist  dies  Gewinde  {11^)  dasjenige  A,  welches 
Aq  mit  l,  l^  verbindet.  Ebenso  befindet  sich  A  in  dem  Gewinde  A', 
welches  l,  \  mit  der  Leitschaar  2.^  von  p^'  verbindet.  Die  l  sind 
daher  die  durch  (,  l^  gehenden  Regeischaaren  im  Strahl ennetze  AA'. 
Ihre  Trägerflächen,  also  auch  die  der  p  bilden  einen  Büschel,  dessen 
Basis  aus  l,  \  und  den  Leitgeraden  g,  g^  dieses  Netzes  besteht.  Die 
p  haben  diese  letzteren  Geraden  gemeinsam  (als  Leitschaaren  von  Regel- 
schaaren,  die  dem  Netze  angehören)  und  bilden  daher  im  Strahlen- 
netze [l\]  auch  einen  Büschel  ß.  Daraus  folgt  wieder,  dass  die  Ge- 
winde, welche  die  p  mit  p,,  verbinden,  einen  Büschel  58  bilden;  denn 
das  Strahlennetz,  das  zweien  von  ihnen  gemeinsam  ist,  geht  durch  pß 
und  g,  Qi,  ist  dadurch  bestimmt  und  gehört  deshalb  auch  zu  allen 
andern  von  unsern  Gewinden.  Ein  zweiter  Büschel  S8'  ergiebt  sich 
bei  Po';  und  wir  haben  nun  solche  p  aufzusuchen,  dass  das  dem  Ge- 
winde r'^(pup)  in  der  Correlation  entsprechende  Strahiennetz  9E'  von 
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(po')  in  das  Gewinde  f  ^Z2  (q^' q)  fällt.  Jedenfalls  giebt  es,  bei  jeder 
der  p,  ein  Gewinde  F/  im  Büschel  S',  in  welches  31'  fallt;  und  so 
entstellt  in  58'  eine  Projectivität,  denn  jedem  F'  entspricht  ein  nach 
derselben  q  von  ß  gehendes  F  und  diesem  ein  jT,',  das  das  entsprechende 
9t'  enthält;  umgekehrt,  jedes  F^'  von  SS'  enthält  aus  dem  Büschel  der 
Strahlennetze  9i',  die  den  Gewinden  von  S8  entsprechen,  eins:  das 
Schnitt-Strahlennetz  von  F^'  mit  dem  Gewinde,  das  diese  Strablennetze 
erfüllen;    das  diesem  91'  entsprechende  F  giebt  p  in  /3  und  F'  in  S5'. 

Jede  der  beiden  Coincidenzen  ist  ein  Gewinde  F'  von  ©',  weiches 
eine  p  in  ß  liefert,  so  dass  das  nach  dieser  p  gehende  F  von  SÜ  sein 
in  der  Correlafcion  entsprechendes  Netz  9i'  in  F'  hat.  Daher  hat  9E' 
mit  p  2  Strahlen  gemein,  weil  beide  in  F'  sich  befinden.  Diese  beiden 
Strahlen  sind  mit  p  in  [l  Ij}  enthalten,  andererseits  auch  auf  der  Schnitt- 
Regelsehaar  St'r.  Also  ist  letztere,  eine  ßegelschaar  unseres  Feldes, 
mit  [Ui]  in  einem  Gewinde  enthalten,  oder  befindet  sieh  in  einem  Ge- 
winde des  Büschels  durch  [llj]. 

Unter  dm  oo*  Gewinden,  welche  durch  du  Begdsdtaaren  ehtes  Feldes 
von  F^  gehen,  befinden  sich  3,  welche  einem  gegebenen  SOschel  angehören. 

Das  System  4.  Stufe  dieser  Gewinde  ist  ein  quaäratisches.*) 

Diese  co*  Gewinde  ehalten  aber  siets  eine  ganze  Seihe  von  Kegel- 
schaaren  aiis  dem  Gebüsche,  su  dem  das  Feld  gehört,  und  sind  gleicli- 
zeitig  die  Gewinde,  wdche  durch  die  co^  Begelsdiaaren,  oder  was  dasselbe 
ist,  dweh  die  oo*  Seihen  dieses  Gebüsches  und  migleich  auch  durch  die 
verknüpften  Reihen  gehen,  welche  das  verhnüpfte  Gebüsche  bilden. 

Jedes  der  oo^  Paare  verknüpfter  Gebüsche  von  Regeischaaren  des 
Compleaxs  F^  führt  zu  einem  quadratischen  Systeme  4.  Stufe  von  Qe- 
toinden,  welche  durch  je  zwei  verlenwpße  Reihen  der  beidtm  Gebüsche  gehen. 
Nennen  wir  diese  Systeme  Q^. 

Unter  den  ©4^  befinden  sich  6  doppelte  lineare  Systeme  oder  Gewebe. 
Es  sei  Q  eine  Regelschaar  des  Doppelgebüsches  ^s,  f;  dann  gehört  ihre 
Leitschaar  A  zum  Gewinde  F;  folglich  ist  jedes  durch  p  gehende  Ge- 
winde zu  Fi  in  Involution  (I,  Nr.  i;-}2). 

ÄUe  Gewinde,  welche  dxwch  die  Regeischaaren  und  Regelschaar- Beuten 


*)  Weil,  wenn  eine  Regelscliaar  g  und  ein  Strahlennete  [lli]  in  einem  Ge- 
winde aieh  befinden,  die  Leifachaar  l  mit  den  Leitgeraden  l,  l^  ia  einem  Stcahlen- 
netze  enthalten  ist  (aus  I,  Nr.  98  abzuleiten)  und  die  LeHachaaren  der  Regel- 
schaaran.  eines  Feldes  ebenfallB  ein  Feld  bilden,  so  giebt  es  nnter  den  Eegel schaaren 
eines  Feldes  2,  welche  mit  zwei  gegebenen  Geraden  durch  ein  Strahlcnneta  ver- 
bunden werden  können,  oder  tmier  den  00*  Sirahleimelsen,  welche  ditreli  die 
Megelschaaren  eines  Feldes  gehen,  giebt  es  3,  welche  durch  ^wei  gegebene  SWahlen 
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etnett  Doppelgebuscit£S  £g  voit  JT'  geheit,  stutzen  btck  auf  das  lieni'^eibeii 
gugeotdnele  Fmidamental  Geunnde  F  wid  bilden  dakei  mekt  etn  quadia 
tibehfis  Systfm  4  Stufe  ton  Gewinden,  sondern  nur  em  hnemi"^,  das  Ge 
ucbe  &   aller  Gewinde,  die  su  F,  m  Involtitio)t  stnd 

Wn  eihilten  &  und  jedes  semei  Gewmde  doppelt,  weil  bti  lei 
knüpften  Reihen,  die  ja  zugleich  in  2!^     enthalten  ?inJ 

Eisetzen  wvi  aber  die  Beffelschaat en  äet  beideti  Gehmt.'ht  eines  Paat^, 
2^3  2J^  ton  r"  durch  ihre  Leihdiamen,  welche  daun,  wie  wir  wissen, 
zwei  verknüpfte  Gebüsche  m  dem  dem  Paaie  zugeoidneten  consmgu 
laieu  Complexe  bilden,  so  ist  m  dem  quadraftichen  Systeme  a  Stufe 
lon  Geutnden,  rfa«  sich  eigiebf,  da6  System  ir/(r^  odei,  wie  wir  kmzer 
sagen  wollen,  det  Complex  V  enüuüten 

Und  umgekehrt  stnd  tn  den  Systemen  ©j"  die  em^lnen  consinguJmefn 
Complexe  enthalten  denn  die  Gebüsche,  welche  sich  in  den  Netzen  eines 
©i  beimden  erfillen  mit  ihren  \xen  die  Leitsdiaareu  der  Giuud 
Elegelsehaaien  diesei  Netzt  welche  Leitsubaiien  den  betreffenden  con 
siugülaren  Complex  erzeugen 

In   dn   bi/sttmen  dbet ,  dotn   Gewindi,  dutch   dit   Leiisdiaaien   di   (. 
LegelscJtnaten  je  eines  Paws  S^,  2g   gdien,  hdbeti  wn  oo^  qnadfalische 
Systeme  4    Stufe  6/  (lon  Gemnden)    welclie  sammÜwh  dutch  den  ge 
gebenm    Complex  gehen      Jede^    ist   einem    Paate   veiknupftet    Gebüsche 
2^),  2^'  zugeordnet. 

Dem  Paare  verknüpfter  Gebüsche,  welche  aus  den  Kegeln  und  Kegel- 
schnitten von  r^  bestehen,  ist  das  quadratische  System  aßer  Strahlen- 
gebüsche (I,  Nr.  157),  das  ich  kure  Hauptsystem*)  nennen  und  mit  71  ^ 
bezeichnen  will,  zugeordnet. 

Zwei  qtmdratische  Systeme  4.  Skife  S^  und  S^^*  von  Gewinden  Jtahen 
ein  biquadratisches  System  3.  Stufe  gemeinsam,  d.  h,  ein  solches,  von 
welchem  zu  jedem  Bfindel  Sg  von  Gewinden  4  gehören.  In  der  That, 
in  j'eden  Büschel  von  S^  sendet  S^^  2  Gewinde;  folglich  entsteht  durch 
die  zu  S.^  gehörigen  Gewinde  von  5/  ein  quadratisches  System  1.  Stufe 
©j^  und  ebenso  durch  die  von  SJ*  ein  solches  System  @i^*.  Bilden 
wir  den  Böndei  collinear  in  ein  Punktfeld  ab  (I,  Nr.  129),  so  gehen 
diese  beiden  Systeme  in  Kegelschnitte  über;  deren  Schnittpunkte  sind 
die  Bilder  der  gemeinsamen  Gewinde  von  ©^^  und  @[^*,  d.  i.  der  ge~ 
i  Gewinde  von  S^^  und  S^*,   die  sich  in  S^  befinden. 


"")  Weil  ich  Oewfsbe  nur  für  linoare  Systeme  4.  Rtufe  von  Gewinden  ge- 
hrauche (I,  Nr.  147),  ao  kann  iih  niclit,  wio  os  Htije  thiit,  dies  System  Haupt- 
gewebe nennen. 
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Also  ist  in  unserm  Falle  das  System  3.  Stnfe  4.  Grades  II^*(r^) 
der  Strableugebüsclie,  welche  die  Strahlen  von  F^  zu  Axen  haben,  der 
volle  Schnitt  zweier  der  gefundenen  Systeme  4.  Stufe,  und  alle  bilden 
einen  Büschel  mit  diesem  Systeme  als  Basis. 

Die  oo^  durch  F^  gdiendm  quadratischen  Systeme  4.  Stufe  von  Ge- 
winden lüden  einen  Büscltel,  m  welchem  auch  das  Mawptsystem  H^  ge- 
hört und  dessen  Basis  das  System  M^*{F^)  ist,  oder,  wenn  wir  so  sagen 
wollen,  der  Complex  F^. 

Dass  diese  Basis  aus  lauter  Strahl eugebüachen  besteht,  ist  eine 
Folge  davon,  dass  dies  für  ein  Mitglied  des  Büschels  gilt. 

Durch  dieses  ausgezeichnete  System  i//  und  irgend  ein  anderes 
durch  r^  gehendes  S/  denken  wir  uns  diesen  Büschel  am  besten 
constituirt. 

Die  Basis  11/ (^T^)  lässt  nicht  zu,  dass  sich  in  dem  Systeme  der 
i9/  auch  doppelte  lineare  befinden,  wie  in  dem  der  ©/. 

621  Die  Ketten,  mit  denen  wir  zwei  Uegelsehaaren  ans  demselben 
Gebüsche  oder  aus  verknüpften  verbinden  können,  dreigliedrig  in  dem 
einen  Falle,  viergliedrig  im  andern,  können  wir  auf  die  Netze  eines 
Systems  S^  übertragen.  Wenn  nämlich  zwei  Regelschaaren  in  dem- 
selben Strahlennetze  sieh  befinden,  so  sind  die  Gewindenetze,  weiche 
ihre  Leitschaaren  zu  Basen  haben,  in  demselben  Gebüsche  enthalten, 
demjenigen,  das  sich  auf  den  Gewindebüsche!  stützt,  welcher  durch  das 
Strahlennetz  geht  und  durch  den  diejenigen  Gewindenetze  gehen,  welche 
die  Regelschaaren  selbst  zu  Basen  haben. 

lEiner  drei-  oder  viergliedrigen  Kette  von  Begelschaareii  in  den  beiden 
Gebüschen  .£3,  .£/  von  F^  entspricht  daher  eine  drei-  oder  viergliedrige 
Kette  von  Gewindenetsen  in  8^,  in  welcher  swei  benachbarte  Glieder  dem 
nämlichen  GewindegebOscke  angehören. 

Die  Hetze  in  8^  bilden,  entsprechend  den  beiden  Gebüschen  2J^,  Sg, 
swei  verschiedene  dreifach  unendliche  Systeme,  wid  diese  Ketten  von  Netsen 
gehen  ahwechselnd  aus  dem  einen  ins  andere  System. 

622  Wenn  wir,  wie  in  I,  Nr.  218,  das  Gewinde  als  Element  der  von 
ihm  erzeugten  linearen  fünffach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  „Punkt" 
nennen,  so  haben  wir  einen  linearen  Punktraum  von  5  Dimensionen 
P5.  Als  Flächen  in  einem  ^- dimensionaleu  ßaume  kann  man  sowohl 
die  zweistufigen,  als  auch  die  (i — l)-stufigen  Oerter  bezeichnen;  in 
beiden  Fällen  verfährt  man  analog  zur  dreidimensionalen  Geometrie. 

Thun  wir  hier  das  Letztere,  so  sind  die  Systeme  S/  Flächen 
2.  Grades  in  P^.  Wir  haben  dann  eine  ausgezeichnete  Fläche  2.  Gra- 
des H/,  den   Ort   aller  Strahlengehüsche  oder,  wenn  wir  so   wollen, 
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aller  Geraden,  Unter  diesem  Gesiclitspurikte pflegt  man  diel 
0U  heseichnm  (äs  die  Geometrie  auf  einer  Fhche  2  Graden  —  Grund- 
fläche  —  im  Räume  von  5  Dimensionen  '')  damit  wird  ihr  quadratischer 
Charakter  am  schärfsten  ausgesprochen  (I,  Nr.  4). 

Die  linearen  Complexe  werden  in  jene  Gruudfiache  durch  die  oo^ 
(yierdimensionalen)  Ebenen,  jeder  durch  eine,  die  quadratischen  Com- 
plexe durch  die  quadratischen  Pläclieü,  jeder  durch  oo^,  eingeschnitten. 


Die  Sdiuittcoiigriieiiz  eines  Complexes  2.  Grades  mit  einem  öewinde. 

Wir  haben  schon  gefunden  (Nr.  612),  dass  eine  solche  Schnitt-  623 
congruenz  VT  oo^  ßegelachaaren  enthält  und  dass  jede  von  ihnen 
ein  Paar  verknüpfter  Reihen  von  Regeischaaren  hervorruft,  /.u  deren 
einer  sie  gehört,  und  von  denen  zwei  Regeischaaren  aus  verschiedenen 
Reihen  sich  zweimal,  zwei  aus  der  nämlichen  sich,  im  allgemeinen, 
nicht  schneiden.  Also  enthält  F^F  eine  endliche  Zahl  solcher  Paare 
verknüpfter  Reihen. 

Wir  wissen,  dasa  eine  allgemeine  Congruenz  2.  Grades  (ohne  sin- 
gulare Linie)  deren  5  besitzt  (II,  Nr.  369). 

Weil  sich  schon  durch  den  Schnitt  eines  tetraedralen  Complexes 
mit  einem  Gewinde  die  allgemeine  Congruenz  2.  Grades  ergiebt  (II, 
Nr.  363),  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  wir  im  vorliegenden 
Falle  um  so  mehr  mit  einer  solchen  zu  thun  haben. 

Leiten  wir  also  aus  der  jetzigen^  ^tstehimgsweise  die  5  Taa/re  ver- 
hnüpfter  Regelschaar-Beihen  und  insbesondere  die  16  Straklenbüschel  ai. 

Da  F  oo^  und  F^  oo^  Strahlenbüschel  enthält,  im  Ganzen  aber 
oc^  vorhanden  sind,  so  kann  die  Congruenz  FF^  nur  eine  endliche 
Zahl  besitzen. 

In  der  Leitschaar  l^  einer  Megelsckaar  p^  von  F*  entsteht  dwrch  die 
Leitgeradert  derjenigen  durch  p^  gehenden  Strahlennetee,  welche  aus  F^ 
noch  ein  Sirahlet^nlschel-Paar  ausschneiden,  eine  involutorische  Correspon- 
dens  [4]. 

In  der  Tliat,  jede  Gerade  l  von  Xg  schneidet  ^  in  4  Punkten;  aus 
jedem  von  ihnen  kommt  ein  Strahlenbüschel  von  F%  welcher  die  durch 
denselben  Punkt  gehende  Gerade  von  ^^  enthält;  seine  Ebene  schneidet 
Xf,  in  einer  Geraden  Ij^.  Also  jeder  l  von  A^  entsprechen  4  Gerade  li 
derartig,  dass  das  Strahlennetz  [U^]  durch  p^  und  einen  Strahlenbüschel 

*)  F.  Klein,  Math.  Annaleu  ßd.  5  S.  261. 
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von  r^  geht,  von  dem  der  Scheitel  mit  l  und  die  Ebene  mit  /,  iii- 
eidirt.  Es  schneidet  daher  noch  einen  zweiten  Büschel  aus,  von  wel- 
chem die  Ebene  mit  l  und  der  Scheitel  mit  l,  incidirt  (Nr.  608).  Da- 
mit ist  das  invülutorische  Entsprechen  von  l  und  /[  erkannt. 

Gehört  nun  q^  zu  der  einen  von  zwei  vorknüpfteu  Begelschaar- 
Eeihen  der  Cougruenz  F^F,  so  entsteht  in  der  Leitschaar  ^t,,  eine  In- 
volution durch  die  Leitgeraden  der  Strahlennetze,  die  von  pd  nach  den 
liegelschaaren  der  andern  Reihe  gehen;  denn  diese  Netze  bilden  einen 
Büschel  (r,  Po),  d.  h.  in  F  durch  p„  (I,  Nr.  128). 

Diese  Involution  hat  mit  jener  involutorischen  CorrespondenK  [4] 
i  Paare  entsprechender  Geraden  gemeinsam  (I,  Nr.  23).    Daraus  folgt: 

Jede  Regelschaar-Beihe  der  Cmigniens  FF^  hat  4.  Stralümilnischel- 
Paare. 

Die  in  der  Reihe  der  p  seien: 

®:  15,  26,  B7,  48 

und  die  in  der  Reihe  der  p': 

©':  rs',  2'Ü',  3' 7',  4' 8'; 

jeiles  von  jenen  muss  jedes  von  diesen  zweimal  schneiden,  also  der 
eine  Büschel  des  einen  Paars  den  einen  des  andern  und  der  zweite 
den  zweiten. 

Wir  haben  in  den  4  Paaren  von  ©'  die  Büschel  noch  nicht  unter- 
schieden und  können  daher  die  vom  Büschel  1  getroffenen  mit  5',  2', 
3',  4'  bezeichnen;  5  trifft  dann  1',  6',  7',  8'. 

Jeder  Strahlenbüschel  von  F^F,  der  einen  der  'S  oder  ©'  schnei- 
det, ist  ein  ©'  oder  @;  er  schneide  z.  B.  2,  dann  enthält  das  Strahlen- 
netz durch  das  Paar  26  und  einen  zweiten  Strahl  des  fraglichen  Bü- 
schels denselben  ganz  und  schneidet  noch  in  einem  vierten  Büschel, 
der  mit  ihm  eine  Regelschaar  p'  bildet;  also  gehören  beide  zu  den  ©'. 

Die  Büschel  1,  2,  zu  verschiedenen  Paaren  von  ©  gehörig,  sind 
windschief;  daher  geht  durch  dies  Dupel  12  ein  einziges  Strablennetz, 
das  sich  in  F  befindet,  weil  es  durch  2  nicht  eine  Regelschaai-  bil- 
dende Büschel  von  F  geht.  Es  schneidet  aus  F^  zwei  andere  Büschel 
aus,  die  zu  seiner  andern  Strahlenbüschel -Schaar  gehören  (Nr.  608), 
daher  beide  1  und  2  schneiden   and  zu  den  ©'  gehören. 

Die  6  Dupel,  die  man  aus  den  schneidenden  Buschein  5',  2',  3',  4' 
von  1  bilden  kann,  haben  deshalb  zu  zweiten  schneidenden  die  6  Bü- 
schel aus  den  3  übrigen  Paaren  von  'S,  und  ebenso  die  6  Dupel  aus 
den  Büscheln  1',  6',  7',  8',  welche  5  schneiden;  und  zwar  bilden  für 
zwei  sich  ergänzende  Dupel,   wie  5'2',  3' 4',  die  zweiten   schneidenden 
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Büschel  ein  Paar,  da  zwei  Bfiseliel  eines  Paars  keine  gemeinsamen 
schneidenden  haben. 

Sind  dalier  3',  4'  die  aelineidenden  Büschel,  welche  2  mit  1  ge- 
raeinsam hat,  so  trifft  2  in  den  heiden  ersten  Paaren  von  ©'  gerade 
diejenigen,  welche  von  1  nicht  getroffen  werden,  also  1',  6';  6  trifft 
dann  5',  2';  7',  8'.  Und  es  ist,  da  wir  in  der  Zeile  @  die  6  letzten 
noch  nicht  unterschieden  haben,  reine  Sache  der  Bezeichnung,  dass 
wir  die,  welche  3',*4';  2',  4';  2',  3'  und  infolge  dessen  1',  6';  1',  T;  1'  8' 
treffen,  2,  3,  4  nennen,  woraus  dann  folgt,  dass  6  die  5',  2';  . . .  trifft. 

Wir  haben  deshalb  folgende  Tabelle  ■Über  das  Schneiden  der  Büschel: 


1,  1',  6',  r,  8'; 

2,  6',  2',  r,  8'; 

3,  y,  6',  3',  8'; 

4,  5',  6',  r,  4'. 


5,  5',  2',  3',  4'; 

6,  i;  6',  3',  4'; 

7,  r,  2',  r,  4'; 

8,  1',  2',  3',  8'; 
Hieraus  und   aus   der  Zeile   ©'   entnehmen   wir   dann    auch,    von 

welchen  Büscheln  die  @'  getroffen  werden;  wir  hrauehen  nur  in  der 
ehen  geschriebenen  Tabelle  die  gestrichenen  und  nicht  gestrichenen 
Ziffern  zu  vertauschen. 

Die  Büschel  1,  5'  bilden  ein  Paar;  die  durch  dasselbe  gehende» 
Strahlennetze  von  F  erzeugen  eine  neue  Eegelschaar- Reihe  der  q^  in 
rr^,  welche  von  den  p  und  q  verschieden  ist  und  jede  von  diesen 
einmal  schneiden;  denn  jedes  von  diesen  Strahlenuetzen  hat  mit  einer 
Q  (oder  p')  2  Strahlen  gemein,  von  denen  der  eine  auf  5'  (oder  1}  Hegt, 
der  andere  aber  nicht  auf  1  (oder  5'),   also  auf  q^. 

Von  den  Büschelpaaven  15,  .  . .,  welche  eine  p,  oder  den  1'5', . . ., 
welche  eine  p'  bilden,  trifft  pj  nur  je  einen  Büschel, 

Pj,  aus  15'  abgeleitet,  trifft  diese  beiden  Büschel,  also  nicht  5,1'. 
Träfe  sie  aus  dem  Paare  26  den  Büschel  6,  welcher  5'  schneidet,  so 
würde  das  Strahlennetz  (15',  p^)  von  6  zwei  Strahlen,  also  den  ganzen 
Büschel  enthalten,  was  nicht  mehr  möglich  ist;  daher  schneidet  p, 
aus  den  @,  ausser  1,  alle,  welche  5'  nicht  treffen,  also  2,  3,  4  und  von 
den  ©',  ausser  5',  alle,  welche  1  nicht  treffen,  also  6',  7',  8'. 

Unter  diesen  8  von  p,  getroffenen  Büscheln  1,  2,  3,  4,  5',  6',  7',  8' 
müssen  wir  noch  3  Büschelpaare  finden,  aus  denen  die  p;  ebenso  ab- 
geleitet werden  können,  wie  aus  15';  und  diese  4  Biischelpaare: 

1 5',  2  6',  3  7',  4  8' 
gehören  dann  zu  der  verknüpften  Reihe  der  p^'. 

In  der  Reihe  der  p^  haben  wir  ebenso  die  4  Paare: 
51',    6  2',    7  3',    8  4', 
von  welchen  jedes  mit  jedem  der  vorigen  2  Strahlen  gemein  hat. 
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Die  3  übrigen  Paare  verknüpfter  Eeiheii  leiten  wir  aus  1  2",  1 3', 
14'  ab  imd  haben  min  folgende  Vertkeihing  der  16  SPraJilenhüscJiel  in 
die  5  Beihmpaare: 


1,5;  2,6  i   3,7;  4,8 

9':      l',5 

;  2',6 

;  3',7';  4',8' 

1,6';  2,6';  3,7';  4,8' 

(./:    B,l' 

6,2' 

7,3';   8,4'; 

1,2';  2,1';  7,8';  8,7' 

(/i-.    5,6' 

6,5' 

3,4';   4,3'; 

1,3';  3,1'i  6,8';  8,6' 

(,,':    6,7' 

7,5' 

2,4';   4,2'; 

1,4';  4,1';  6,7';  7,6' 

ft':    5,8' 

8,6' 

2,3';    3,2'. 

624  Wir  erkennen  die  Eigenschaften  der  Congraenz   2.  Grades    ohne 

(singulare  Linie  (II,  Nr.  368)  wieder,  cotii-en  auch  hier  den  Satz,  dass 
zwei  Regeischaaren  aus  nicht  verknüpften  Reihen  einen  Strahl  gemein- 
sam haben,  und  fügen  über  diese  Congruenz  noch  folgende  Sätze  zu; 

Die  StraMewnetse,  welche  zivei  Regelsdiaaren  der  einen  von  zwei  ver- 
hnikpften  Beihm  mit  allen  Eegelsckaaren  der  andern  verbinden,  bilden 
simi  projective  Büschel. 

Umgekehrt,  swei  projeetive  Büschel  von  Siraklennetsen  innerhalb  eines 
Getvindes  (mit  Regelschaaren  desselben  als  Basen)  emeugen  durch  die 
Schnitt- Eegelschaaren  entsprechender  Elemente  eine  Congmens  3.  Grades. 

Denn  in  irgend  einem  Strahlenbüschel  des  Gewindes  rafen  ent- 
sprechende Netze  eine  Projectivitat  hervor,  deren  sich  seibat  ent- 
sprechende Strahlen  die  zum  Erzeugnisse  gehörigen  Strahlen  des  Bü- 
scheis sind. 

Die  SchniU-Beffelscka<fren  bilden  eine  Beihe  in  der  Congniem,  die 
beiden  Grund-Begelschaaren  gekoren  zur  verhnüpften  Beihe. 

Zu  dieser  Erzeugung  der  Congruenz  2.  Grades  gelangt  man  auch, 
wenn  man  bei  der  Erzeugung  des  Complexes  r^  durch  zwei  correla- 
tive  Bündel  von  Gewinden  in  dem  einen,  in  welchem  man  die  Strah- 
lennetze benützt,  sich  innerhalb  eines  Gewindes  des  Bündels  hält  und 
mit  demselben  auch  den  andern  schneidet,  bezw.  den  Gewi nd eh U sehe], 
der  dem  allein  benützten  Strahlennetze- Büschel  des  ersten  Bündels 
entspricht. 

Wir  fanden  schon,  dass  in  der  Leitschaar  X^  einer  KegeJschaar  p,, 
der  einen  von  zwei  verknüpften  Reihen  die  Leitgeraden  der  Strahien- 
netze,  die  von  p,,  nach  den  Regelschaaren  q  der  andern  Reihe  gehen, 
eine  Involution  erzeugen. 

jifeer  in  der  Begelschaar  pg  selbst  entsteht  durch  die  Divpel  der 
Schnittstrahlen  mit  den  p'  eine  Involution;  denn  da  die  p'  unter  sich 
windschief  sind,  so  geht  durch  jeden  Strahl  von  p,,  nur  eine  p'  und 
bestimmt  eindeutig  und  iuvolutorisch  den  zweiten  Schnitt  strahl  mit  y„ 
(vergl.  11,  Nr.  346). 
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Infolge  dessen  bewirken  zwei  verhtüpfle  Begelschaar- Reihen  einer 
.  Grades  C^  innerhalh  derselbeit  eine  involutorische  eindeutige 
ihaft:  jedem  StraJüe  der  Congniens  entspricht  der  zweite  Scknitlr 
strahl  der  Begelschaaren  aus  den  Eeihen,  die  in  ihm  sich  schneidm.*) 

AndrerseUs  haben  wir  in  irgend  einer  Begeischaar  q^  von  I^  tmd 
ihrer  Leitschaar  A^  eine  Verwarndtschaft  der  Strahlendupel.  Zwei  Strahlen 
l,  /j  von  ^f,  bestimmen  als  Leitge^ade  ein  Strdhlennetg,  dessen  eweite  Schnitt- 
Hegelschaar  q  mit  r^,  ausser  po,  in  po  swei  Gerade  g,  gi  einschneidet. 
Durehläuß  lli  in  A^  eine  Involution,  so  bewegt  sich  [U,],  immer  durch 
00  gehend,  innerhalb  eines  Gewindes  F  und  p'  beschreibt  in  FF^  eine 
Reihe,  zu  deren  verknüpfter  Eeihe  p^  gehört;  also  leschreiben  auch  die 
ggi  eine  Involution.  Schneiden  wir  mit  zwei  Ebenen  ir,  je',  so  mögen 
die  Strahlen  x  in  3t,  y  in  re'  aus  solchen  Strahlennetzen,  welche  ent- 
sprechende Dupel  II,,  gg^  zu  Leitgeraden  haben,  entsprechend  sein; 
beschreibt  x  einen  Büschel,  so  beschreiben  II,,  gg^  Involutionen,  y  also 
auch  einen  Büschel,  und  die  Felder  n,  n  werden  coUinear.  Wir  kön- 
nen daher  auch  die  Beziehung  der  Dupe!  11-^  und  gg,  von  A^  und  q^ 
CoUineation  nennen. 

Auch  hieraus  erwächst  die  Vermuthung,  dass  durch  2  Gerade  g,  gr^ 
von  Pq  nur  eine  zweite  Regelschaar  von  F'^  geht  (vergl.  Nr.  611).  — 

Die  5  Paare  verknüpfter  Regelach  aar-Reihen  einer  Congruenz  F'T 
befinden  sich  im  allgemeinen  in  5  verschiedenen  Paaren  verknüpfter 
Gebüsche;  oder,  wenn  wir  so  sagen  wollen:  F  greift  in  5  solche  Paare 
ein.  Nun  bilden  andrerseits  die  (rewinde,  welche  durch  die  Regel- 
scbaaren  eines  Gebüsches  gehen,  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die 
Reihen  desselben,  so  wie  auch  des  verknüpften  Gebüsches  gehen,  ein 
quadratisches  System  4.  Stufe  @^^  von  Gewinden. 

Auf  diese  Weise  entstäit  in  einem  heliehigm  Süschel  von  Gewindm, 
eine  involutorische  Correspondenz  [5].  In  ihr  entsprechen  jedem  Gewinde 
F  diejenigen  andern  F',  die  der  Büschel  mit  den  <B^  noch  gemein  hat, 
welche  den  Gebüsch epaaren  zugehören,  in  welche  F  eingreift,  oder 
kürzer,  es  entsprechen  sich  ä  Gewinde  des  Büschels,  welche  in  das  näm- 
liche Gebiischepaar  eingreifmt. 

Es   liege  eine  Congruenz  2.  Graäes  O  vor;  wir  wollen  versuchen,  t 
Complexe  3.  Grades  durch  sie  zu  legen  vermittelst  der  Erzeugung  eines 
solchen  Complexes  durch  correlative  Bündel  und  zwar  so,  dass  eiite  be- 


*)  Wenn  diese  Verwandtschaft  auf  eine  siuguläi'e  Ebene  der  C*  nach  11,  Nr.  318 
abgebildet  wird,  so  ergiebt  sich  eiue  involutorische  Cremona'sche  Transfortnation 
S.  Grades,  die  aus  einer  Curve  S.  Ordnong  C  folge» dermasaen  entsteht;  löt  S  ein 
Punkt  dieser  Curve,  so  werde  zu  jedem  Punkte  X  der  vierte  harmoniseho  X'  in 
Bezug  auf  die  beiden  Schnitte  der  Geraden  iSX  mit  der  Curve  geauoht. 
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stimmte  Begdsckaar-Beike  von  O  sw  den  eriseiigenden  Begdschaaren  des 
Complexes  gehört.  Diese  Regelschaareii  von  C^  seien  p;  aus  der  ver- 
knöpften Reihe  nehmen  wir  p,,  und  p^;  91'  sei  ein  durch  p,,  gelegtes 
Strahlennetz  und  p^'  -wiederum  eine  beliebige  Regelachaar  in  demselben. 
Weil  ^(,  alle  p  zweimal  trifft,  so  giJt  dies  auch  ftir  Sil',  und  der  Ge- 
windebüschel  durch  91'  ist  perspectiv  zu  der  Kegelschaar-ßeihe  p;  denn 
das  durch  einen  beliebigen  Strahl  einer  p  gelegte  Gewinde  des  Bü- 
schels nimmt  p  ganz  in  sieh  auf,  und  umgekehrt  jedes  Gewinde  F' 
des  Büschels  schneidet  aus  O  eine  Regelfläche  4.  Grades,  die  in  p,, 
und  eine  zweite  Regelschaar  zerfällt,  welche  der  p^  zweimal  begegnet, 
da  beide  in  dem  Strahlennetze  sich  befinden,  in  dem  r'  und  das  durch 
C^  gehende  Gewinde  F^  sich  durchschneiden;  also  ist  sie  eine  q.  Wir 
können  die  Gewinde  r"  auch  als  diejenigen  bezeichnen,  welche  die  p 
mit  p„'  verbinden.  Nun  ist  der  in  Tq  befindliche  Büschel  von  Stvahlen- 
netj;en  (Pop)  projectiv  zu  dem  ebenfalls  in  Pg  liegenden  Büschel  (pop); 
dieser  wiederum  projectiv  zu  dem  Gewini3ebüschel  (9i'p)i  dessen  Schnitt 
mit  Fq  er  ist,  oder,  was  dasselbe  ist   dem  Büsche!  (po'p). 

Machen  wir  nun  die  beiden  Bünde!  (p„)  und  {pj,')  so  correlativ, 
dass  diese  Projectivität  zwischen  den  BiSscheln  (poP)?  (Pn'p)  ^<"'  Strah- 
lennetzen, bezw.  Gewinden  auch  m  dei  Correlation  besteht,  so  wird 
ein  Oomplex  F'^  von  der  gewünschten  Alt  erzeugt. 

Bei  dieser  Constmction  ist  der  (xrad  der  Mannigfaltigkeit,  in  der 
wir  pj,  Pi,,  9^',  Pu'  wählen  können,  1,  1,  2,  3;  der  der  Correlation  ist 
3.  Denn  es  seien  in  {q^  zwei  feste  Netze  'Sl^,  ^l^-.  das  verbindende 
Gewinde  F  treffe  das  F^,  in  welchem  der  Strahl ennetze-Büschel  fpop) 
enthalten  ist,  in  9E(|,  und  entsprechend  in  der  obigen  Projectivität  sei 
diesem  'SIq  das  Gewinde  F^'  in  dem  Büschel  (9E'p)  ^  (po'p)*  ^'"  '^^■■ 
liebiges  Strahlennetz  von  (po')i  ^^^  ^^^^  ™  -^o'  heflndet,  kann  man 
dem  F  und  zwei  mit  ihm  ineidirende  Gewinde  F/,  F/  den  91,,  91^ 
entsprechend  annehmen;  jenes  Netz  und  diese  Gewinde  sind  in  je  oo^ 
Lagen  wählbar, 

Die  Constmction  enthält  daher  die  Mannigfaltigkeit  10. 

Wenn  nun  ein  bestimmtes  F^  durch  C^  vorliegt,  so  kann  man  p^ 
beliebig  in  der  E-eihe  wählen,  welche  der  der  p  verknüpft  ist,  p^'  aber 
beliebig  in  dem  GebßscLe  von  F^,  welches  dem  die  Regelschaar  p^ 
enthaltenden  verknüpft  ist;  wir  sehen,  dass  wir  V^  auf  ooi+'^  Weisen 
in  der  gewünschten  Art  erzeugen  können,  und  erhalten: 

Durch  jede  Congruem  2.  Grades  gehen  oo"  quadratische  (Komplexe, 
darunter  40  tetraedräle  (IT,  Nr.  363).*) 

*)  Diese  Maniiigfoltigkeit  6  findet  sich  zuerst  bei  Caporali;  Memoric  dell' 
Acoademia  dei  Lincei  Ser.  III  Bd.  2  (1878). 
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Die  Mannigfaltigkeit  6  stimmt  mit  den  Maanigfaitigkeiteii  5  der 
Gewißde,  19  der  Complexe  2.  Grades  und  18  der  Congruenzen  2,  Grades 
überein.  Durch  jede  der  letzteren  geht  ein  Gewinde  und  daher  oo^+is— is 
quadratische  Complexe. 

In  einem  Gewinde  giebt  es  cx>^"-^  quadratische  Congruenzen,  offenbar 
so  viele  als  t 


Das  einschneidende  Gewinde  sei  nunmehr  ein  Strahlengebiisdte.  [?].  626 
Die  Strahlen  der  Schnitteongruenz  sind  die  Kanten  der  Complexkegel, 
die  Tangenten  der  Complexeurven,   welche  die  Complexfiäche  (?)  um- 
hüllen, bezw.  erzeugen. 

Diese  Kegel  und  Cmven  bilden  das  eine  Paar  verhmpfter  Eeihen  in 
der  Oongruene,  und  infolge  dessmt  fällt  die  diesem  Eeiltejtpaare  entspre- 
climde  confocale  Congrumz  mit  dm-  vorliegenden  jsusammen. 

Bei  den  in  der  Kegel-Reihe  —  die  wir  als  die  ^-Eeihe  ansehen 
wollen  —  enthaltenen  4  Strahle n büsch el  -  Paaren  haben  die  beiden 
Büschel  je  denselben  Scheitel,  einen  i-on  den  Schnitten  A  von  l  mit 
0;  ebenso  haben  sie  bei  den  in  der  Kegelschnitt-Reihe  — -  der  p'-Reihe 
—  befindlichen  je  dieselbe  Ebene,  eine  der  Berührungsebenen  ß  von 
l  an  ^. 

Wir  haben  16  Strahleiihüschelj  wie  im  allgemeinen  Falle,  aber  jmr 
12  singulare*)  Punhte:  4  binäre  At  oAif  l  und  8  unäre,  die  Punkte  B[, 
Bi'  der  PunM^aare  (ß,),  die  KnoteivpxmUe  von  (T),  und  13  singtiläre 
Ebenen:  4  Unäre  ßi  durch  l  und  8  unä/re,  die  Ebenen  «/,  «/'  der  Ebe- 
nenpaare  {Ai),  weMie  Doppel-Beriüirimgsehenen  von  (t)  sind. 

Also  die  Biischelpaare  der  p-Reihe: 

1,    5;       2,   6;       B,   7;       4,   8 
sind: 

(A,<),(A,«,");(--i„«,'),(^.,«.");(4,«/),(-'i„«s");W„<).(A,<); 

und  die  Büschelpaare  in  der  ^'-Reihe: 

i;    5';        2',    6';        3',  7';       4',    8' 
sind: 

(B;,ft),(B,",ft);W,fe),(-B,",ft);(B3',ft),(B,",ft);(Jä,',«,(jB.",ft). 
Dabei  ist  die  Anordnung  schon  so  gemacht,  dass  die  Incidenzen 
der  Tabelle  [«,  J5]  in  Nv.  516  zwischen  den  Ebenen  a  und  den  Punkten 
P  die  Incidenzen  von  Nr.  623  zwischen  den  Strahlen  büsch  ein  bewirken; 
denn  weil  z.  B.  Äj^  in  allen  4  Ebenen  ßi  liegt  und  nach  jener  Tabelle 

*)  singnlär  für  cUe  Congi'uenz. 
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die  Ebene  u^  die  Punkte  B^  I  T^  P^  enthalt  oo  bchneilet  dei 
Biisi-hel  1  wie  ei  Jas  nieh  Ni  '2  -ioll  noth  5  "*,  j  i  aussei  ^ 
mit  dem  ei  den  Scheitel  gemein  hat 

In  den  utmgen  Seihen  von  Segelschaa/ten  ikr  Congtuen^  ist  btefs  ein 
Bubchel  deSöen  Scheitel  auf  l  hegt,  mit  einem  andern  dpssfn  Ebene  durch 
l  geht,  gepaart  und  m  der  lerlnv^ftm  Leilie  der  ^ucite  Buaclid  aus  jemm 
Scheitel  mzt  dem  aweiten  m  dteset  Ebene  z  B  1  mit  5  m  der  pj ,  5 
mit  1    in  dei  pi    Reihe 

Doch  ist  es  wegen  der  späteren  speeiellen  Fälle  Ton  Nutzen,  die 
den  verschiedenen  Reihen  angehörigen  Biischelpaare  ordentlich  zu  ta- 
beliiren: 


l^  1,2,3,4: 


p;    Uo«/),  (^-,0;     9-    {B{,ßd,(^r,ßd 
p,:   (A,,  an,  {Br,  ßd;     p/:  (Ä,,  O,  (-B/,  ßd 

?.'•■  {A,«;')-(S.">^)i  (^2,0,  (V,^,)i  (A.O,  W,A);  (^4,«/),  (K-A)! 
e,:  {A„a:),(B,',ß,);  (A„a,'),  {B,;ß,);  {Ä„a,").(.s:',ßd;  ( A„ ,.:'),  {B-;ß,) 

e,':  {A,<'),  (A",ß,);  (A,^'),  {^.",(5,);  (4„<),  iB:,ß,y,  iA„a:),  {B,',ß,) 
p,:    (4,«.').(B;,/3,);  (Ä„<^:),iB,',ß,y,  (^„0,(-Bb",W;  (A„,^n,{K,ß.) 

q:-.  {A„<.n>{s:',ß,);  u„o.(5r,w;  (a,<),(b.',/3,);  (j„<),(b;,/3,). 

fi27  Dwse  d  weiteren  Baare  von  Reihen  von  Hegelschaaren  haben  sämmt- 

lu.k  die  Geiade  l  zur  gemeinsamen  Leitgeraden  aller  ihrer  Schaaren. 
Bieselhe  ifi  dahei  in  den  d  confocalen  Congniemen,  welche  ihnen  ent- 
spieclien,  und  duich  die  emeüj  wie  die  andern  Leitschaareu  der  ßegel- 
schaaren  dei  beiden  veiknQpften  Reihen  entstehen,  guneinsamer  Strahl 
allei  Begehchaaren  einei  Leihe  (und  dei  verknüpften  Reihe).  Wenn 
abei  alle  Kegelscbaaren  emei  Reihe  emci  Congruenz  2.  Grades  eine 
Geiade  gemein  haben  so  iit  diese  fui  einen  beliebigen  Punkt  auf  ihr 
cdei  eine  beliebige  Ebene  durch  &ie,  wegen  des  Windschiefeeins  der 
Geladen  emet  Regelschaar,  die  einzige  mcidente  Gerade  der  Congruenz, 
tolghuh  Pin  DoppeUbahl  deiselben  (II,  Ni  401).  Und  umgekehrt,  in 
II,  Nr,  407  ist  erkannt,  dass  ein  Doppelstrahl  einer  Congruenz  2.  Grades 
gemeinsamer  Strahl  zweier  verknüpfter  (binärer)  Regelschaar-Reiheu  ist. 
Jede  von  diesen  4  der  vorliegenden  Congruenz  confocalen  Con- 
gruenzen  mit  Doppelstrahl  hat  3  gleichartige  zu  confocalen,  d.  h.  die 
ebenfalls  einen  Doppelstrahl  haben  und  zwar  denselben.  Das  entspricht 
dem  in  II,  Nr.  407  Gesagten.  Aber  sie  haben,  was  ich  dort  und  auch 
später,  wo  unsere  Congruenz  (r^,  \l]')  vorkommt  (II,  Nr.  490),  nicht 
erwähnt  habe  und  hiermit  nachhole,  in  derselben  noch  eine  weitere, 
aber  nicht  gleichartige  confocale  Coitgruenz. 


(p) 
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Unsere  Congruens  hat  nidit  l  mm  Boppdstrahl,  vielmehr  ist  ä 
für  sie  eine  singulare  Gerade,  und  wir  erkennen  in  ihr  die  in  II,  Nr.  490 
hesckriehene  Congrueiiz  3.  Grades  mit  einer  singitlären  Geraden  ißieder, 
erzeugt  durch  die  Geraden,  welche  dieser  Linie  begegnen  und  eine 
Fläche  4.  Ordnung  F*'  mit  ihr  als  einer  Doppelgeradea  und  mit  8  Kno- 
tenpunkten berühren,  d.  i.  die  Co mples fläche  (J). 

Alle  Strahlen  der  Congmeuz  berühren  die  Fläche  (V),  sich  ausser- 
dem auf  die  Doppelgerade  l  stützeud;  daher  ist  {})  die  Brennfläche  der 
Gongniens. 

In  dieser  Congruens  befindet  sich  die  vom  FolarStrahlennetse  \l,  V] 
der  l  (Nr.  512)  aits  F^  atisgeschniitene  Segelfläche  4.  Grades.  Deren 
Erzeugende  sind  die  Tangenten  an  die  (l)  erzeugenden  Oomplexcurven 
in  den  Schnitten  mit  l  oder  die  Xanten  der  (t)  umhüllenden  Oomplex- 
kegel,  in  denen  sie  von  Ebenen  durch  l  berührt  werden.  Cuspidal- 
punkte  dieser  Fläche  auf  der  doppelten  Leitgeraden  l  sind  die  4  Punkte 
Ai,  die  zugehörigen  Cuspidal-Erzeugenden  die  Doppellinien  UiEEi {«/,«,■"), 
längs  deren  die  Ebenen  «;  V  fcorsal  berühren  Cuspidalpunkte  dei 
andern  doppelten  Leitgeraden  l'  sind  die  Punkte,  in  denen  sie  von  den 
Doppellinien  b^^BiB^'  getroifen  wird;  längs  dieiei  (  u^pldal  Eizeugen 
den  berühren  die  Ebenen  hil  torsal. 

Der  obige  Beweis,  dass  durch  eine  Coiip^iuen/  C  ^o""  (  umpWe 
2.  Grades  gehen,  bemhte  auf  der  EsistenK  von  7wei  v  ikn  ipftpii  Ee^el 
achaar-Reihen  in  C^ 

Geht  man  also  von  einer  Fläche  4.  Ordnunt;  mit  einei  Doppel 
geraden  und  8  ausserhalb  gelegenen  Knotenpunkten  aus  (II,  ISi  -VtO) 
ao  wissen  wir,  dass  die  Congruenz  ihrer  Tangenten,  die  sich  auf  die 
Doppelgerade  stützen,  vom  2.  Grade  ist  und  .Äwei  verknüpfte  Regel 
sehaar-Reihen  hat,  nämlich  die  Kegelschnitte,  in  denen  die  Flache  von 
den  Ebenen  durch  die  Doppelgerade  geschnitten  wiid  und  die  Tiu 
gentialkegel,  welche  von  den  Punkten  dieser  Geiiden  an  sie  kommen 
Also  gehen  durch  die  oo"  quadratische  Complexe 

Die  Fläche  4.  Ordnung  mit  einer  doppelten  G&adtn  und  ^  Anoten 
punlcten  ist  stets  dieser  Geraden  mgehörige  Complexflaclie  und  "ua}  fut 
oo"  Complexe  3.  Grades. 

Jeder  F"  führt  zu  oo^  Complesflächen ;  nun  ist  die  Mannigfalti^- 
faltigkeit  dieser  Flächen  4.  Ordnung  mit  8  Knotenpunkten  17  (Nr.  517). 
Folglich  muss  jede  derartige  Fläche  zu  00^"+*"^'  Complesen  2.  Grades 
als  Compiexfläche  gehören. 

Aehnliches  wird  für  die  im  Folgenden  zu  behandelnden  noch  spe- 
cielleren  Oongruenzen  2.  Girades  gelten. 
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ä  Complex 


.  Grades  mit  e 


1  Gewinde. 


628  In  II,  Nr.  490  isb  schon   die  weitere  Specialität  erwälint,  äass  l 

ein  Strahl  g  von  F^  wird.  Wir  wissen,  dass  dann  l  eine  ouspidale 
Gerade  der  Complesfläclie  Q)  ist  derartig,  dass  die  beiden  Beruhrangs- 
ebenen  eines  jeden  Punktes  von  l  und  die  beiden  Berührungspunkte 
einer  jeden  Ebene  durch  l  sich  vereinigt  haben  (Nr.  519).  Wir  fanden 
weiter,  dass  die  Bi'  in  die  A,,  die  a"  in  die  ßi  fallen;  wir  behielten 
diese  Namen  Ai,  ßi  bei  nnd  bezeichneten  die  w,',  B/  einfacher  mit  «;,  Bi. 

Die  4  StraklenMisckel  dei-  Congrtienz  (F*,  [gfj,  welche  durch  g  gehen, 
sind  die  4=  Büschel  (Ai,  ßi);  sie  vertreten  je  swei  des  allgemeinen  Falls: 
(Ai, «/')  und  (Bi",  ßi),  sind  daher  binär;  ausserdem  haben  wir  noch  8 
weitere  unäre  StraJilenbüschel,  die  (Ai,  k,)  und  die  (Bi,  ßi),  und  deshalb 
8  singulare  Punkte  Ai,  Bj,  8  singulare  Ebenen  «;,  ßi\  davon  sind  die 
Ai,  ßi  ternär,  denn  sie  waren  schon  im  vorigen  Falle  binär  und  haben 
nun  noch  die  B,",  a/'  in  sich  aufgenommen. 

Weil  durch  g  4  Strahlenbüachel  der  Congruenz  gehen,  so  ist  g 
ein  Boppelstrahl  derselben. 

Die  Q-Reihe  (Kegel-Keihe)  enthält  die  Büschelpaare:  (Ai,  «,),  (Ai,  ßi), 
die  Q'Beihe  (Kegelschnitt-Reihe)  die  Büsohelpaare:  (Bi,  ßi),  (Ai,  ßi). 

Dieses  Iteihenpaar  ist  binär  geworden,  denn  die  p^-Beihe  ist  mit 
der  p-,  die  pi'-Reihe  mit  der  p'-Reihe  ideotiaeh;  es  stimmen  nSmlich 
die  Büsohelpaare  überein,  wie  aus  der  für  den  jetzigen  Fall  modifi- 
cirten  Tabelle  (p)  in  Nr.  626  sich  ergiebt,  und  jede  Regelschaar  aus 
der  einen  von  zwei  verknüpften  Reihen  bestimmt  eindeutig  die  andere. 

Alle  Begelschaaren  dieser  binären  Reihen  enthalten,  wie  nothwendig, 
den  Doppelstrahl  g. 

Die  andern  Reihen  enthalten  nivr  3  Büschelpaare,  indem  zwei  zu- 
sammengerückt sind; 


94.  ■■ 


(A 

«.), 

(S, 

A) 

(^1 

A) 

(A 

ß.) 

(^1 

«l); 

(B, 

« 

(A 

ft) 

(.A 

&) 

(A, 

«,) 

(»4 

A) 

(^1 

ft) 

(A 

/».) 

(A,«,),  (-B,. 

(A,«,),(B.: 

(A, «.),  CB. 


,ft);  (J„«,  (1„A); 
,A);  (A,",),  {B„ß,y. 

,A);  {A„ß,),  (A„ß,y, 
,,ß,);  (A,»J,  (J9„ft); 
,ft);  (A,A),  (A,A)l 

.  A);  (A„  «.),  W.  A)- 


Die  aus  zwei  (Ai,ßt)  bestehenden  Paare  sind  die,  iu  welche  zwei 
zusammengefallen  sind. 

Wir  haben  daher  nur  noch  3  Reihenpaare  mit  eigentlichen  Begel- 
schaaren,  für  welche  alle  g  Leitgerade  ist;  aber  als  Gerade  der  Congi'ueuz 
muss  sie  einer  auch  als  Erzeugende  angehören,  offenbar  als  Doppel- 
strahl des  aus  zwei  (Ai,  ßi)  bestehenden  Büschelpaara. 
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Das  Polar-Strahlennetz  ist  in  das  Tangential-Strahlennelz  von  g 
übergegangen  (Nr.  521);  die  von  ihm  ausgeschnittene  Regelfläehe 
4.  Grades  besteht  aus  den  4  Büscheln  {Ai,  ßi);  wir  erinnern  an  die 
Projectivität : 

A^Ä^Ä.,A^  A  ß^ß.,ß^ß^ 

der  Sclieitel  und  Ebenen  dieser  Büschel. 

Zum  Büschel  durch  dies  Strahlennetz  gehört  nur  ein  Gebüsche 
{g\\  mit  seineu  übrigen  Gewinden,  den  Tangential  gewinnen  von  F^  in 
g    werden  wir  uns  I  ald  weiter  beschäftigen. 

Wn  finden  dibs  die  Mannigfaltigkeit  der  Fläche  4.  Ordnung  mit 
emet  mtspjdaleti  Getaden  und  4  Knotenpunkten  16  ist  (Nr.  520);  jeder 
r"  führt  ÄU  oo*  derartigen  Flächen  als  Oomplexflächen  (g);  so  ergiebt 
sich  dass,  jede  solche  Fläche  m  ooi^+s-",  also  m  oo*  Oomplexen  als 
fomplexßaeke  aehoit 

Wn   wenden   uns   zu  dem   weihten   Specialftdle  mf^eiei   Gongruens,  £ 
m  dem  die  Axe  df.  sie  einschneidenden  Gebubches  ein  •^ifigiüarer  Strahl  s 
ton  r^  ibt 

Nach  Ni  5^7  vereinigen  sich  A^,  A.^  in  S,  ß.^,  ß^  in  6,  ß^,  % 
fallen  in  ß„  ^,    B^    B^  in  A^,  A^. 

Die  4  Btiichel   ~-u  denen  s  gehört,  sind: 

(S,  ft),  (S,  A),  (A„  .),  (A,  •); 

ausserdem  haben  ivir  noch  die  zweiten  Büschel  in  ß^,  ß^,  aus  A^,  A^: 
(B„li,),    (B„  «,    (4,  «,),    (A„a,). 

Biese  sind  nach  wie  vor  unär,  jene  aber  temär;  denn  z.  B,  (S,  ß,) 
repräsentirt  die  Büschel  (A^,  ß^)  und  (A^g,,  «g),  von  denen  der  erste 
schon  im  vorigen  Falle  binär  war;  ebenso  sind  in  (A^,  e)  der  binäre 
{A^,  ßg)  und  der  unäre  (B^,  ß^)  vereinigt. 

In  der  Kegel-JReihe  hohen  tvir  die  Büschelpaare: 

(S,  A),  (S,  ß,,;    (Ä„  „,),  (A,  o);    {Ä.„  ».),  (Ä.,  .), 

in  der  Kegelschniti-Iteihe  die  Büschelpaare: 

(•B.,  /S,),  (S,  ß,y,    (B„  A),  (S,  ft);    (A,,  .),  (A„  o), 

MW  vorhin  das  erste,  jetst  das  leiste  Paar  iiwei  Paare  repräsentirt. 

Die  pg-  und  die  pa'-Reihe  entlialteu  genau  dieselben  Büschelpaare, 
und  das  Paar  der  Bdhen  von  Kegeln  imd  Kegelschnittmt  ist  also  temär 
Orden. 
In  den  weitei-en  Reilmipaaren  haben  tvir: 
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».),  (A.  ß,y, 

",),  (Bi,  ft)i 

:.),  (B„  ft); 

i),  (-B.,  fc), 


<>,■■   (s,  ft),  (A,  «);  <.A, 

(,,':    (S,  A),  (A,  „);    (Ä„ 

9.:     (S,  «,  {A,,  o);    K, 

S/:    (S,  ft),  (A,  .);    (A, 
«rarm  das  erste  Büsckel^aar,  urlches  den  einen  Büsdiel  aus  8,  de»  nmJern 
aus  s  erJiält,  temär  ist. 

Diese  zwei  Betkenpaare  enthalten  allein  eigentlicfte  Etgelsduinren. 
Das  Tange ntial-Str ah leiinetz  von  s  ist  in  den  Bündel  S  und   das 
Feld  6  zerfallen  (Nr.  526),  von  den  4  den  Strahl  s  enthaltenden  Bü- 
scheln gehören  (S,  /3,),  (S,  ß^)  zu  S,  {A^,  e),  {A^,  ö)  zu  e. 

Die  Complexfläche  (s)  ist  in  Nr.  527  beschrieben.  Aus  der  doit 
gefundenen  selbständigen  Constriictiou,  die  zu  einer  Kegelschnitt -Reihe 
führt,  gelangen  wir  durch  deren  Tangenten  zu  einer  Congruenz  2.  Gra- 
des der  jetzigen  Art,  zur  verknüpften  Kegelreihe  und  zu  oo*'  Complexen 
3.  Grades,  die  durch  aie  gehen;  was  auch  mit  der  Mannigfaltigkeit  15 
der  Fläche  und  dem  Umstände,  dass  jeder  Complex  2.  Grades  oo*  sol- 
cher CoiigrueuKen  enthält,  übereinstimmt:   19  -}-  2  —  15  =  G. 


Die  Taiigeutialgewinde,  ihr«  Sehiiittcoiigriieiizew  und  die  HanptflSclieu. 

iO  Wir  kehren  nun  zu  den  TangentialgewindefK  von  f^  zurück,  welche 

SU  dem  Sirahle  g  des  Complexes  gehöreit.  Sie  bilden  einen  Büschel, 
dessen  Grv/nd-Slrahlennefis  das  TangenUalrStraJüennets  in  g  ist  und  durch 
aUe  die  Skahlenhüsckel  {X ,  |)  ereeugt  wird,  deren  Scheitel  X  {auf  g)  und 
Mhenen  %  {durch  g)  einander  in  der' Frojecfwität  entsprechen,  die  auf  g 
und  um  g  durch  F^  entsteht  (Nr,  519).  Diese  Büschel  gehören  also 
auch  zu  allen  Tan gentialge winden  von  g.  Sei  Tj,  eins  von  ihnen;  be- 
trachten wir  seine  Schnittcongruenz  mit  V^.  Die  Ebene  |  eines  der 
genannten  Büschel  berührt  längs  g  den  Kegel  {X);  also  fallen  die 
beiden  Strahlen  aus  X  an  die  Oongruenz  —  die  gemeinsamen  Strahlen 
des  Strahl enbüseh eis  (X,  ^)  von  V^  und  des  Complexkegels  (X)  von 
r^  —  in  g  zusammen,  mit  bestimmter  Verbindungsebene  |. 

Die  beiden  von  einem  Punkte  X  von  g  an  die  Congruenz  r^Fg 
kommenden  Strahlen  vereinigen  sich  in  g,  mit  bestimmter  Verbindungs- 
ebene I,  und  ebenso  dual  die  beiden  in  einer  Ebene  |  durch  g  liegen- 
den Strahlen  in  g,  mit  bestimmtem  Schnittpunkte  X,  dem  Berührungs- 
punkte von  (I)  mit  g.  Daher  ist  g  für  die  Congruenz  ein  mögliclier*) 
Doppel  strahl. 

*)  In  seiner  Besjjieohung  der  beiden  ersten  Bände  meines  Buche  im  Bulletin 
dea  scienees  mathömatitiues  Ser.  II  Bd.  17  (1893)  S.  267  nenut  Loria  einen  aolnlien 
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Jedes  Tangenhalgeivinde  von  F^  schneidet  diesen  Compltx  m  einer 
Congruenz  Z  Grolles,  fw  weldie  de>  Strähl  g  von  P",  5«  dem  es  gehört, 
Doppelst}  ahl  tst 

Für  das  zu  den  Taiigßntialgewinden  gehörige  Gebiisclie  \g'i  fanden 
wir  dies  schon  in  Nr.  628. 

Die  Gongruenz  F^F^  enthält  dann  (II,  Nr.  407)  zwei  verknüpfte 
Regelsehaar- Reihen  —  weluhe  binär  sind,  d.  h.  2  von  den  5  Paaren 
verknüpfter  Reiheji  darstellen  ~  von  der  Bescbuffenheit,  dasa  g  allen 
Regeischaaren  der  einen,  wie  der  andern  Reihe  angehört  und  für  eine 
solche  Reihe  also  der  allgemeine  Satz  nicht  mehr  gilt,  dass  zwei  Regel- 
aehaaren  der  nämlichen  Reihe  sich  nicht  schneiden. 

So  liefert  jedes  der  TangenÜdlgemnde  von  g  oo^  durch  g  gehende 
Begelschaaren  von  F^,  die  in  iswei  verlinüpfte  JReüten  serfaUen  und  daher 
au  zwei  verhnüpften  Gehüschmi  von  F^  gehören. 

Die  Congruenz  besitzt  4  durch  den  Doppelstrahl  gebende  binäre 
Büschel,  die  [Ai,  ßi);  dies  entspricht  dem,  was  in  II,  Nr.  402  gefunden 
wurde;  aus  ihnen  können  wir  auch  g  als  Doppelstrahl  erkennen. 

"Wir  wissen,  dass,  wenn  zwei  Flächen  einander  berühren  und  also  G31 
in  einer  CuiTe  schneiden,  die  in  dem  Berührungspunkte  T  einen  Doppel- 
punkt hat,   von   den  Schnitten  einer  Curve   der  einen  Fläche,  welche 
durch  T  geht,  mit  der  andern  immer  zwei  sich  in  T  vereinigen. 

Dem  analog  fallen,  wenn  sieb  zwei  Complese  in  einer  Congruenz 
mit  einem  Doppelstrahle  sehneiden  {der  für  keinen  von  ihnen  Doppel- 
strahl ist),  von  den  Schnittstrahlen  jeder  in  dem  einen  Complexe  be- 
findlichen und  durch  diesen  Strahl  gebenden  Regelfläebe  mit  dem 
andern  Complexe  zwei  in  ihn  zusammen;  so  vereinigen  sieh  im  vor- 
liegenden Falle  die  beiden  Strahlen,  welche  eine  Regelschaar  von  F", 
die  durch  den  Doppelstrabi  g  von  F^F.j  geht,  mit  Fg  gemeinsam 
hat,  in  g. 

Bilden  wir,  um  dies  genauer  zu  erkennen,  das  Gewinde  F^  in  den 
Punktraum  .£, ,  nach  I,  Nr.  202,  ab  und  zwar  so,  dass  g  der  dort  mit 
u  bezeichnete  Hauptstrahl  der  Abbildung  ist.  Unsere  Congruenz  mit 
dem  Doppelstrahle  g  bildet  sich  (II,  Nr,  376)  in  eine  Fläche  2,  Grades 
Fj^  ab.  Es  sei  t  eine  Regelschaar  in  rj,;  sie  bat  mit  F^  und  also  mit 
F^Fg  i  Strahlen  gemeinsam;  ihr  Bild  in  Zj  ist  ein  Kegelschnitt  (I, 
Nr.  203),  und  dessen  4  Schnitte  mit  F^^  sind  die  Bilder  jener  4  Strah- 
len.    Geht  aber  x  durch  ^^m,  so  tritt  an  Stelle  des  Kegelschnitts 


Doppelsh-ahl  einen  (msserordevdUehm ,  welche  Benennung  vielleiolit  dei'  meinigen 
vorzuaiehen  ist.  —  Uehiigens  können  wir  hier  (las  Attribut  weglassen,  da  eine 
Congruen«  3.  Grades  andere  Doppel  strahlen  als  mögliche  nicht  hat  (II,  Nr.  401). 
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eine  Gerade;  iü  ihre  Selinitte  mit  Fj^  fallen  zwei  von  den  Bildern; 
dies  beweist,  dass  zwei  von  den  4  Strahlen  sieh  in  g  vereinigt  iiaben. 

Von  den  4  Sirahlen,  welche  eine  in  r^  befindliche  Begelscfuiar  mit 
der  Scknütcongruens  T^Tg  gemein  hat,  fallen  zwei  in  g  zitsammen,  wetin 
die  JRegelsckaar  durch  diesen  Do^^lstrahl  der  Congruens  geht;  die  Regel- 
schaar  berührt  F^  in  g.  Wir  sagen  deshalb:  das  TangenUalgewinde  be- 
i'iihrt  den  Complex  F^  in  g. 

Nun  sei  9  eine  beliebige  Regelschaar  in  F^;  sie  hat  mit  F^  zwei 
Strahlen  x',  a>"  gemeinsam,  die  zu  F^Fg  gehören.  Diese  gehören, 
wenn  9J  ein  durch  q  gelegtes  Strahlennetz  ist,  zu  den  4  gemeinsamen 
Strahlen  von  3i  und  F^F,/,  die  beiden  andern  sind  mit  SJi  veränderlich. 
Durch  diese  4  Stj-ahlen  geht  dann  auch  die  üegelsehaaT  r^E9!Fj  und 
sie  sind  die  Strahlen,  welche  sie  mit  F^  gemeinsam  hat.  Wenn  nun 
Q  durch  g  geht,  so  thut  es  auch  r;  dann  fallen  von  den  4  Strahlen 
die  beiden  nicht  mit  9t  veränderlichen  x ,  x'  in  g  zusammen,  also  auch 
die  beiden  Strahlen,  welche  q  mit  Fg  gemeinsam  hat. 

Die  beiden  Strahlen,  welche  dne  in  F^  befindliche  Begelschaar  p  mit 
F^Fg  gemein  hat,  fallen  im  Doppelstrakle  g  zusammen,  wenn  q  durch 
ihn  geht:  q  berührt  in  g  die  Congruens  und  das  sie  in  F^  einschneidende 
Gewinde  Fg  und  so  alle  TangenUalgewinde  von  g. 

Durch  einen  beliebigen  andern  Strahl  von  p  geht  ein  Gewinde 
aus  dem  Büschel  der  Fg  und  enthält,  weil  er  sein  dritter  Schnittstrahl 
mit  Q  ist,  diese  Regelschaar  vollständig. 

Jede  Begelschaar  von  F^,  welche  durch  eine  gegebene  Gerade  g  dieses 
Complexes  geht,  gehört  m,  einem  der  Tangentialgewinäe  von  g. 

Die  <x?  JRegelschaaren  von  F^,  welche  durch  g  gehen,  bilden  oo'  Paare 
verknüpfter  Reihen,  von  denen  jedes  Paar  in  einem  der  Tangentialgeunnde 
von  g  sich  befindet. 

Da  schon  die  Geraden  der  Regeischaaren  eines  Feldes  den  ganzen 
F^  einfach  erfüllen,  so  dass  jeder  Strahl  von  F^  in  einer  von  diesen 
Eegelschaaren  gelegen  ist,  so  muss  e&  in  jedem  Gebüsche  oo'  durch 
g  gehende  Regelsehaaren  gehen. 

In  jedem  von  dm  oo'  Gebüschen  S^  ist  am  %on  jtncn  Itegehchaat 
Reihen  enthalten. 

Jedem  Gebüsche-Paare  Z'^,  Z^,'  ü/  ein  'l'angentialgeiimde   mn  g  au- 


Dies  TangenUalgewinde  befindet  bich  de).}iaib  m  dem  dem  namlicJien 
Paare  zugeordneten  Systeme  S^^. 

Durch  eine  zweite  Gerade  g-^  von  F^  geht  eins  von  den  Tangeu- 
tialgewinden  von  g  und  in  ihm  aus  jeder  der  beiden  verknüpften  Reihen 
eine  Regelsehaar, 
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Durch  zwei  Gerade  des  Complexes  gehen 

Wenn  sie  sieh  schueiden,  so  ist  die  eine  Regelsehaar  dec  Gom- 
plexkegel  aus  dem  Schnittpunkte,  die  andere  die  Compleseurve  in  der 
Verbindungsebene. 

Wir  sehen  nun,  dass  es  in  jedem  Gebüsche  2;^  von  Kegelaciiaaren 
in  r"  unter  den  oo*  Reihen  oo^  mit  einer  allen  Regeischaaren  gemein- 
samen Geraden  giebt  (vergl.  Anm.  zu  Nr.  612),  welche  dann  auch 
allen  Regeischaaren  der  verknüpften  Reibe  gemeinsam  ist. 

Ein  durch  g  gelegtes  Qewmde  F  sehneidet  die  Congruens  r^r,j  in 
einer  Begelfläcfie  4.  Grades,  für  welche  g  doppelte  Erzeugende  ist.  Diese 
Fläche  befindet  sich  ja  in  dem  Strahlennetze  FFg  (dessen  Schnitt  mit 
r^  sie  ist),  und  in  der  Correspondenz  [2,  2],  welche  sie  auf  dessen 
Leifcgeraden  hervorruft,  ist  von  den  Stützpunkten  von  g  jeder  ein  Ver- 
zweigungspunkt und  hat  g  zur  zugehörigen  Torsallinie  (Nr.  603);  denn 
der  Büscliel  von  Fg,  welcher  von  einem  dieser  Punkte  ausgeht,  gehört 
auch  zum  Tangential- Strahlennetze  von  g  und  ist  daher,  nach  der  De- 
finition dieses  Netzes,  in  der  Ebene  gelegen,  welche  den  aus  dem 
Punkte  kommenden  Complexkegel  von  F^  berührt;  folglich  vereinigen 
sich  die  beiden  dem  Büschel  und  diesem  Kegel  gemeinsamen  Strahlen, 
also  die  Strahlen  von  I'^Fg  und  Erzeugenden  der  Regelfläche,  die  aus 
dem  Punkte  kommen,  in  g. 

Die  Polar-  oder  Tangentialgewinde  eines  singulären  Strahls  a  sind  032 
aämmtlieh  Gebüsche  und  haben  die  Tangenten  von  0,  welche  in  dem- 
selben Punkte  wie  s  berühren,  zu  Axen  (Nr.  526). 

Somit  sind  die  verschiedeiten  StraMen  mies  TangentenbüscJiels  (S,  e) 
von  0  den  Gehüschepaaren  imgeordnet  und  damit  auch  den  consingulären 
Complexen;  diese  Zuordnung  stimmt  mit  der  früheren  üherein,  bei  welcher 
jedem  dieser  Complexe  sein  in  (S,  ff)  befindlicher  singnlärer  Strahl 
correspondirt. 

Sei  t  eine  von  den  Tangenten;  die  durch  s  gehenden  zu  P^  ge- 
hörigen Regeischaaren  des  Gebüsches  {€]  sind  in  dem  zugeordneten 
Gebüschepaare  E^,  S^  enthalten:  sie  haben  alle  t  zur  Leitgeraden; 
ihre  Leitschaaren,  welche  dem  zugeordneten  consingulären  Complexe 
angehören,  bringen  t  in  denselben;  und  da  dieser,  zur  singulären  Fläche 
0  gehörig,  in  ihrem  Tangenfcenbüschel  iß,  6)  nur  seinen  singulären 
Strahl  hat,  so  ist  klar,  dass  jedem  Strahle  von  (S,  e)  eben  der  con- 
singnläre  Complex  zugeordnet  ist,  für  den  er  singulärer  Strahl  ist. 

In  dem  zu  einem  beliebigen  Strahle  g  von  F^  gehörigen  Büschel 
von  Tangentialgewindeii  ist  [g]  das  einzige  Gebüsche. 
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Besitgt  also  ein  Strahl  von  F^  als  Tangentialgewinde  ein  Gebüsche, 
dessen  Axe  von  ihm  verschieden  ist,  so  ist  er  singulärer  Strahl. 

633  Wir  haben   gelernt   (Nr.  541),   dass   die  Polaren  g^,  ...  gg   eines 

Strahls  g  von  T^  in  Bezug  anf  die  Fundamental- Gewinde  Tj,  ...  F^,, 
welche,  doppelt  genommen,  nnter  den  eonsingulären  Complexen  sieh 
befinden,  ebenfalls  zu  F"  gehören.  Es  sei  nun  p  eine  durch  g  gehende 
ßegelschaar  von  F^  aus  dem  (sich  selbst  verknüpften)  Gebüsche  ^Jg^i, 
welchem  Fj  zugeordnet  ist,  so  gehört  ihre  Leitschaar  zu  F^  (Nr.  618); 
da  alle  ihre  Geraden  g  treffen,  so  treffen  sie  auch  die  Polare  g^,  so 
dass  diese  Gerade  zu  p  gehört.  Damit  erkennen  wir  von  neuem,  dass 
^,  sich  in  F^  befindet.  Aber  mehr,  alle  durch  g  gehenden  Regel- 
schaaren  von  F^,  welche  zu  diesem  Gebüsche  gehören,  geben  auch 
durch  ^i;  das  sie  enthaltende  Tangentialgewinde  F^,!  schneidet  daher 
in  einer  Congruenz  2,  Grades,  welche  zwei  Doppelstrahlen  g,  g^  hat. 

Unter  den  Tangentialgewinden  von  F^  in  g  befinden  sich  6,  welche 
F^  in  einer  Congruenz  3.  Grades  mit  einem  sweiten  Doppelsfy'aJile  schnei- 
den oder  F^  mich  in  einem  zweiten  Stahle  berühren:  Fg^i,  . . .  Fg^^. 

Die  Begelschaar-Beihe  von  F^  in  einem  dieser  Gewinde  rj,,;,  welche 
durch  g  geht,  hat  noch  eine  zweite  gemeinsame  Gerade  gi,  die  Polare  von 
g  nach  dem  Gewinde  Fi,  welches  dem  sich  selbst  verknüpften  Gebüsche  ü^i 
mgeordnet  ist,  das  die  Reihe  enthalt. 

Und  zu  jeder  Geraden  g  des  Complexes  F*  giebt  es  6  Gerade  gi 
—  ihre  Polaren  in  Bemg  auf  die  Fundamental- Gewinde  Ff  — ,  so  be- 
schaffen, dass  durch  zwei  solche  Gerad^i  g,  gi  oo'  Regeischaaren  von  F^ 
gehen,  nidit  Mos  2. 

Da  aber  die  Polarität,  in  Bezug  auf  Fi,  zwischen  g  und  gt  reci- 
prok  ist  und  die  ßegelschaar -Reihe  durch  beide  Geraden  festgelegt 
ist,  80  folgt,  dass  Fj,,;  auch  Tangentialgewinde  von  gt  ist 

Jedes  einem  Doppelgebüsche  2k,i  zugeordnete  Tangentialgewinde  be- 
rührt in  zwei  Geraden,  wel<^  immer  su  einander  polar  sind  in  Bezug 
aufr,. 

Diese  Geraden  fallen  zusammen  und  die  Berührung  wird  3.  Ord- 
nung, wenn  g  zu  der  Schnittcongmenz  F^Fi  gehört. 

Wir  erinnern  uns  aus  II,  Nr.  407  (dritter  Fall),  dass  bei  einer 
Congruenz  2.  Grades  mit  zwei  windschiefen  Doppelstrahlen  es  nur  eine 
Regelschaar-Eeihe,  deren  sämmtliche  Regeischaaren  durch  diese  Ge- 
raden gehen:  sie  hat  sich  erstens  mit  ihrer  verknüpften  vereinigt,  und 
dieses  Paar  von  identischen  verknöpften  Reihen  repräsentirt  2  von 
den  5  Reihenpaaren,  so  dass  noch  3  Keihenpaare  bleiben. 
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Aus  dieser  uns  schon  bekannten  Eigenschaft  ergiebt  sieh  auch 
die  Identität  von  I^^i  mit  dem  gepaarten  Gebüsche. 

Aber  wir  haben  jetzt  erkannt,  dass  es  in  einem  solchen  Gebüsche 
S3  i  cx>*  Bähen  gi^t,  die  je  mit  ihrer  verknüpften  Bähe  eusammmf allen: 
es  sind  dies  die  00^  Beih&i,  welche  eine  und  dann  hier  gwei  gemeinsame 
Geraden  haben. 

Weil  die  in  Bezug  auf  P,  polaren  Geraden  ^  und  i/;  beide  sieh 
in  Fg,!  befinden,  so  sind  F;  und  F^,,  in  Involution  (I,  Nr.  107). 

Alle  00^  Tangentiatgemnde  Fg,!,  weldie  längs  zwei  Geraden  den  F^ 
tangiren,  stützen  sich  auf  das  Gewinde  Fi,  das  zu  demselben  Doppel- 
Gebüsche  Us^i  gehört,  wie  jene  Fg^i. 

Aber  das  gilt  ja  für  alle  Gewinde  des  Gewebes  @i  (Nr.  tiI9),  zu 
welchem  Fgj  gehört.  — 

Jede  Begelsehaar  von  2Js,i  ist  in  den  diesem  Gebüsche  zugeord- 
neten Tan gentiaige winden  aller  ihrer  Geraden  enthalten,  also  in  00^ 
sich  selbst  verknüpften  Reihen  von  F^,  und  da  die  eine  von  zwei  ver- 
knüpften Reihen  stets  in  dem  Felde  sich  befindet,  das  von  irgend  einer 
Begelsehaar  der  andern  getragen  wird,  so  gehört  jede  Begelsehaar  eines 
Doppelgebüsches  2^3,;  zu  dem  von  ihr  getragenen  Felde. 

Die  zu  einem  Sirahle  g  von  F^  gehörigen  Tange^ttialgewinde  Fg  634 
schneiden  den  Complex  in  Congnienzen  C/,  welche  g  zum  Doppelsfy~ahle 
haben.  Eine  solche  Congruens  hat  4  dwch  dm  Doppelstrahl  gehende 
binäre  Strahlei^üschel,  welche  für  alle  C/  dieselben  sind,  nämlich  die  4 
dur^  g  gehenden  Büschel  S',  S",  58'",  ^^^  von  F^,  und  dann  noch  8 
von  eiwer  Congruens  m/r  andern  veränderliche  %märe  Büschel.  Diese  zer- 
theilen  sicli  in  4  Dupel  (von  je  zwei  windschiefen)  so,  dass  jeder  binäre 
Büschel  die  beiden  Büschel  eines  Dnpels  schneidet.  Jeder  unäre 
schneidet  also  einen  binären  und  3  andere  unäre;  wird  von  jenem 
unären  etwa  SS'  getroifen,  so  sehneiden  diese  bezw.  die  drei  andern  SS 
(Nr.  560). 

Die  Strahlenbüschel  vcm  F^,  welche  einen  gegebenen  Büschel  {B,  ß) 
des  Complexes  schneiden,  durchlaufen  mit  ihren  Scheiteln  die  Curve  |5* 
und  umhüllen  mit  ihren  Ebenen  den  Kegel  B^;  ihr  Erseugniss  ist 
eine  Congruenz  4.  Grades;  denn  in  jede  Ebene  fallen  die  Scheitel  von 
4  Büscheln  und  also  4  Strahlen  der  Congruenz,  und  ebenso  gehen 
durch  jeden  Punkt  4.  Der  gegebene  Büschel  gehört  nicht  zu  dieser 
Congruenz,  wohl  aber  der  zweite  aus  seinem  Seheitel  und  der  zweite 
in  seiner  Ebene. 

Jeder  Büschel  von  F^,  welcher  einen  der  35,  etwa  S8',  achneidet, 
liegt  in  einem  der  Tangential ge winde  von  g;  es  ist,  ausser  durch  das 
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die  4  Büschel  39  enthaltende  Tangeiitial-Strahlennetz  von  (/,  durch 
irgend  einen  Strahl  des  Büschels  bestimmt.  Infolge  dessen  durchlaufen 
die  unären  Strablenbüschei  der  verschiedenen  C/,  welche  SS'  schnei- 
den, das  System  der  Strahlenbüschel,  welches  die  zu  SS'  gehörige  Con- 
gruenz  4,  Grades  [  Si'  i*  erzeugt,  involutoriseli,  denn  jeder  Büschel  dieses 
Systems  bestimmt  Fg,  Q^  und  den  andern  Sß'  schneidenden  unären 
Büschel  dieser  Congruenz  eindeutig  und  gleichartig. 

Zur  Oougruenz  |39'|^  gehören  SB",  SS"',  58^^;  also  giebt  es  3  Dupel, 
bei  denen  der  eine  Büschel  in  einen  dieser  SS  fällt,  oder  3  Congruen- 
zen  C/,  bei  denen  von  den  beiden  S'  schneidenden  unären  Büscheln 
der  eine  —  31'  — ■  bezw.  sieh  mit  58",  Sä"',  Si-^^  vereinigt. 

Betrachten  wir  den  Fall,  wo  3t'  mit  SS"  zusammenfällt.  %'  wird 
von  SS'  und  drei  andern  unären  geschnitten,  von  denen  einer  39"  triift; 
ffl"  wird  von  den  3  andern  SS  und  2  unären  getroffen.  Beiden  Gruppen 
sind  ^'  und  der  eben  erwähnte  SS"  treffende  unäre  Büsche!  schon  vor 
der  Vereinigung  gemeinsam.  Findet  sie  statt,  so  muss  sich  die  eine 
Gruppe  von  4  Büscheln  mit  der  andern  von  5  Büscheln  vollständig 
identificiren,  so  dass  in  letzterer  ein  Zusammenfallen  von  zwei  Büscheln 
eintreten  muss.  Die  beiden  unären  SC  treffenden  Büschel,  welche  39'", 
bezw.  SS^^  schneiden,  müssen,  weil  sie  9('  und  damit  39"  treffen,  durch 
g  gehen  und  fallen  deshalb  mit  S8-Büscheln  zusammen,  und  zwar  mit 
S&",  SS'",  weil  58'  sich  schon  mit  sich  selbst  in  den  beiden  Gruppen 
deckt  und  mit  SS"  ein  Zusammenfallen  nicht  möglich  ist,  da  diese 
Büschel  ja  auch  SS"  schneiden  sollen,  ein  Büschel  aber  sich  nicht  unter 
den  ihn  schneidenden  befindet. 

Ausser  dem  sich  selbst  deckenden  SS'  sind  jetzt  schon  2  Sclmitt- 
büschel  von  91'  mit  solchen  von  33"  vereinigt. 

Der  zweite  an  S8"  hängende  unäre  Büschel  scheint  noch  nicht 
untergebracht;  da  aber  die  5  Büschel,  welche  39"  schneiden,  auf  4  sieh 
redueiren  müssea,  so  folgt,  dass  er  mit  SS'  zusammenfällt. 

Wir  sahen,  dass  der  eine  58'"  schneidende  unäre  Büschel  in  39^'' 
gefallen  ist;  geht  man  von  dieser  Vereinigung  nun  aus,  so  gelangt 
man  auch  zur  Vereinigung  des  einen  SS"  schneidenden  Büschels  mit  SS'. 

Von  den  drei  den  St'  schneidenden  unären  Büscheln  sind  die, 
welche  SS'",  W^  schneiden,  in  binare  gerückt,  nicht  aber  der,  welcher 
58"  schneidet. 

Es  hat  sich  demnach  hei  jeder  der  drei  amgemchneten  Q^  mit  jedetn 
der  4  hmärm  Süsckel  SB  je  noch  einer  der  8  imärcn  vereinigt^  so  dass 
jene  temar  geworden  und  nur  noch  4  tmäre  BüscJtel  vorhanden  sind. 

Die  4  in  die  35  gerückten  Büschel  SC,  ...  Sl^^  gehören  den  Con- 
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grueosen   I S8' |*,  ...  jS^j*   an,   und  in    den  3  Fällen  findet  die  Ver- 
einigung mit  den  S9  in  folgender  Weise  statt: 


Die  Brennflädim  dieser  drei  ausgezeichneten  Congntensen  C/  haben  635 
also,  ausserhalb  dos  Doppelstrahls  g,  nur  noch  4  eonische  Doppel- 
punkte und  4  conische  Doppel-Berübrungaebenen,  die  Scheitel  und 
Ebenen  der  unär  gebliebenen  Büschel.  Diese  müssen  ein  und  dasselbe 
Tetraeder  bilden;  in  der  That,  TOn  den  beiden  einen  binären  Büschel 
schneidenden  nnären  Büscheln  des  allgemeinen  Falles  schneidet  der 
eine  den  einen,  der  andere  den  andern  von  den  zweien,  welche  einen 
andern  binären  schneiden;  von  den  unär  gebhebenen  Büscheln  trifft 
also  jeder  zwei  andere. 

Diese  Eigenschaften  'kennzeichnen  die  Flächen  als  solche,  bei  denen 
der  Doppelstrahl  cuspidal  ist. 

Eine  derartige  Fläche  erhielten  wir  als  Complexfläche,  wenn  der 
Träger  ein  Strahl  g  von  F^  ist,  oder  als  Brennfläche  der  Congruenz, 
welche  aus  F^  durch  das  Gebüsche  [g]  geschnitten  wird  (Nr.  628). 

Nun  gehört  dies  Grebüsche  zu  den  T an gentialge winden  von  g,  also 
diese  Schnittcongruenz  zu  den  C/;  mr  haben  insgesammt  i  Congruensen 
untei-  den  C/,  für  deren  Brennfläche  g  eine  Cuspidalgerade  ist.  Doch 
findet  folgender  Unterschied  statt: 

Für  die  Congruenz  {F^,  \ß\)  ist  g  singulare  oder  Leitlinie  und 
zugleich  Doppelstrahl,  und  die  Strahlen  der  Congruenz  sind  die- 
jenigen Geraden,  welche  g  treffen  und  die  Brennfläche  berühren,  sie 
sind  also  nicht  Doppel tangenten  derselben.  Für  die  drei  andern  Con- 
gruenzeii  ist  g  nur  Doppelstrahl ,  und  die  Congruenz  strahlen  sind 
Doppeltangenten;  wir  wollen  in  diesem  Falle  g  einen  ctispidalen 
Doppelstrahl  der  Congruenz  nennen. 

Die  Brennfläche  einer  jeden  von  den  Congruenzen  C/  inducirt 
zwischen  der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  des  gemeinsamen 
Doppelstvahls  g  eine  Correspondenz  [2,2],  in  der  einem  Punkte  von 
g  seine  Eeriihrungsebenen,  einer  Ebene  von  g  ihre  Berührungspunkte 
entsprechen.  Die  Scheitel  und  Ebenen  der  4  Büschel  S  sind  gemein- 
same Cuspidalelemente  (U,  Nr.  405)  und  daher  gemeinsame  Verzwei- 
gungselemente aller  Oorrespondenzen  (2,  2).  Folglich  giebt  es  unter 
diesen  4  doppelte  Projectivitäten  (Nr.  603);  sie  gehören  zu  den  4 
Brennflächen,  auf  welchen  g  cuspidal  ist,  also  zur  Complexfläche  (g) 
und  zu  den  Breiinflächen  der  3  ausgezeichneten  Congruenzen  C/,  die 
uns  hier  beschäftigen. 

Die  3  Tan  gentialge  winde  F^  von  g,  welche  diese  Congruenzen  mit^ 
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als  cuspidalem  Doppelstrahle  einschneiden ,  sind  diejenigen ,  welche 
F.  Klein  Math.  Annalcn  Bd.  5  S.  271  bespricht  und  zwar  für  einen 
Complex  von  Vieliebigera  Grade. 

Vor  (und  nach)  der  "Vereinigung  der  4  Büschel  '&',  ...  21^^  mit 
den  93",  33',  S5'^,  SS"'  —  wenn  wir  wieder  den  ersten  Fall  annehmen  — 
liegen  die  31  so,  dass  sie  einen  windschiefen  „Vierb lisch el"  bilden, 
d.  h.  zwei  windschiefe  von  ihnen  treffen  zwei  andere  ebeofalls  wind- 
schiefe, und  die  gemeinsamen  Strahlen  bilden  ein  windschiefes  Vier- 
seit,  in  dessen  Ebenen  die  Büschel  gelegen  sind  mit  den  Ecken  als 
Scheiteln;  wir  erkannten,  dass  die  9t'  schneidenden  Büschel  aus  |  SS'"  i* 
und  I S^^  1^  mit  33-^'',  S'",  hingegen  der  W  nicht  schneidende  aus  |  S8"  l* 
mit  SS'  sich  zu  vereinigen  strebt;  also  ist  der  Vierbüschel  3t'?t"'?l"31^\ 

Je  näher  man  nun  dem  Zustande  der  Identität  der  W,  ...  mit 
den  9J",  . . .  kommt,  in  welchem  alle  Tier  2t  einen  Strahl  gemeinsam 
haben,  desto  mehr  wird  das  Vieraeit  „geradlinig";  wir  müssen  also 
eine  Nachbargerade  von  ff  im  Complexe  F^  haben,  die  mit  drei  andern 
ihr  unendlich  nahen  ein  solches  nahezu  geradliniges  Vierseit  darstellt; 
und  je  näher  an  g  wir  sie  uns  vorstellen,  desto  mehr  wird  sie  sich 
mit  den  drei  Geraden  identificiren. 

Wir  Äo&CTJ  somit  neben  jeder  Geraden  g  des  Complexes  3  unendlich 
nahe  von  der  BeschajfenJieit,  dass  die  4  StraMmbüschel  von  F^,  die  durch 
eine  dieser  Geraden  gehen,  in  detnselben  Tangentialgewinäe  Fg  von  g  ent- 
hedten  sind.  Also  stimmen  auch  die  beiden  JProjecUvUäten ,  die  auf  der 
Nachbargeraden  durch  F^  und  d/iir<^  das  sie  enthaltende  Tangential- 
gewinde  F^  entstehen,  überein. 

Schreitet  man  von  g  su  einer  dieser  benachbarten  Geraden  fort  und 
dann  in  demselben  Sinne  weiter,  so  erhält  man  eine  dem  Complexe  an- 
gehörige  Begelfläche,  welche  Klein  eine  Haiiptflät^  desselben  nennt. 

In  jedem  Strahle  des  Complexes  schneideit  sich  3  Haii^tflächett. 

In  Nr.  539  fanden  wir,  daas  durch  jeden  Strahl  g  von  F^  3  diesem 
angehÖrige  Regelflä«hen  16.  Grades  gehea;  die  Schnifct-Regelflächeii 
mit  zweien  von  den  3  übrigen  consingulären  Complexen,  welche  auch 
durch  g  gehen.     Das  sind  die  3  Hauptflächen. 

Benutzen  wir  die  dortige  Bezeichnung,  wobei  dann  F^  der  be- 
trachtete Complex  sei  und  also  (A',  ß'),  ...  (.A-^^,  ß^'')  seine  durch 
g  gehenden  Strahlenbüschel  SB', . . .  S8^^  sind.  Ferner  seien  {A,',  ß{), . . . 
die  durch  g^  gehenden  Sfcrahlenbüsehel  und  zwar  derartig,  dass  {_A{,  ß^") 
dem  (ä',  ß')  unendlich  ist,  u.  s.  w.,  wobei  g^  auf  der  Regelfläche 
IfiJJg  ^  r^Fj^r^^  der  g  unendlich  nahe  ist.  Aus  j4^'  kommt  au  F^^ 
der  Büschel  in  ß',  d.  h.  dies  ist  die  Tangentialebene,  längs  g,  des 
Oomplexkegels   aus   Ä'-''   an    diesen   Complex,   oder  (Nr.  539)   die  Be- 
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röhrungsebeiie  der  Diirchsclmitta-Regel Hache  StJJ^;  der  Punkt  ^i^'  auf 
jf^,  welcher  dem  Ä^  unendlich  nahe  ist,  liegt  daher  in  ß'  und,  dual, 
ft"  geht  durch  Ä';  und  da  somit  A^^^  der  Sehnittcurve  ^3>  angehört 
und  ß^^^  dem  Tangentialkegel  A'  ®,  so  ist  der  Büschel  (^,^\  ^i'-') 
ein  den  (A',  ß')  schneidender  Büschel  von  F^,  der  durch  Continuität 
in  (J.^\  ß")  übergeht;  er  ist  in  demjenigen  Tangen tialge winde  von  y 
für  r^,  welches  durch  ffi  und  deshalb  auch  durch  (-4^^^,  ^|*^)  geht, 
ein  unärer  Strahlenbiischel,  der  vor  der  Vereinigung  mit  dem  binären 
Strahlenhäschel  (^i^,  ^3'^)  steht. 

Das  genannte  Tan gentialge winde  ist  also  eins  von  den  ausgezeich- 
neten und  ffj^  daher  der  Nachbarstrahl  in  einer  der  3  Hauptflächen. 
Schreiten  wir  in  unserer  Fläche  9tjj„  und  ebenso  in  den  beiden  andern 
^ois'  ^oti  vorwärts,  so  haben  wir: 

Die  3  Segelflächen  16.  Grades,  in  denen  sich  ein  Oom^lac  2,  Grades 
r^  mit  je  zweien  von  den  3  cottsingtiktreit  tompleccen  durchschneidet, 
welche  dmch  etnen  ton  seinen  Stahlen  noch  gelten,  sinl  dte  ätei,  Raupt 
flachen  dtenes  Strahh  fm  r^ 

Die  Haupt  flachen  eine    d  rnjl^xes  '  (    ileasnd  lil  ei   il_,fbia   J 

Wenn  eine  Regelßacht  fft  in  tinem  Oamptai,  enthalten  wf  so  können  b  6 
imt  btets  auf  thi  folgende  Cv/rve  construiren  Ävf  jedet  Üriseugendeii  ent 
steht  eine  P) ojectimtat,  in  der  ewet  Putikte  etnandei  entbpeehen  v  n  denen 
der  eine  da  Ber^ihrungspunlt  einer  durch  sie  gellenden  Ebene  mit  9J, 
dei  andere  de)  TunM  ist,  tn  dem  die  Lrgeiigmäe  ton  der  Cowplexciirve 
du  Ebene  tanguf  uird  Da»  Cmttnuum  1er  bich  selbst  entipi eisenden 
Punlte  dieser  Piojeciivttaffn  auf  den  lerschitdeien  Eizeag-nilcn  bildet 
dte  Cune 

Ist  der  Comple-?  hneai  so  i'-t  die  Ciuve  emt  Haui  ttangenten 
Cnive  (Ni  553)  bei  einem  l_ciujle\e  \on  hoheiem  Orale  aber  in  all 
gemeinen  nicht 

Es  sei  mm  aber  9E  eine  Haupfcfläehe  eines  Complexes  2.  Grades 
r^,  g  eine  Erzeugende  derselben,  dann  stimmt  bei  demjenigen  Tangen- 
tialgewinde  Fy,  welches  durch  die  Naehbar-Erzeugeude  g^  geht,  auch 
auf  dieser  die  Projectivität  mit  der  durch  P^  inducirten  überein.  Ferner 
seien  P,  P^,  P.^  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  unserer  Curvc,  P  auf 
g,  P,  auf  g^  gelegen. 

Die  Tangentialebene  t  von  P  an  ?R  ist  also  identisch  mit  der 
Ebene,  die  dem  P  in  der  durch  F^  bewirkten  Projectivität  entspricht, 
also  auch  mit  der  Nullebene  von  P  in  Bezug  auf  F,j.  Sie  enthält 
die  Tangente  PPj,  und  diese  ist  daher  ein  Strahl  von  P^;  ebenso  ist 
die  Berührungsebene    r^   von  9i   in   Pj   Nullebene   dieses   Punktes   P, 
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für  -T;,  und  also  auch  P^F^  ^'^  Strahl  von  Fg.  Da-her  ist  die  Schmic- 
gungsebene  FP^F^,  welche  diese  beiden  Strahlen  enthält,  Nullebene 
von  Pj,  und  da  sie  als  solche  mit  der  Berührungaebene  t^  zusammen- 
fälltj   so  ergiebt  sich  unsere  Ourve   als  Haupttangenten-Curve  auf  5ft. 

Die  auf  einer  Hav^tfläehe  eines  Complexes  3.  Grades*)  in  der 
obigen  Weise  cons6ruirteJhirve  ist  eine  Hawpüangenlm-Oarve  dieser  Fläche. 

Unsere  Hauptfläche  sei  die  ^1%;  in  einem  beliebigen  Punkte  von 
g  wird  sie  (Nr.  539)  von  der  Ebene  beröhrt,  welche  längs  g  den 
Complexkegel  aus  dem  Punkte  an  T^^  tangirt.  Die  Projeetivität  der 
Punkte  auf  g,  von  denen  der  eine  einer  Ebene  durch  g  in  der  durch 
r^  inducirten  Projeetivität  entspricht,  der  andere  ihr  Berührungspunkt 
mit  HftJJj  ist,  ist  daher  identisch  mit  der  Projeetivität  auf  g  —  einer 
Involution,  wie  wir  wissen  (Nr,  Ö39)  — ,  in  der  zwei  Punkte  einander 
entsprechen,  die  der  nämlichen  Ebene  in  den  durch  F^  und  F^^  indu- 
cirten Projectivitäten  correspoudireu.  Die  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte  jener  sind  die  Punkte,  in  denen  unsere  zu  F^  gehörige  Haupt- 
tangenfcen-Curve  auf  ^RJ^^  über  g  hinweggeht,  bei  dieser  sind  es  die 
Brennpunkte  von  g,  die  ihr  in  der  Congruenz  F^  F^^  zukommen 
(Nr.  539). 

Auf  der  den  3  consingulärmt  Complexen  F^,  F^^,  F^^  gemeinsamen 
Hmipifläcke  StJJ^  haben  wir  also  3  beziehentlich  diesen,  Coniplexen  zvr 
geordnete  Hattpttangenten-Ourven.  Die  Ptmhle,  in  denen  eine  von  ihnen 
über  eine  Erzeugende  g  der  Begelfläehe  hinweg  geht,  si^d  die  Brennpunkte 
dieses  Strahls,,  die  ihm  in  dm-  Bchnittcongnienii  des  betreffenden  von  dejt 
3  Com^exen  und  des  vierten  durch  g  gehenden  consingulären  Complexes 
Tj^  0tdcommen,  oder  die  Doppelpimlite  der  Involution,  welche  diese  beiden 
Complexe  auf  g  hervorrufen.  Dieselben  Punkte  sind  aber  auch  Brenn- 
punkte der  Congruenz  F^^F^''  (Nr.  539).  In  ihnen  berührt  g  die  Brenn- 
flache dei  selben 

BettofMei}  wii  diei  consinguläre  Complexen  F'-',  F^^,  F^^,  so  ist  die 
ihnen  gemeinsame  Ra/uptflache  9tJ^g  dm  Brennflächen  aller  drei  Con- 
Qiuensen  Fi^F^^,  F/F^,  F^F^^  umgeschrieben,  tind  Berührungscurve  ist 
je  diejenige  von  den  3  Haiipftangenten-Chirven,  welche  dem  dritten  Com- 
plexe J",  Fj^,  Fs^  sageoidnet  ist. 

Wenn  aber  zwei  Flachen  sich  längs  einer  Haupttangenteu-Ourve 
dei  tmen  beröhieuj  so  ist  dieselbe  auch  Hauptangenten-Curve  der 
andern,  da  ja  fili  diese  auch  die  B e ruh rimgs ebene  durchweg  mit  der 
Schmiegungsebene  der  Cuiven  zusammenfällt. 

Man   kann  daher  fut    die  Brennfiäche  der  , 


*)  Der  Satz  iat  anch  für  ijinen  Complex  buliebigen  Grades  richtig. 
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imeier  von  dm  consingulären  Complexen,  eiwa  r'^F-^,  sofort  die  leiden 
durch  einen  Punkt  gehenden  Hm^ttangenten-Curvm  angehen.  Es  sei  g 
der  Strahl  der  Congruem,  der  ihn  mm  einen  Brennpunkte  hat,  vmd 
r^,  T^  die  bmden  weitefren  durch  ihn  geltenden  consingulären  Complexe, 
so  berühren  die  Hauptflächen  F^F^^r^^  tmä  F^Fi^F^^  längs  der  ge- 
siuMm  Curven. 

Dass  diese  Brenntiacheu  16,  Ordnung  und  IG,  Klasse  sind,  folgt 
aus  II,  Nr.  300. 

Rückt  F^    unendlich  nahe  an  F^,    so  ergiebt  sich  als  Schnitt  die  637 
Oongruenz  S  der  singulären  Strahlen  von  F^  (Nr.  537).   Deren  Brenn- 
Häche  zerfallt  in  0  und  eine  Fläche  12.  Ordnung  12.  Klasse  (Nr.  535). 

Hauptflächen  von  F^  sind  die  Schnitte  von  S  mit  den  consingu- 
lären Complesen;  von  den  3  durch  einen  singulären  Strahl  gehenden 
Hauptflächen  fallen  2  in  S  (Nr.  537).  Diese  Hauptflächen  berühren 
mit  ihren  Erzeugenden  beide  Bestandtheile  der  Breonfläche  und  die 
Berührungseurven  sind  Haupttangeaten- Curven  derselben. 

Die  Havpüangenten-Curvm  von  ^  sind  daher  die  Oerter  der  Punkte 
S,  welche  «([  den  Er2euge)tden  der  Segelflächen  16.  Grades  gehören,  in 
denen  die  Congruenz  S  der  singulären  Strahlen  eines  der  0  zugehörigen 
Complexes  'oon  den  übrigen  geschnitien  wird. 

Jetst  kommen  wir  m  allen  Haiiptiangenten-Gurvat  von  *  mit  Hilfe 
eines  festen  lieliädg  herausgegriffenen  Complexes  F^  aus  der  Beihe  der 
consingulären  Complexe  mid  eines  veränderlichen  F'^\  früher  (Nr.  547ff.) 
gab  jeder  von  den  Complexen  eine  Haupttangenten-Curve,  den  Ort 
der  Punkte,  in  denen  ihm  zugehörige  singulare  Strahlen  dreipunktig 
berühren. 

Lassen  wir  jetzt  den  veränderlichen  auch  noch  mit  dem  festen 
sich  vereinigen  oder  den  beiden  in  S  sich  schneidenden  unendlich 
naheil  ila  duttei  unendlu-h  nahe  ^ein  so  ergiebt  sich  gerade  die  dem 
testen  m  der  früheien  A\eise  zugeh  iige  Haupttangenten-Curve;  denn 
untei  len  4  duith  eine  Haupttangente  von  *  gehenden  consingulären 
Lomplexen  sml  3  in  den  zusammengefallen,  für  den  sie  singulärer 
btiahl  ist 

Halten  uvr  dagegen  F"'  fest  und  lassen  F^  durch  die  Beihe  sich 
beu/caen  und  schneide  jenen  mit  der  beweglichen  S  von  diesem,  so  er- 
lullten  imr  immet  dieselbe  Haupttangenten  Owve  von  0,  nämlich  den  Ort 
der  Bendmtngspunhte  der  dfopunkttg  tangtrenäeii  singulären  Strahlen 
von  F 

Sie  Hei  zun  ich  t  füi  die  La^e  wo  F"  sich  mit  F'^  vereinigt,  con- 
stiuut  und  ist  dann     wie  wii  eben  tanden     die  eben  genannte  Ourve. 
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Die  sämmtlichen  Strahlen  des  Tangentenbüschels  iu  einem  Punkte  T 
(lieser  Curve  gehören  zu  r'^;  jeder  wird  für  einen  von  den  T^  sin- 
gulärer  Strahl  oder  Strahl  der  Congruenz  S  desselben  mit  T  als  zu- 
gehörigem aingulären  Punkte;  T  und  somit  jeder  Punkt  der  Curve 
ei^ebt  sieh  aia  Punkt  der  jeweiiigen  Haupt tangenten-Curve.  Fällt 
r'^  in  eins  der  Doppelgewinde  I).,  so  ergiebt  sich  eine  Hauptfläehe 
8.  Grades  und  die  Haupttangenten-Curve  q^. 

Die  singulären  Strahlen  eines  V^  am  der  Reihe  der  consingulären 
Com/phxe,  welche  auf  der  Gurve  2"'^  ier'A'en,  auf  welch&r  die  drei- 
punktig  'berührenden  singulären  Strahlen  eines  andern  Complexes  F"^  lan- 
giren,  -heßnden  sich  in  r'^,  zu  dem  ja  der  ganze  Tangentenbüschel 
gehört,  und  ersmgen  eine  üegelfläclie  16.  Grades;  diejenigen,  welche  auf 
96*  tangiren,  fallen  in  A  und  eraeugeii  eine  Regelfläche  8.  Grades. 


Die  coiifocale«  Congmenzen   und    Üie  Breiiiifläclieii   der  in    einem 

Complexe  2.  örades  enthaltenen  Congrnenzen  2.  Grades.    Coiisingnläre 

Congrnenzen  2.  Grades,*) 

638  Die  quadratische  Congrueuz  C^  welche  ein  Gewinde  T  in  T^  ein- 

schneidet, hat  5  Paare  verknüpfter  Regelschaar-Reihen,  die  zu  5  Paaren 
verknüpfter  Gebüsche  von  F^  gehören;  F  greift,  wie  wir  schon  in 
Nr.  624  sagten,  in  diese  Gebfiaehepaare  ein. 

Die  confocalen  Congrnenzen  der  C^  entstehen  durch  die  Leit- 
schaaren  der  Uegelsehaareu  der  Reihen,  und  zwai-  führen  zwei  ver- 
knüpfte Reihen  zu  der  nämlichen  confocalen  Congruena  (II,  Nr.  370). 
Die  Leitschaaren  von  Regeischaaren  eines  Gebüsches  von  F^  befinden 
sich  aber  in  dem  diesem  Gebüsche  und  dem  ihm  verknüpften  zu- 
geordneten consingulären  Complexe,  mithin  auch  die  confocalen  Con- 
grnenzen.    Also: 

Die  5  Oongntenßen,  welche  m  einer  in  I^  enthaltenen  Congruena 
2.  Grades  confocal  sind,  sind  in  o  von  den  consingidären  Complexen 
enthalten. 

Jedes  Gewinde  F  greift  in  5  Gebüschepaare  von  F^  ein;  um- 
gekehrt, in  jedes  Gebtisehepaar  von  F^  wird  von  oo*  Gewinden  ein- 
gegriffen, die  ein  quadratisches  System  4.  Stufe  ©^^  bilden.  In  5  be- 
liebige Gebüschepaare  von  F^  greifen  also  zugleich  2^  Gewinde  ein, 
denn  so  viele  sind  den  5  quadratischen  Systemen  gemeinsam. 

*)  Vergl.  Segre,  Sulla  geometria  dölla  retta  g  7. 
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Nehmen  wir  aber  5  von  deu  Doppelgebüscheu,  etwa 

so  gebt  für  jedes  das  quadratische  System.  4.  Stufe  in  ein  (doppeltes) 
lineares  System  Über,  in  das  Gewebe  @g,  ...  ©^  von  Gewindeu, 
welche  sich  auf  das  gehörige  Fundament  algewinde  fg,  . . .  F^  stützen. 
Und  diese  5  Gewebe  haben  ein  einziges  Gewinde  gemein,  nämlich  das 
sechste  Pundamental-Ge winde  J^i,  das  ja  zu  allen  jenen  in  Involution  ist. 

In  5  Boppelgänische  von  F^  gteift  nur  em  einsiges  Qemnde  mit 
seinen  Begelsdiaaren  ein,  das  ihnen  nicht  mgeoränete  Fundamental-Gelinde. 

Oder:  Jedes  der  6  Fundamental-Gewinde  von  F^  schneidet  in  einer 
quadratischen  Congttiens,  deren  Faare  von  Regelschaar-Beihen  in  die  5 
nicht  mgeordneten  Doppelgebüsche  fallest. 

Daraus  folgt,  dass  die  5  confocalen  Congniensen  in  den  5  anderen 
Fwndammtal-Gewinden  sich  befinden. 

Es  sei  (So,  öj*)  ein  Strahlenbüschel  der  OoTignienK  FU\,  t^  die  639 
in  seinem  Scheitel  die  C&  berührende  Doppeltangente,  welche  zu  C," 
gehört,  Sj  der  zu  j?^  gehörige  singulare  Strahl  von  F^.  Weil  (S'p,  ff^) 
sich  in  F^  befindet,  so  ist  seine  Ebene  die  Beriihrungsebene  von  3> 
im  zweiten  Berührungspunkte  von  t^;  weil  er  auch  in  F^  enthalten 
ist,  so  muss  sie  durch  s,,  gehen;  daher  ist  e^  die  Tangentialebene  von 
0  in  Sp,  und  unser  Büschel  ist  der  Tangentenbüschel.  Dies  fordert 
einerseits,  dass  der  singulare  Strahl  Sq  eine  der  beiden  Haupttangenten 
ist,  andererseits  aber,  dass  die  im  zweiten  Berührungspunkte  von  t^ 
tangirende  Ebene  mit  der  des  S^  zusammenfällt,  Berührungsebenen 
aber,  welche  in  zwei  getrennten  Punkten  tangiren,  hat  die  Fläche  0 
nicht  (II,  Nr.  326).  Folglich  musa  t^  eine  vierpunktige  Tangente  von 
0  sein,  und  der  singulare  Strahl  Sy  ist  die  andere  Haupttangente. 

Die  16  singulären  Punkte  S„  der  Congruenz  F^F^  liegen  daher  so- 
wohl auf  der  Ourvc  16.  Ordnung  2"^  (Nr.  548),  in  deren  Punkten  eine 
der  beiden  Haupttangenten  singulärer  Strahl  ist  und  der  ganze  Tan- 
gentenbüschel zum  Coiuplexe  F^  gehört,  als  auch  auf  der  Curve  pj** 
8.  Ordnung  (Nr.  550),  von  welcher  jeder  Punkt  sich  mit  dem  zweiten 
Brennpunkte  oder  Berührungspunkte  des  durchgehenden  Strahls  von 
Cj^  vereinigt  hat;  sie  sind  also  Punkte  von  T^^  mit  stationären  Tan- 
genten (Nr.  551). 

Die  Ebene  eines  unserer  Büschel  {Sf„  «„)  berührt  die  Fläche  * 
im  Scheitel,  folglich   ist   sie  (Nr.  550)  Schmiegungs ebene  von  p,^  und 

*)  In  Band  II  genügte  die  Re^ieiclinung  (S,  o);  jetzt,  haben  diese  Buchstaben 
allgemeinere  Bedeutung  erhalten. 
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selineidet  diese  Curve  noch  in  5  andern  Punkten,  offenbar  den  Scheiteln 
derjenigen  von  den  15  Übrigen  Büscheln,  welche  den  {Sg,  a^)  schneiden. 

Scheitel  und  Ebene  eines  jeden  der  16  Strahlenhüsdiel  von  r^P,  ge- 
horen  als  Funkt  und  Berühnmgsebene  der  Fläche  *,  aber  auch  als  Punkt 
und  Schmiegungsehme  der  Curve  p,"  zusammen.  Die  5  Funkie,  in  denen 
p,*  von  jeder  dieser  Ebetten  noch  getroffen  wird,  sind  die  Scheitel  der  5 
ontfem  Büschel,  loelche  ihren  Büschel  schneiden,  und  ihre  Ebeneti  sind 
die  5  übrigen  Schmiegungsdimen,  die  von  seinem  Scheitel  noch  ausgehen. 

Die  Congrtten^en,  welche  m  T^Vi  eonfocal  sind  und  die,  wie  wir 
wissen,  sich  in  detn  F^,  ■  ■  ■  T^  'befinden,  sind  ni<M  deren  Schnitte  mit  F^; 
weil  ja  sonst  von  jedem  unserer  16  Punkte  an  F^  6  Büschel  kommen 
würden,  die  6,  welche  ihm  als  gemeinsamem  singulären  Punkte  dieser 
6  Congruenzeu  in  ihnen  zugehören. 

640  Da  die  Oongruenz  der  singulären  Strahlen   der  volle  Schnitt  des 

r^  mit  einem  andern  Complexe  2.  Grades  ist  (Nr,  537),  befinden  sich 
wie  in  jedem  Complexkegei  und  in  jeder  Complescurve,  so  auch  all- 
gemeiner in  jeder  Begelschaar  des  Complexes  4  singulare  Strahlen.  Daraus 
folgt,  dass  sie  die  singulare  Flache  in  4  Punkten  berührt,  wie  wir 
das  für  Complexkegei  und  Complescurve  schon  wissen. 

In  der  That,  es  sei  q  eine  Regelschaar  von  J"^,  X  ihre  Leitschaar, 
P'^  der  consinguläre  Complex,  in  dem  i.  enthalten  ist.  Forner  sei  s 
einer  von  den  4  singulären  Strahlen  von  p,  S  der  ihm  zugehörige  sin- 
gulare Punkt,  ff  die  ihm  zugehörige  singulare  Ebene,  (S,  ff)  also  ein 
Tangentenbüschel  von  9.  Die  Regelschaar  p  befindet  sich  in  dem- 
jenigen Tangentialgewinde  r,  von  s,  das  dem  sie  enthaltenden  Ge- 
büsche ^3  und  dem  F"^  zugeordnet  ist;  das  Tangential-Strahlennetz 
des  singulären  Strahls  zerfällt  in  den  Bündel  8  und  das  Feld  ff,  und 
alle  Tangentialgewinde  sind  Gebüsche,  deren  Axen  den  Büschel  (S,  ff) 
erfüllen;  die  von  Fs,  in  dem  p  enthalten  ist,  ist  Leitgerade  von  p; 
also  zwei  Tangeuten  der  ^  in  S  liegen  auf  der  Trägerfiäehe  von  9, 
und  diese  berührt  die  ^  in  S. 

Die  Trägerfläche  einer  jeden  in  F^  enthaltenen  Regelschaar  oder 
hikser,  diese  Begelschaar  selbst  berührt  die  singulare  Fläche  viermal, 
und  swar  sind  Beriihrungspunkt  und  Berüh/rungsebene  singulärer  Punkt 
und  singulare  Ebene,  welche  je  einem  der  4  in  der  Segelschaar  befind- 
lichen singulären  Strählen  von  F^  stigehören. 

Die  Axe  s'  des  Gebüsches  ZI  gehört,  als  Strahl  von  X,  zum  Com- 
plexe r'^  und  da  dessen  Curve  in  der  Berühnangsebene  0  von  ^  ein 
Punktepaar  mit  einer  durch  den  Berührungspunkt  3  gehenden  Doppel- 
linie ist,  so  ist  diese  Linie  oder  der  zu  F'^  gehörige  singulare  Strahl 
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in  S  der  einzige  durch  S  gehende  Strahl  vou  F'^  im  Büschel  (S,  ö), 
also  identisch  mit  der  Äxe  s'. 

Die  heiäen  Geraden  also,  die  sich  auf  der  Trägerfläche  einer  Regel-- 
schaar  voit  F^  in  einem  der  4  Berühntngsptiitkte  mit  O  schneiden,  sind 
die  sittgulären  Strahlen,  welche  diesem  Fimkte  in  F^  und  dem  consingu- 
laren  Camplexe,  der  die  Leüscitaar  enHiält,  sugehören. 

Die  Trägerfläche  einer  jeden  Kegelachaar  einer  tjuadrati sehen  Con- 
gruenz  C^  berührt  die  Breunfiäche  längs  einer  Curve  4.  Ordnung 
fll,  Nr.  342);  daher  ist  die  Bremtftäche  Envehppe  der  Trägerßächen  der 
Begelsekaa/re>i  einer  Seihe  von  O. 

Es  seien  q  und  pj  zwei  benachbarte  ßegelschaareu  aus  einer 
Reihe  in  einer  in  F^  enthaltenen  Congruenz  2.  Grades  C^;  S  einer 
der  Berührungspunkte  von  p  mit  ^  und  S^  der  ihm  benachbarte  Be- 
rührungspunkt von  ß^j  so  liegt  letzterer,  wegen  der  Berührung,  auch 
auf  der  Trägerfläche  von  p  und  also  auf  der  Schnittcorve  beider 
Trägerflächen  und  damit  auf  der  Breunfläche.  Diese  und  die  Träger- 
fläche von  p  haben  in  jS  dieselbe  Berührungsebene,  dasselbe  gilt  für 
letztere  imd  S,  also  auch  für  ^  und  die  Brennfläche, 

I}ie  singulare  Fläche  ^  tvird  von  der  Brennfläcfie  einer  jede)i  in 
r*  gelegenen  quadratisdien  Congruenz  ba-i^rt  längs  einer  Curve,  die  durch 
die  Quadrupel  der  Berührungspunkte  der  Begelschaaren  irgend  einer  der 
Beihen  der  Congruem  erseugt  wird. 

Für  die  durch  ein  Strahlengebüsche  [/]  eingeschnittene  Congruenz, 
deren  Brennfläche  ja  die  Compiesfläche  (V)  ist,  ist  dies  unmittelbarer 
ersichtlich.  Die  Berührungscurve  ist  dann  eine  Curve  8.  Ordnung, 
welche  durch  die  4  Schnitte  von  l  mit  0  geht  und  jeden  der  erzeugen- 
den Kegelschnitte  in  seinen  4  Berührungspunkten  mit  $  trifft 

In  jeder  Kegel  seh  aar -Reihe  einer  Congruenz  C^  haben  wir  4  Strahlen- 
büschel-Paare. Für  ein  solches  Paar  sind,  wenn  C^  dem  F^  angehört, 
die  4  Berührungspunkte  mit  0  die  beiden  Scheitel  und  die  Punkte, 
in  denen  0  von  den  beiden  Ebenen  tangirt  wird,  die  Berührungsebenen 
die  Ebenen,  welche  in  den  Scheiteln  die  $  tangiren,  und  die  Ebenen 
des  Paars. 

Die  16  singuliken  Punkte  einer  in  F^  enthaltenen  Congruenz  S.  Grades 
liegen  auf  der  singularen  Fläche  *  und  die  16  singulären  Ebenen  he- 
rühren  sie. 

Jede  in  einer  Congruenz  2.  Grades  enthaltene  Eegeisehaar  geht 
durch  8  von  den  singulären  Punkten  der  Congruenz  (II,  Nr.  368),  die 
dann  auf  der  Berührungscurve  dieser  Regelschaar  mit  der  Brennfläche 
gelegen  sind.  Damit  haben  wir  für  jede  dieser  die  Brennfläche  er- 
zengenden Berülirungscurven   ihre   sammtlichen  Schnitte  mit   der   sin- 
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ml  n  Ha  lie  p  ne  J"  u  !em  d  Com,  enz  ]  e^^t  S  von  hnen 
m  \  gula  e  P  nkte  dei  Cong  ue  z  d  4  !  igen  d  Be  uh  i  gs 
put  kte  dec  Regelscliaa      nd  also  a«  h   le    C    ve  m  t  ^ 

Folgleh  b  Idef  ad  1e  Bea  Ir  gsc  rve  nii  0  de  S  eiiflade 
j  der  r  er t] alteren  qu  l  at  hei  Cong  uene  fe«  tolle  Sei  tt  ie  le 
FlacJen  md  tst  8  Ordn    g 

Nat  lieh  smJ  a  cl  le  jularen  Fl  eher  de  (X)  Co  plexe  F 
de  d  rch  ene  gegebene  quad  atscie  fojg  enz  qeJe  lei  B  et  fl  de 
Je     Uen  he    Ire  d    mgesdr   he 

641  Kehren  w       velei   z  r  Con       ea     F  F       ru  V  d      F 

einem  seiner  Fuiidameutal-(:rewmde  F^  geselmitten  wnd,  die  Ouive  pj* 
der  Punkte  anf  5^,  in  denen  diese  Fliiclie  von  Strahlen  der  Ci^  vier- 
punktig  berührt  wird,  die  singulare  Berührungscurve  dieser  Oongruenz 
(Nr.  587),  hat  in  jedem  ihrer  Punkte  S  die  zugehörige  Berührungs- 
ebene ff  zur  Nullebene  in  Bezug  auf  F^.  Von  dem  Ebenenpaare  (jS) 
des  Complexes  T*  fällt  die  Doppellinie  in  die  Berühr uugsebene  und 
Nullebene,  also  vereinigen  sich  in  ihr  die  beiden  von  S  kommenden 
Strahlen  der  Congruenz  F^F^,  und  da  die  Nullebene  Verbindungsebene 
dieser  beiden  unendlich  nahen  Strahlen  ist,  so  ist  S  ein  Punkt  der 
Brennfläehe  <3?j'  der  Congruenz  und  ff  die  assoeiirte  Brennebene. 

Daher  liegt  q-^  auf  dieser  Brennfiäche  d>j'  und  ist  die  Berllhrungs- 
curve  derselben  mit  der  singulären  Fläche  C&. 

Die  Brennfiäche  ^i  der  quadratischen  Cimgraenz,  in  welcher  F^ 
dwrch  eins  seiner  Fundamental-Gewinde  Tj  geschnitien  wird,  berührt  die 
singulare  Fläche  von  F^  längs  der  Curve  q,^,  in  deren  Punkten  Strahlen 
von  C/  die  0  vierpiitM.g  berühren. 

Folglieh  tangirt  ff  auch  0,'  in  S,  also  in  dem  Brennpunkte,  dem 
sie  associirt  ist;  dies  bedeutet,  dass  der  Strahl  von  f^F,,  zu  dem  S 
und  ff  als  Brennpunkt  und  Brennebene  gehören,  —  nach  Obigem  der 
singulare  Strahl  von  F^  in  {ß,  ö)  —  vierpunlitig  die  S^'  berührt. 
Die  Curve  q^  ist  also  auch  singulare  Berührungs curve  für  F^F^. 
Sie  hängt  nur  von  0  und  C,^  ab  und  ändert  sich  nicht,  wenn  wir  F* 
durch  irgend  eineu  andern  Complex  aus  SCI'^)  ersetzen. 

Demnach  haben  alle  die  quadratischen  Congruensen  C^,  in  denen  die 
Complexe  einer  Beihe  %{F^)  consingulärer  Complexe  von  einem  der  Ftm- 
damental-Geudnde  F^  geschnitten  werden,  eine  und  dieselbe  singulare  Be- 
rührungsGiirve  p^*,  längs  deren  die  gemeinsame  singidäre  Fläche  0  der 
Cotnplexe  und  die  Brennflächen  0^  der  verschiedenen  Congruensen  ein- 
ander berühren. 

Sie  ist  oMck  singulare  Bei'ührungsciwve   derjenigen  Doppeltangenten 
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Congfueiis  C-,^  üt)   ^   du  steh  m  Tj  iefindef,  tmd  Hatipttangeiiien-Curve 
auf  ^,  Ute  auf  allen  ti&j 

So  gelangm  uii  m  einet  Beiln,  3(C  )  amstnyularpi*}  CongruenEen 
C"  3  Grades,  alle  an  deinselien  Gewmde  r^  befindlich 

Dutih  fedeii  Siiahl  äe'^seUen  gehen  3  ton  ilmefii,  da  er  ausser  auf 
dem  Doppel-Gewinde  Pj  uoch  in  3  Coiuplexen  der  Reihe  5(1^^)  sich 
befindet. 

Es  sei  (S,  a)  wieder  der  gemeinsame  Taugenteiibüschei  der  (& 
und  aller  $^'  in  einem  Punkte  von  q^. 

Jeder  Strahl  desselben  bestimmt  einen  Comples  T^  unter  den 
consingulären,  für  den  er  singulärer  Strahl  ist;  dieser  wird  dann  für 
die  zugehörige  Oongruena  r^T^  Congruenz strahl,  weicher  die  Brenn- 
fläche ^,'  in  S  vierpunktig  berührt,  also  auch  singulärer  Strahl;  und 
die  Projectivität  überträgt  eich.  Für  die  Curve  pj*  siud  diese  Strahlen 
Schmieguugsstrahleu. 

Bis  oo^  Büschel  von  Sclimiegimgsstrahlen  der  gemeinsamen  singulären 
Senihrungscurve  einer  Reihe  von  consingulären  Gongruemem  S.  Grades 
sind  so  projecUv,  dass  die  je  su  derselben  Congmem  gehörigen  und  ihre 
Brennfläche  metrpunkUg  herükrenden  Strahlen  einander  entsprechen.  Sie 
erzeugen  eine  Segelfläche  8.  Grades  (Nr.  587). 

Weil  diese  Regelflächen  sich  auch  mit  der  $  und  den  0j^  längs 
Qj^  tangiren,  so  ist  diese  Curve  auch  auf  ihnen  Haupfctangenten- Curve. 
Der   Inbegriff   aller   Schmiegungesfcrahlen   von   p^^   ist   eine  Con- 
gruenz  8.  Grades,    welche   alle  diese   Regelflächen   enthält  und  durch 
sie  erfüllt  wird  (Nr.  587). 

Wir  gelangen  zu  ihnen  noch  auf  andere  Weise.  Fällt  nämlich 
ein  singulärer  Strahl  eines  der  F^  in  das  Fundamental- Gewinde  /"„ 
so  sind  die  aus  seinem  singuläi-en  Punkte  S  kommenden  Strahlen  der 
Congruenz  F^F,  in  den  Strahl  zusammengefallen;  S  Hegt  auf  der 
Brennfläche  0,'  und,  weil  auch  auf  #,  auf  der  Beriihrunga curve  Qj* 
beider  Flächen;  als  singulärer  Strahl  von  F^,  der  auf  p/  tangirt,  wird 
er  auch  singulärer  Strahl  der  Congruenz. 

Diejenigen  singulären  SiraJüen  eines  der  consingulären  Oomplexe  F^^ 
weiche  in  eins  der  Fundamental-Gewinde  T^  fallen,  werden  für  seine 
Schnittcongruene  mü  demseV>en  auch  singulär.  Die  üegelflöche  8.  Grades, 
in  der  T^  mU  der  Congrums  der  singulären  Strahlen  von  F"  sich  s 
ist  die  Begdftäche  der  singulären  Strahlen  von  FT-,. 


*)  Segre  neiiofc  sie  homofooal  (eontbcal).  Abfir  wie  sollen  dami  Congraenaeu 
mit  der  Eämlichen  Brennfläche  heiasen,  luv  welche  diese  Beücicliiiuiig  doch  die 
sich  nnmittelbar  darbietende  ist? 
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Wenn  r^,  die  Reihe  t5(^^)  durchlaufend,  durch  das  Doppel- 
Gewinde  /\  geht,  so  haben  wir  als  Schnitt  mit  JT^  die  Ooagriienz  C,^ 
anzusehen,  die  somit  in  die  Reihe  %{0)  eintritt;  und  0  f^ehört  zum 
Büschel  (oder  aur  Schaar)  der  ^/;  pj*  ist  ja  auch  singulare  Berührungs- 
eurve  för  Cj^. 

Fällt  hingegen  I^  mit  einem  andern  Doppel-Gewinde  I\  zusammen, 
so  ergiebt  sich  das  Strahlennetz  FiF^,  doppelt,  als  Mitglied  von  ^{C^. 
So  haben  wir  in  der  Reihe  consingulärer  Congnwnsm  %{0)  5  äoppelie 
Strahlennetze:  die  Fundamental-StrMennetze  einer  jeden  der  Congruenzen 
{Nr.  555,  638). 

Die  Strahlen,  die  jedes  in  die  verschiedenen  Schmiegnugsstrahlen- 
Büseiiel  von  p^^  sendet,  sind  in  der  Projectirität  entsprechend. 

642  Wegen  der  Berührung  der  $i'  mit  0  längs  q^  bilden  jene  einen 

Büschel,  der  zugleich  eine  Sehaar  ist;  wir  können  aber  direct  erkennen, 
dass  jede  Ebene  %  nur  eine  Fläche  0^  tangirt  und  ebenso  dtial  durch 
jedmi  JPwikt  nur  eine  geht 

Die  Curven  (a)  der  verschiedenen  F^  bilden  ein  Sjstem,  von. 
welchem  2  durch  einen  Punkt  gehen  und  in  dem  die  Strahlenpaare 
der  6  Oongruenzen  C;,^  enthalten  sind  (Nr,  542).  Durch  den  Null- 
punkt von  1t  in  Bezug  auf  ^^,  den  Doppelpunkt  des  von  C,^  herrühren- 
den Geradenpaars,  geht  ausser  diesem  noch  eine  nicht  zerfallende  Curve 
des  Systems;  die  beiden  im  Nullpunkte  sich  schneidenden  Tangenten 
derselben  sind  unendlich  nahe  Strahlen  des  Schnitts  von  T,  mit  dem 
zugehörigen  Complexe;  für  diesen  Schnitt  ist  %  Brennebene;  seine 
Brennfläche  wird  von  it  tangirt. 

Wenn  der  genannte  Nullpunkt  auf  eine  Gerade  des  Strahlenpaars 
aus  Cä^  fällt,  so  wird  jt  Beruh rungsebene  der  Brennfläche,  die  zum 
doppelten  Strahl enneiz  F^F^  gehört  Das  geschieht,  wenn  ein  Strahl 
von  C^  zum  Gewinde  F,  gehört,  für  jede  Ebene,  die  durch  ihn  geht. 

Die  Brennfläcke  eines  der  5  doppelten  Strahlenttetee  F,  I*  in  der 
Reihe  %{0)  ist  die  Begelfläche  4.  Grades  9*  ,^ ,  welche  G^  mit  F^  ge- 
meinsam hat;  wir  nennen  sie,  mit  Segre,  die  Foccd-  odei'  Brenn- 
Begelfiächen  der  Reihe  %  (C^)  und  einer  jeden  ihrer  Congruemm. 

Sie  tangiren  natörhch  auch  0  längs  q^  und  haben  diese  Curve 
zur  Haupttangenten-Curve;  und  zwar  tangirt  eine  jede  der  Erlügenden 
die  0  zweimal  (auf  pi*)  in  den  Brennpunkten ,  die  ihr  als  Strahl  von 
C/,^  zukommen.  Umgekehrt,  jeder  Strahl  von  C*^,  der  seinen  einen 
Breni]punkt  mit  0  auf  p^*  hat,  fällt  in  J";,  da  der  ganze  Tangenten- 
büsehe)  von  0  in  dem  Punkte  zu  F,  gehört,  und  hat  also  auch  seinen 
zweiten  Berührungspunkt  auf  pj^. 
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Bei  einer  beliebigen  C  aus  der  Reihe  %(0)  erzeugen  die  singu- 
lären  Strahlen  eine  ßegelfläche  8.  Grades,  bei  dem  doppelten  Strahlen- 
netze  F, F^  ist  diese  Fläche  die  <p^  ^  doppelt,  denn  für  das  Doppel- 
Gewinde  Fj,  als  Mitglied  der  Reihe  t5(r^),  ist  die  Congruena  der 
siugulären  Strahlen  in  die  doppelte  Congrueuz  Q^  übergegangen 
(Nr.  540),  deren  Schnitt  mit  Fj  ja  die  ipf  ^  ist.  Die  Erzeugenden  der 
allgemeinen  Fläche  8,  Grades  sind  einfache,  die  von  tp^  ^  doppelfe 
Sehmiegnngsstrahleu  von  pi*.  Durch  jede  von  ihnen  geht  das  dop- 
pelte Strahlennetz  Vj^T^  und  zwei  andere  Cougruenzeu  aus  5(^^)- 

Diese  Erzeugenden,  welche  in  F[  und  F^  sich  befinden.,  tangiuen 
auf  Q^^  zweimal  die  Brennfläche  0^'  einer  jeden  der  O;  folglich  be- 
finden sie  sich  in  derjenigen  confocalen  Congruenz  der  C^,  welche  in 
Fy  enthalten  ist  (Nr.  638),  und  sind  dei'en  Schnitt  mit  F,. 

So  ergebm  sich  die  5  FocalSegelftächen  einer  O  einfacher  afe 
Schnitte  der  5  confocalen  Congruenzen  derselben  mit  dem  Gewinde,  in 
dem  O  enthalten  ist. 

Die  16  siugulären  Punkte  Sg  einer  jeden  der  consingulären  Oon-  04S 
gruenzen  liegen  auf  der  gemeinsamen  singidären  Berührungscurve  p,^ 
und  hilden  eine  Involution  16.  Grades;  jeder  Punkt  der  Curve  ist  fiii- 
eine  Congruenz  singulärer  Punkt  und  für  die  zugehörige  Bremifläche 
Doppelpunkt.  Diese  Gruppen  von  16  Punkten  werden  nämlich  in  dii.; 
Pj^  durch  die  Ourven  T'^  auf  0  eingeschnitten,  die  den  F^  von  %{r^) 
zugehören;  durch  jeden  Punkt  von  q,^  geht  aber  nur  eine  T'-",  die 
zweite  Haupttangenten-Curve  der  ^  neben  p^^  Also  bestimmt  jeder 
Punkt  von  p^^  eindeutig  die  Congruenz  aus  5(C^),  für  die  er  siugulär 
ist,  und  die  Brennääche  $j',  die  ihn  zum  Doppelpunkte  hat.  Und 
ähnliches  gilt  für  die  Schmiegungsebenen  von  p^*. 

Jede  von  diesen  Ebenen  tangirb  die  Brennfläche  derjenigen  Con- 
gruenz aas  i5(C^),  für  welche  sie  singulare  Ebene  ist,  längs  euies 
Kegelschnitts,  auf  dem  6  singulare  Punkte  liegen,  der  zugehörige,  in 
dem  sie  pj®  osculirt,  und  5  andere,  die  5  weiteren  Schuitte  mit  p^^, 
die  Nullpunkte  der  Ebene  in  Bezug  auf  die  5  andern  Fundamental- 
Gewinde  Fa  (Nr.  552);  die  Strahlen  von  jenem  nach  diesen  sind  Er- 
zeugende der  5  Regelßächen  <p*  ^ ;  denn  diese  Erzeugendeu  treffen  aus 
dem  Schmiegungsstrahleü-Büachel  allein  die  pi^  noch  einmal. 

Wir  wissen,  durch  jeden  Strahl  von  F^  gehen  3  von  den  con- 
singulären  Congruenzen;  trifft  er  die  Curve  p^^,  was  dann  für  ihn  als 
Strahl  von  I\  die  Folge  hat,  dass  er  in  die  Schmiegungsebene  des 
Treffpunktes,  als  dessen  Fj-Nullebene,  fällt,  so  zählt  unter  den  durch- 
gehenden Oomplexen  von  ($(F^)  derjenige,  für  den  er  singulärer  Strahl 
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ist,  doppelt,  also  auch  unter  den  durch  ihn  gehenden  Coiigruenzen 
von  %{C^  die  zugehörige  F^Vi,  für  welche  er  auch  singulare!-  Strahl  ist. 

Also  miÄlt  unter  am  3  Congntenam  aus  %{C?),  welche  dwrch  einen 
Strahl  von  Tj  gehen,  der  sich  auf  p^^  slütet,  diejenige,  die  ihn  mm  sin- 
gtdären  Sirahle  hat,  sweifach. 

Eine  Tangente  von  q^^  ist  eiuei-seits  Haupttangente  von  $,  also 
zählt  der  Complex  aus  5(1^),  der  sie  zum  singularen  Strahl  hat, 
dreifach;  andererseits  wird  sie  für  diejenige  Oougrueuz  aus  5(0),  die 
in  ihrem  Berührungspunkte  einen  singularen  Punkt  hat,  singulärer 
Strahl  zweiter  Ordnung  (Nr.  587). 

Die  3  Omgruenseii  von  5(C^),  welche  durch  eine  Tangente  der  sin- 
gtäären  Berukrungscurm  pj*  gehen,  fallen  in  die  msammen,  für  welche 
der  SerührtmgspitnJci  singulärer  Punkt  und  die  Tangente  selbst  singulare 
Strahl  zweiter  Ordnung  ist. 

Auf  einer  Geraden  sind  die  3  Brecnpunkte-Paare  der  Congruenzen, 
in  denen  einer  von  den  Complesen  einer  Reihe  5(-^^)  eonsingularer 
Complexe,  die  durch  sie  gehen,  die  3  andern  schneidet,  zu  je  zweien 
harmonisch  (Nr.  539),  Demnach  sind  für  einen  Strahl  des  Gewindes, 
in  dem  sich  eine  Reihe  %{0)  eonsingularer  Congruens&n  5.  Grades  he- 
findet,  auch  die  3  Breni^unkie-Paare  der  durchgehenden  Congruensen  m 
je  zweien  harmonisch. 

64'1'  Wir  gehen  von  einer  Congruens  C^  aus;    auf  ihrer  Brennfläche  ^ 

haben  wir  die  singulare  Beröhrungscurve  p*.  Durch  C*  gehen  oo'* 
Complexe  F'',  von  denen  oo^  das  Gewinde  f,  in  welchem  O  enthalten 
ist,  zum  Fundameiital-Ge winde  haben,  denn  es  ist  für  einen  Complex 
2.  Grades,  da  er  nur  eine  endliche  Zahl  von  Fundamental- Gewinden 
besitzt,  eine  fünffache  Bedingung,  dass  ein  gegebenes  Gewinde  für  ihn 
fundamental  sei.  Wir  kommen  später  (Nr.  697)  auf  die  Herstellung 
dieses  einfach  unendlichen  Systems  22  von  quadratischen  Complexen 
zurück.  Für  jeden  von  ihnen  ist  also  die  gegebene  Congruenz  C 
Schnitt  mit  einem  Fuudamental-Ge winde;  also  müssen  wir,  dasselbe 
mit  ihm  und  mit  den  consingulären  Complexen  schneidend,  zu  einer 
Reihe  von  Congruenzen  gelangen,  welche  der  gegebenen  Congruenz 
C^  consingulär  sind.  Die  singularen  Flächen  $  der  Complexe  des 
Systems  S  berühren  ^'  längs  der  singularen  Berührungscurve  q^  und 
bilden  daher  einen  Büschel  und  zugleich  eine  Schaar  von  Flächen 
4.  Ordnung  4.  Klasse,  zu  denen  auch  ^  gehört. 

Leiten  wir  aus  einem  der  Complexe  von  S  die  Reihe  eonsingu- 
larer Congruenzen  ab,   so  berühren  deren  Brennüächen  die   singulare 
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Fläche  desselben  aiicli  längs  p',  gehören  demnach  auch  ku  dem  eben 
genannten  Büschel. 

Und  legen  wir  nun  durch  irgend  eine  von  diesen  Congruenzen 
wiederum  die  cx;^  Complese  2.  Grades,  für  welche  F  fundamental 
ist,  so  bleiben  wir  ebenfalls  mit  deren  singalären  Flächen  in  diesem 
Büschel. 

Die  consingulären  Complexe  eines  jeden  Complexes  aus  dem 
System  i'  gehen  durch  die  verschiedenen  Congruenzen  der  Reihe  con- 
singulärer  Congruenzen,  so  dass  wir  nur  eine  solche  Reihe  erhalten, 
welchen  Comples  aus  2  wir  auch  nehmen.     Also; 

Jede  quadratiscJie  Congj-uens  O  hesUmmt  eine  Reihe  consingwlärer 
Congruenzen;  man  ei'häli  sie,  wenn  man  irgend  einen  der  <x>^  Complexe 
r^,  welche  ^irck  O  gehen  mid  das  diese  Congntene  enthaltende  Gewinde  F 
sum  fundamentalen  haben,  gMchgiltig  tpeJchen,  und  seine  consingulären 
Complexe  mit  F  schneidet. 

Mit  dieser  Figur  ist  ein  hemerlimswertlier  Büschel ,  der  sugleich  eine 
Schaar  ist,  von  Kummer' sehen  Flächeyi  verbtmden,  welche  einander  und 
die  BrennfläcJie  *'  von  O  längs  der  singtilären  Berührnngscurve  p^ 
dieser  Congruems  hmihren.  Jede  Fläche  dieses  Büschels  iiat  doppelte  Be- 
dmtung:  sie  ist  eineiseits  BrennfläcJie  einer  Congrums  der  Beihe,  an- 
dererseits gemeinsame  si/nguläre  Fläche  von  Gomplexen  F^,  ivelche  durch 
die  singtilären  Congruensen  der  Beihe  gehen. 

Die  Curve  p^  ist  für  alle  Flächen  Ilaupttangenten-Cmve  und  ge- 
meinsame singulare  Berührwngsffwrve  der  Congruensen, 

Die  confocalen  Cong^-uemen  der  Ü  sind  in  den  5  andern  Ftmäa- 
mentairGeumden  eines  durcli  O  gehenden  F^  enthalten,  für  den  das  Ge- 
winde F  von  O  fundamental  ist  (Nr.  638);  folglich  ileiben  diese  Ge- 
winde fest,  wenn  F^  das  System  2?  darcldmift ;  wir  nennen  sie  die  5 
Funäamental-Gewinde  der  Congnimz  O  und  F  das  eigene  Gewinde  der 
Congruenz;  durch  jene  werden  die  5  Fundamental-Strahlennetze  von 
C*  in  F  eingeschnitten  (Nr.  5Ö5).  Sie  ändern  sieh  nicht,  wenn  man 
wiederum  einen  der  F^  aus  S  durch  einen  consingulären  Complex 
ersetzt,  der  dann,  wie  wir  wissen,  eine  consinguläre  Congruenz  von 
C^  in  sich  aufnimmt. 

Alle  unsere  oo^  consingulären  Congruenzen  haben  dieselben  Funda- 
menial-Gewinde,  in  denen  je  ihre  confocalen  Congruemien  enthalten  sind; 
alle  oo^  Complexe  F^,  welche  oo*  Beihen  consingtüärer  Complexe  bilden, 
von  denen  jede  mr  Beihe  cansingulärer  Congrumisen  „perspectiv  ist",  Italien 
diese  5  Geivinde  und  äa^enige,  in  dem  letstere  Beihe  mtkalten  ist,  su 
gemeinsamen  Fundomental-Gewinäen. 

Die  je  in  demselben  von  den  Fundamental-Gewinden  befindliehen 
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confocalen  CougruenzeD  der  Congruenzeii  unseiei  ßeihn  bilden  mtlit 
ebenfalls  eine  Beilie  consingulärer  Congruenzen ,  denn  dio  lireiinflaLhcn 
©',  die  sie  ja  beziehentlich  mit  denen  der  Reihe  ^emeini^m  haben, 
berühren  sich  eben  mir  längs  (>*,  nicht  auch  lings  der  smgularen 
Berührungscurven,  die  den  confocalen  Congiupnzen  zuj^ehoren,  diese 
ändern  sich  mit  der  Brennfläehe. 

Die  Foeal -Regel flächen  4.  Grades  einer  quadratischen  Coiigruenz 
C^  erkannten  wir  in  Nr.  642  als  die  Eegelflächen,  in  denen  das  eigene 
Gewinde  F  von  C^  von  den  5  confocalen  Congruenzen  geschnitten 
wird.  Wie  erkennt  man,  daas  die  beiden  Berührungspunkte  jeder 
Erzeugenden  einer  solchen  Flache  mit  $'  auf  der  singulären  Beröhrungs- 
curve  von  O  liegen? 

Es  sei  T  der  eine  Berührungspunkt  derselben  mit  $',  so  gehört 
der  in  ihm  berührende  Strahl  t  von  C*  zu  F,  also  ist  die  Tangential- 
ebene von  0'  in  F,  welche  in  der  Erzeugenden  noch  einen  zweiten 
Strahl  von  F  enthält,  die  Nullebene  von  T  io  BeKug  auf  F;  im  all- 
gemeinen aber  ist  diese  die  Berührungsebene  des  zweiten  Berülirungs- 
punkies  von  t;  d,  h.  (  berührt  vierpiinktig,  und  T  liegt  auf  der  ge- 
nannten Curve  von  C^. 

So  sehen  wir,  dass  die  Brennfläehe  0'  von  C  längs  der  singulären 
Curve  p^  von  5  Regelfläehen  4.  Grades  tangirt  wird;  daraus  ergiebt 
sich  schon,  dass  es  einen  Büschel  von  Flächen  4.  Ordnung  giebt,  die 
einander  und  die  0'  längs  p**  tangiren. 

Auf  diesen  Regelflächen  ist  p^,  wie  auch  aus  der  Berührung  längs 
dieser  Curve  mit  0'  folgt,  H aupttangenten- Curve ,  und  auf  jeder  Er- 
zeugenden sind  die  beiden  Schnitte  mit  p^  die  Punkte,  in  denen  die 
Berührung  seh  ene  der  RegeJfiäehe  mit  der  Nuliebene  übereinstimmt. 
Polglich  haben  wir  es  mit  einer  Haupttangenten-Curve  zu  thun,  die 
nach  Nr,  553  vermittelst  eines  bestimmten  durch  die  Regelfläche 
gehenden  Gewindes  hergestellt  wird. 

645  Wir  fanden  in  Nr.  .546,  dass   die   beiden  Leitgeraden   4;,  lü  des 

Schnitt-Strahlennctzes  zweier  Fund  amental- Gewinde  rj  und  ZI  gegen- 
seitig polar  sind  in  Bezug  auf  alle  Complese  der  Reihe  5(^)-  Die 
Comples-Ehenenpaare,  in  Bezug  auf  einen  von  ihnen,  aus  den  Schnitten 
Äi^,  . .  .  der  l/,,:  mit  0  treffen  mit  ihren  Doppelhnien  «,,  ...  die  Po- 
lare i/,'i  (Nr.  514),  und  dasselbe  gilt  für  die  Schnitte  Aj,  .  .  .  der  U,; 
fo! glich  werden  diese  8  Schnittpunkte  die  Cuspidal punkte  und  die 
Doppellinien  die  Torsailinien  der  Regelfläche  4.  Grades,  in  welcher  das 
Sfcrahlennetz  F/iFi  den  F^  schneidet;  jene  bleiben  fest,  diesi-  durch- 
wandern  die  Strahlenbüschel   um   sie  in  den  Ebenen  nach  der  andern 
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Leitgeraden,  wenn  F^  die  Reihe  %(r^)  dorehläuft,  und   wir  erhalten 
eine  Reihe  consingulärer  Regelfläeheti  4.  Grades  (Nr.  603). 

Burdischneidet  man  eine  Reihe  consingulärer  Complexe  F^  mit  dem 
Schnitt-Strahlennetse  [Ui,  Ui]  zweier  Fundamental-Gemnde  jQ,  F;,  so 
erhält  man  eine  Beike  conshtgiMr^  Segelflächen  4.  Grades  5  (<*'')'"  3^' 
meinsame  Gtispidalpunhte  sind  die  Schnitte  der  Leitgeraden  Im,  hU  mit 
der  singiilären  Fläche. 

Die  Sdmitte  mit  (Imi  4  anderen  Funäamental-Getvinden  geben  die 
in  5(p*)  befindlichen  doppelten  Uegelschaaren. 

Statt  dessen  kann  man  aber  auch  eine  Reihe  consiügulärer  Con- 
gruenzen  C^  —  die  wir  uns  ja  als  Schnitt  einer  %{r'^)  mit  F/,  denken 
können  —  mit  einem  der  Complexe  Fi  schneiden,  in  denen  die  5  in 
der  Reihe  %{0)  enthaltenen  doppelten  Strahlennefc/e  FnFt  sich  be- 
finden, oder,  da  ja  alle  C  der  Reihe  in  F,,  enthalten  sind,  mit  dem 
Netze  F,,F^  selbst. 

Von  den  4  Complexen  aus  der  Reihe  %iF^^,  die  darch  einen 
Strahl  von  FiiFi  gehen,  sind  zwei  die  Doppelgewinde  J},,  Fe,  die  beiden 
übrigen  lehren,  dass  durch  jeden  Strahl  des  Strahlennetzes,  in  dem 
sich  die  Reihe  ^(p*)  consingulärer  Regelfläehen  4.  Grades  befindet, 
2  von  diesen  Regelflächen  gehen. 

Ein  singulärer  Strahl  (Torsallinie)  einer  dieser  Flächen  (Nr.  603) 
ist  zugleich  singulärer  Strahl  des  Complexes  T^,  von  dem  er  lierrnhrt; 
wir  erkannten  ihn  ja  oben  als  Doppellinie  eines  Coniplex-Ebeneupaars, 

Da  nun  von  den  4  Complexen  von  %{r^),  die  dui'ch  eine  Tan- 
gente von  ®  gehen,  2  in  denjenigen  sich  vereinigen,  für  den  sie  sin- 
gulärer Strahl  ist,  so  fallen  auch  die  beiden  Regelüächeu  aus  %{ß% 
welche  durch  einen  Strahl  eines  der  singulären  Büschel  gehen,  in  die- 
jenige zusammen,  für  die  er  singulärer  Strahl  ist. 

Die  singulären  Strahlen  der  verschiedenen  p*  aus  t5(p*)  ^^"^^ 
natürlich  auch  singulär  für  die  O  aus  einer  Reihe  {^C"^^)!  ^"^  der  je 
die  p*  ausgeschnitten  ist;  die  Singularität  geht  von  dem  F*  aus  einer 
Reihe  %{F^)  durch  den  Schnitt  mit  dem  Fun  da  mental-Ge  winde  Fi,  auf 
die  Congruenz  C^  (Nr.  641)  und  durch  den  Schnitt  mit  F,,!,  auf  p* 
aber,  also  durch  Schnitt  mit  J";  von  C^  auf  ß*. 

Schneidet  man  endlieh  die  Reihe  )5(r^)  consingulärer  Complexe  mit  646 
der  gemeinsamen  Itegelsckaar  von  drei  Fundamaitdl-Gewinden  F,,  F^,  Fg, 
so  erhält  man  in  dieser  eine  Involution  4.  Grades;    denn   durch  jeden 
Strahl   der   Regelschaar   geht,    ausser    den   3  Gewinden,    nur  noch    ein 
Gomplex  der  Reihe. 

Die  3  andern  Ftinäamental-Getvinde   gehen   in   dieser  Involution  S 
',  mit  je  3  Doppelstrahlen. 
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Diese  Sehnittstralilen  von  4  der  Gewinde  in  Involution  sind  die 
Leitgeraden  des  Strahl ennetzes,  in  dem  sieh  die  beiden  übrigen  schnei- 
den, also  die  Dupel  l^g,  l^;  \^,  V;  h^,  hi'^  welche  (I,  Nr.  180)  v.a 
je  zweien  harmonisch  sind.  Es  ist  das  diejenige  Involution  4.  Grades, 
welche  auf  einem  Kegelschnitte  durch  die  Ecken  aller  eingeschriebenen' 
Vierecke  entsteht,  die  ein  gegebenes  Pühirdreieck  zum  Diagonaldreieck 
haben. 

Stellen  wir  nun   die   Definitionen   der   consingolären  Gebilde    zu- 


Consinguläre  Complese  F'^  haben  dieselbe  singulare  Mäche. 

Oonsinguläre  Congruenzen  C  (in  demselben  Gewinde  befindlieh) 
haben  die  nämliche  singulare  Berührungacurve. 

Oonsinguläre  Regelfläehen  p^  (in  demselben  Strahlennetze  gelegen) 
haben  die  nämlichen  Ouspidaipunkte  (und  Cuspidal ebenen)  auf  den 
Leitgeraden. 

Singulare  Strahlen  sind  bei  einem  F^  die  Doppellinien  der  Ebe- 
nen- oder  Punktepaare  des  Complexes,  bei  einer  O  die  Strahlen,  deren 
Brennelemente  sich  vereinigt  haben,  bei  einer  q*  die  Torsallinien. 

Bei  einer  Reihe  consingulärer  Complexe  I^,  Congruenzen  C*, 
liegelfläehen  p*  haben  wir  cxi^,  oo'-,  eine  endliche  Zahl  von  Büscheln 
von  singuläreu  Strahlen,  die  so  projectiv  sind,  dass  die  je  zu  dem- 
selben r^,  derselben  C^  oder  ji*  gehörigen  singulären  Strahlen  einander 
entsprechen. 


Die  Strahleiidnpel  eiucs  Complexes  2.  Grades,  seine  Erzeugung  durcli 

correlative  Gehüsche  von  Gewinden;  Erzeugungen  einer  Congrueiiz 

2.  Grades,  einer  Regelftäche  4,  Grades. 

i  Zwei   beliebige  Strahlen  von  J^  mögen   ein  Dupel  des  Complexes 

genannt  werden;  er  besitzt  deren  oo". 

Jede  von  den  oo^  Regeischaaren,  tüelche  durch  cm  Dv/pel  df,  gelien, 
schneidet  noch  ein  Btoeites  Dtipel  aus;  wir  erhalten  ein  „Gebüsc]i^'  von 
Bupeln  und  (?„  ist  sein  Träger.  Ein  Dupelgebüsche  ist  infolge  dieser 
seiner  Entstehungsweise  coUimar  heßiehhar. 

Unter  einer  Kette  von  Bupeln  des  I^  verstehen  wir  eine  solche  Folge 
von  Dwpeln,  in  der  gwei  benachbarte  stets  durch  eine  Megelschaar  verbunden 
sind  oder  „sich  tragen". 

Bd  einer  dreigliedrig&t  Kette  did^d^  liegen  die  Regeischaaren  (d^d^), 
(d^d^),  wegen  der  beiden  gemeinsamen  Geraden  ä^,  in  einem  Strahlen- 
netze, das  dureb  die  4  Strahlen  der  äusseren  Glieder  d^,  d^  bestimmt 
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ist  in  den  Kcgclftache  4  Giaäes  p*  die  du  üi  Jiebe>>  Nets  aus  F^  aus 
jesthmtlen  wuä  gehoim  d^  d^  tls  Dii^el  si  dei  etnen  d^  mtt  aniem 
von  awet  lethtndenm  Involutionei  (Nr  590)  und  das  antHete  Glied  de 
Kette  Icann  äwch  jedes  JJupel  dieser  leistete  i  Involution  etseist  uetäen 

Jon  einem  hestimmteit  Bupel  d  jelangen  ww  diut^  dreigliedrige 
Ketten  u  co^  andetn  Dupehi  denn  duicli  J^  la'isen  sicli  <x>  Strahlen 
netze  legeu  die  zu  ebenso  vielen  Regelflachen  p^  f  hien  und  als  End 
j,lied  dei  Ivette  kann  mau  \  if  jedei  p*  ein  je  les  Dnpel  der  Involution 
nehmen  zu  dei  d  gelioit  und  d  e  duich  l^  bestimmt  ist  Da  zwei 
Dupel  cmei  Invol  tion  im  allgemeinen  nebt  in  ipi^elben  Eej,els  1  lai 
hieb  bell  iden  so  ergiebt  sich  ein  beliebiges  von  len  Dupeln  i  ui  bei 
einem  Stial  iennetze 

Warn  p  Pap9  eine  dieiglieduge  Kette  tin  Ecjehcliaa} cn  ti  T  if 
Pi  I  rf  Pa  dlbo  sun  nämlichen  Gehibche  S^  gthotei,  so  bilien  itgeii  nei 
Gerade  g^,  g^  v<ni  p;  imd  irgend  swei  Gerade  g^,  g^  von  p^  stds  swel 
Dupel  einer  Involution  auf  der  Segelflckhe  p*,  in  der  I^  von  dem  8ti~aii~ 
Iennetze  9t  ^  {ä\.9i9%9-i)  geschnitten  wird.  In  der  That,  die  verbinden- 
den StraMennetze  (pipa),  {@tiQi)  befinden  sich,  wegen  der  gemeinsamen 
Pä,  in  demselben  Gewinde  r,  in  welches  auch  das  Netz  9t  fällt;  also 
hat  auch  p^  mit  91  zwei  Gerade  g^)  si  gemein,  die  dann  zu  p*  ge- 
hören. Nun  liegen  gi,gi,gi,gi  auf  der  von  (pip^),  g2,92i9i,93  ^^^  ^^^ 
von  (ßaps)  in  5t  eingeschnittenen  Regelschaar;  a!so  sind  g^g^  und  g^g^ 
zwei  Dupel  einer  Involution  von  p*  und  g^g^  eins  aus  der  verbundenen. 

Lassen  wir  p^  ihre  Reihe  in  der  Congi-uenz  T^F  durchlaufen  (die 
der  (pi,  pj)-Reihe  verknüpft  ist),  so  durchläuft  g^g^  diese  verbundene 
Involution. 

Pi,  pg  gehören  zu  demselben  Gebüsche  Z",,,  durch  g^,  g^  geht  aber 
auch  eine  Regelachaar  p^'  aus  dem  verknüpften  Gebüsche  11^,  welche 
viergliedrig  mit  p^  verbunden  ist.  Also  hömien  die  Segelschatwen ,  auf 
welche  g^^,  g^,  iesw.  g^,  g{  gelegt  werdmt,  ebenso  s!mm  nämlichen,  wie  mt 
verknüpften  Gebüschen  gehören,  drei-  oder  viergliedrig  verbunden  sein. 

Zwei  dreigliedrig  verbundene  Dupel  (die  Endglieder  einer  dreiglied- 
rigen Kette)  ietjnnen  wir  auch  bezeichnen  als  Dupel  in  InvokiUonslage, 
weil  sie  eben  in  der  sie  verbindenden  Regelfläebe  4.  Grades  des  F^ 
zur  nämlichen  Involution  gehören. 

und  umgekehrt:  stvei  Dupel  in  Involutionslage  sind  Endglieder  von 
00^  dreigliedrigen  Ketten,  indem  jedes  Dupel  der  verbundenen  Involution 
Mittelglied  sein  kann. 

Wenn  swei  Dvpel  von  F^  in  Involwtionslage  oder  dreigliedrig  ver-  648 
bunden  sind,  so  ist  die  eine  Begelschaar  von  F^,  die  durch  das  eine  geht 
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{Nr,  631),  mit  der  dnen,  die  durch  das  andere  geht,  und  die  andere  mii 
der  andern  dreigliedrig  oder  durch  ein  Gewinde  verhunden,  oder  jene  Regel- 
schaarm  gehören  eu  demselben  Gebüsche,  diese  gtim  ■uerhiüpfkn. 

Die  beiden  Dupel  in  Involutionslage  seien  ft^i',  g^gB,  «nd  g^  sei 
die  eiöe  Regelschaar  von  F^  durch  g,,  g^.  Durch  sie  und  das  Netz 
SH^igigi'gsgs")  geht  ein  Gewinde  F.  In  der  Schnittcongruenz  F^F 
sei  Pä  eine  Eegelschaav  aus  der  Üeihe,  welche  der  p^-Reihe  verknüpft 
ist,  pg  diejenige  aus  der  pj-Reihe,  welche  durch  g^  geht;  so  haben  wir 
die  Kette  PiPäPs,  und  wenn  p^  das  Netz  91,  mit  dem  sie  sich  in  F 
befindet,  zum  zweiten  Male  in  gg"  achneidet,  so  sind  auf  p*  ^  F^'St 
die  Dupel  gig^,  g^g^"  in  Involution;  nach  Voraussetzung  sind  es  aber 
g,g,',  Sf^gi-  Also  ist  g^'  mit  g^  identisch;  denn  durch  gj^g^  ist  die 
Involution  bestimmt  und  dann  in  ihr  durch  g^  eindeutig  der  gepaarte 
Strahl.  Folglich  geht  p^  durch  g^  und  ist  die  eine  Regelsehaar  von 
r^  durch  g.^gg. 

Geht  man  daher  von  i?,  zu  d^  und  zu  d^  dreigliedrig,  so  liegen 
dl  und  ä^  auf  zwei  Regeischaaren  desselben  Gebüsches  S^  (und  auch 
auf  zweien  des  verknüpften  S^')  und  ebenso  d^  und  d^  auf  zwei  Regel- 
schaaren  desselben  Gebüsches,  also  des  nämlichen  wie  vorhin,  daher 
liegen  auch  d^  und  d^  auf  zwei  ßegelschaareu  dieses  Gebüsches  und 
sind  dreigliedrig  verbunden. 

8omit  bilden  die  oo''  Dupel,  die  dreigliedrig  aus  einem  Dupel  abge- 
leitet werdest  können,  ein  in  sich  geschlossenes  System,  das  aus  jedem  seiiter 
Dwpel  ebenso  abgeleitet  werden  kann  imd  durch  dasselbe  hestimmt  ist. 

Solcher  Dualsysteme  S^  haben  wir  dahei-  cio\  und  jedes  ist  einem 
Gebiischt^aare  S^,  Ug  zugeordnet,  derartig,  dass  die  beiden  Megelschaaren, 
welche  dwch  ein  Dupel  von  .27^  gehen,  su  S^  und  2^  gehören,  und  um- 
g^ehrt  jede  zwei  Geraden  einer  Regelschaar  von  S^  oder  27g'  (die  dann 
immer  auch  auf  einer  von  2^^  oder  S^  liegen)  ein  Dupel  von  S^  bilden. 

Zwei  von  demselhen.  Dupel  d^  getragene  Dv^el  d^,  d^  sind  dreigliedrig 
verbunden,  also  gehören  sie  zu  detnseJben  2J^;  aber  auch  c^j  gehört  £n  ihm. 

Denn  es  seien  pj,  pj  die  durch  ä^,  d^  gehenden  Regelsehaaren  aus 
S^,  F  das  sie  verbindende  Gewinde,  p^  diejenige  Regelschaar  aus  der 
der  (pj,  p3)-Reihe  verknüpften  Reibe  der  Congruenz  FF^,  welche  durch 
eine  der  Geraden  g^  von  (7^  geht,  g^"  die  zweite  Gerade,  in  der  p^  das 
Netz  9t  =;  (<^i(?3)  schneidet,  so  gehören  auf  der  p*  dieses  Netzes  d^,d^ 
zur  einen,  g^gi'  zur  andern  von  zwei  verbundenen  Involutionen;  zu 
dieser  gebort  aber  auch  d^  und  da  dies  Paar  durch  g^  eindeutig  be- 
stimmt ist,  so  fällt  (Ca"  mit  der  zweiten  Geraden  von  d^  zusammen. 
Daher  liegt  (^  auf  der  Regelschaar  pj,  die  zu  27/  gehört,  mithin  auch 
anf  einer  aus  27,  und  gehört  zu  27^. 


y  Google 


seine  Erzeugung  durch  covrelative  Gebüsche  von  Gewinden  1S7 

Hier  hei  den  Dupeht  AaSen  wir  heine  vi^htilpften  Systeme  low  hei 
den  Segelschaaren;  das  gange  von  einein  Dupel  getretene  Gehusche  geholt 
m  dem  nämlichen  Systeme  2?^  wie  das  Dupel.    Oder: 

Alle  Glieder  einer  Bv/pelkdte  von  beli^iger  Glieder mhl  befinden  steh 
in  demselben  Systeme  S^;  beliebige  swei  Glieder  (die  mehr  als  em  Zwi- 
schenglied haben)  Icönnen  dreigliedrig  verbunden  werdm%.  Jede  Dupel- 
Tiette  lässt  sich  auf  3  Glieder  redudren. 

Dass  wirblich  auch  zwei  beüachbarte  Glieder  d,,  d^  oiner  Kette 
zu  demselben  Systeme  Sr,  gehören,  ergiebt  auch  die  folgende  Ueber- 
legung. 

Wir  haben  nach 7.u weisen,  dass  die  beiden  durch  di  gehenden  Regel- 
sehaaren  pj,  p^'  yon  T^  zu  denselben  zwei  verknüpften  Gebüschen  ge- 
hören, wie  die  dnreh  (^^  gehenden  pg,  p^'.  Durch  die  Regelschaar  {did^) 
und  je  eine  Gerade  von  p^,  pg  kann  man  ein  Gewinde  legen,  das  dann 
alle  drei  Regeischaaren  enthält.  Nehmen  wir  an,  dass  p^,  p^  minde- 
stens einen  Strahl  gemeinsam  haben;  dann  sind  schon  alle  drei  in 
demselben  Strahlennetze  enthalten  und  p,,  pg  haben  2  btiahlen  ge- 
mein. Demnach  schneiden  sich  p,  und  p^  entweder  t,ar  nicht  oder 
zweimal.  Im  ersten  Falle  sind  sie  nur  durch  ein  Gewinde  F  verbunden 
nnd  gehören  in  der  Schnittcongruenz  zur  nämlichen  Keihe,  also  zum 
nämlichen  Gebüsche  von  F^  und  p/,  pj'  zum  veitnupften.  Im  andern 
Falle  gehören  sie  zu  verknüpften  Gebüschen,  und  dann  also  p/  mit  pg, 
pj'  mit  pi  zu  demselben  Gebüsche.  Beide  Fälle  fuhren  7um  nämlichen 
Ergebnisse;  aber  sie  sind  nicht  gleichwerthig:  dei  erste  ist  der  allge- 
meinere; denn  es  ist  in  ihm  nicht  nothwendig,  dass  p,  und  p/  (oder 
p/  und  pa)  sich  zweimal  schneiden.  Wir  legen  also  ihn  im  Weiteren 
zu  Grunde, 

Bei  dieser  Lage,  wo  die  beiden  Dupel  durch  eine  Regelschaar 
verbunden  sind,  bestimmen  sie  nicht  ein,  sondern  oo^  Strahlennetze 
und  ebenso  viele  Regelflächen  p*;  auf  allen  sind  sie  nicht  in  Invo- 
lutionslage, sondern  nur  auf  denen,  wo  die  durch  das  eine  Dupel  be- 
stimmte Involution  sich  selbst  verbunden  ist.  Es  sei  p*  eine  Regel- 
schaar der  Congruenz  FF^,  wo  F,  wie  oben,  das  Gewinde  p^p^  ist, 
aus  der  verknüpften  Reihe,  so  dass  wir  die  Kette  PjP*pä  haben.  Die 
geeigneten  Strahlennetze  durch  d^,  d^  oder  {ßid^  sind  die  oo'  in  das 
Gewinde  F  fallenden;  denn  diese  werden  von  p*  zweistrahHg  ge- 
schnitten, und  wir  erkennen  nach  Nr.  590  d^,  d^  als  zwei  Dupel  einer 
Involution  auf  der  je  zugehörigen  Regelfläche. 

Wenn  die  Regelschaar  (d^d^)  zu  F'-'  gehört,  so  fallen  in  ihr  p^ 
und  pa  (oder  p/  und  p^')  zusammen. 
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649  Wir   betrachten  die   oo^  Dupel  d,   welche   von   einem    gegebenen 

(?n  getragen  werden.  Die  Gewindebüschel  durch  die  Strahlennetze  \d], 
deren  Leitgeraden- Dupel  sie  sind,  erzeugen  ein  System  4,  Stufe  von 
Gewinden. 

Wenn  ein  Gewinde  durch  ein  beliebig  gegebenes  Strahlennetz  \ll^\ 
und  zugleich  durch  eins  unserer  Netze  \d]  geht,  so  befinden  sich  die 
vier  Geraden  l,  l^,  ä  in  einer  Regelschaar,  und  umgekehrt.  Ferner 
gehören  auch  d^,  und  d  zu  einer  Regelschaar  und  wegen  des  gemein- 
samen Dupels  ä  gehören  beide  Regeischaaren  demselben  Strahlennetze, 
also  dem  9t  ^  (d^,  l,  l^)  an.  Mit  diesem  Strahlennetze  und  den  in 
ihm  befindlichen  durch  ä^  gehenden  Regelschaaren  haben  wir  es  daher 
allein  zu  thun;  jenes  schneidet  aus  F^  eine  ßegelfiäche  4.  Grades  p* 
und  die  von  diesen  Regelsehaaren  herrührenden  d  bilden  auf  ihr  eine 
Involution,  zu  deren  verbundener  Involution  d^  gehört.  Nun  wissen 
wir  aber  (Nr.  593),  dass  zwei  von  den  Dupeln  dieser  Involution  mit 
den  ebenfalls  im  Strahlennetze  enthaltenen  Geraden  l,  l,  je  in  der- 
selben Regelschaar  sich  befinden.  Damit  ist  der  Grad  2  des  vier- 
stufigen Systems  der  durch  die  Strahlennetze  [d]  des  Dupelgebüschcs 
I^q]  gehenden  Gewinde  bewiesen.     Also; 

Wenn  man  T^  mit  allen  Regelschaaren  durch  zwei  von  sei/nm  Strah- 
len in  dm  Dupeln  d  sehneidet,  so  hüden  die  Gewind^üschel  d/uirch  die 
OD*  StraMennetse  [^]  ein  quadratisches  System  d.  Stufe  S^^  von  Gewinden. 

In  jedem  Büschel  haben  wir  die  2  Gebüsche,  welche  die  beiden 
Geraden  des  betreffenden  Dupels  bezw.  zu  Axen  haben,  und  jeder  Strahl 
von  r^  gehört  zu  einem  der  Dupel;  also  geht  das  System  durch  H^  {T^) 
oder  Icurs  durch  T*  (Nr.  619). 

Wir  haben  nur  oo-^  solche  durch  f^  gehende  S/;  also  müssen 
von  den  oo^  Dupeln  je  "xfi  zu  demselben  Systeme  führen.  Wir  können 
auch  hier  das  dreifach  unendliche  Dupelgebüsche  zu  dem  System  2^';, 
in  dem  es  sich  befindet,  erweitern,  ohne  dass  wir  zu  neuen  Gewinden 
gelangen. 

Es  sei  1^2  ein  Dupel  aus  demselben  Systeme  S^  wie  d^,  aber  nicht 
aus  dem  von  (?„  getragenen  Dupelgebüsche.  Die  Mittelglieder  der  drei- 
gliedrigen Dupelketten,  welche  d^  und  d^  verbinden,  sind  in  der  durch 
das  Strahlennetz  {d^d^  ausgeschnittenen  Regelfläche  4.  Grades  p*  die 
Dupel  der  Involution,  welche  der  Involution   {^qj'^I   verbunden  ist. 

Wenn  nun  F  ein  Gewinde  durch  das  Strahlennetz  \ä^  ist,  so  sei 
g'  die  Polare  einer  Erzeugenden  g  von  p*  in  Bezug  auf  F;  es  liegen 
dann  die  beiden  Geraden  von  d^,  welche  auch  polar  sind  nach  F,  und 
g,  g  in  einer  Regelschaar,  also  wird  auch  g'  von  den  beiden  Leit- 
geraden der  p*  getroffen,  und  dieselben  sind  Leitgerade  der  Regelfläehe 
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4.  Grades  ()'*,  welche  zu  p*  polar  ist  nach  F.  Der  Restschuitt  8.  Ord- 
nung, den  sie  ausser  ihnen  Siaben,  besteht  aus  den  4  ^u  sich  selbst 
polaren  Geraden,  in  denen  p*  von  F  geschnitten  wiid,  aus  li^  und  einem 
zweiten  Dupel  i^j,  dessen  Gerade  ebentaila,  wie  die  von  i^,  zu  einander 
in  Bezug  auf  F  polar  sind.  Folglich  ist  d^  mit  (7,  dnich  eine  Regel 
sehaar  verbunden  und,  weil  df,,  dg  iu  luvolutionsi^e  sind,  auch  mit  d^ 

Dies  neue  Dupel  rfj,  das  wir  als  Mittelglied  nehmen,  gehört  zu 
den  von  d^  getragenen;  da  seine  Geiaden  nach  F  polai  sind,  so  geht 
dies  Gewinde  durch  das  Strahlennetz  [ä^'}      Also 

In  das  vierstufige  System  von  Gemnden  H^,  das  wvi  ur^miglidi 
aus  den  Süschel/n  aufbauten,  welche  die  Strahle^netee  [d^]  de»  von  evnem 
bestimmten  Biipel  ä„  getragenen  oo^  Dupel  d^  m  Basen  haben,  gehen  auch 
alle  Büschel  durch  die  Strahlennetse  [d,]  nn,  bei  denen  dte  rfg  trgend 
welche  sm  demselben  Systeme  S^  wie  (?o  (und  wie  jene  (7J  qeliotigen 
Btipel  sind. 

Jedes  Gewinde  F  gehört  zu  einem  der  S/,  da  diese  einen  Büschel 
durch  Ü5*(F^)  bilden;  polarisiren  wir  F^  in  Bezug  auf  F  in  F^^,  so 
zerfallt  die  Sehnittcongruenz  F^F,^  in  die  F^F  und  eine  zweite  Con- 
grnenz  2.  Grades,  welche  sich  zusammensetzt  aus  ao^  Dupeln,  deren 
beide  Geraden  in  Bezug  auf  F  polar  sind;  und  so  gelangen  wir  su  allen 
oo^  Dupeln,  in  deren  zugehörigen  Büscheln  sicli  F  befindet. 

Je  zwei  von  ihnen  gehören  zur  nämlichen  Regelschaar  oder  tragen 
sich  gegenseitig. 

Innerhalb  eines  solchen  doppelt  unendlichen  Systems  bleibend,  hat 
man  immer  geschlossene  Ketten. 

Wir  haben  nun  die  vierstufigen  Systeme  ä.  Grades  S^,  welche  durch  650 
r^  gehen,  in  swei  Weisen  erhalten. 

Früher  führten  uns  die  Neige  von  Gewinden  su  ihnen,  welche  die 
Leitschaaren  der  Regdschaaren  je  eines  Gebiisch^aars  £3,  i'j'  m  Gnmd- 
i  (Nr.  619). 
t  wir  0U  ihnen  durch  die  Büschel,  deren  Grund-StroMen- 
netse  die  Dupel  eines  Systems  H^  m  Leitgeraden  haben. 

Hier  erhalten  wir  unmittelbar  co^  Büschel  in  jedem  S/,  dort  00^ 
Netsse  und  in  jedem  00^  Büschel. 

Die  Leitgeraden  des  Grund- Strahlennetzes  eines  in  einem  Netze 
enthaltenen  Büschels  sind  irgend  zwei  Gerade  der  Leitschaar  der  Grund- 
Regelschaar  des  Netzes,  also  irgend  zwei  Gerade  der  zu  S^  oder  I^^ 
gehörigen  Regelschaar. 

Wenn  das  Dupel  d  auf  der  Regelschaar  p  liegt,  also  das  System 
Z'n,  zn  dem  jenes  gehört,  dem  Gebüsche  2g,  in  dem   diese  enthalten 
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ist,  zugeordnet  ist,  so  befindet  sieh  die  Leitschaar  l  von  p  im  Strah- 
lennetze [tfl;  folghch  geht  jedes  durch  [d]  gelegte  Gewinde  auch  durch 
X  Umgekehrt  bewirkt  jedes  durch  X  gehende  Gewinde  in  p  eine  In 
votution  von  Polaren  und  geht  durch  das  Strahlennetz  das  zwei  soll  he 
Polaren  zu  Leitgeraden  hat 

Dahet  liefern  etn  Sysle^n  Sr  und  ein  Tarn  tetlnupffet  Gebubche 
i'g,  2^  das  nixmhcht  quadiahsche  Syt,t^ii  6/  von  Qetvtndmf  uenn  bte 
emandtr  sugeotdnet  sind 

Jetzt  eihilten  wu  auch  eine  Vorstellung  über  die  iettheüiim/  äet 
Geraden  g^  i,on  F^,  die  tnü  ernenn  festen  Stiahie  y  des  Complereb  <ui 
Bttpe!  sasammeiisetgen,  daf  nnt  einem  gegeheimi  Bnpel  d^  tn  InwJvtionb 
läge  ist  oder  mi  demselben  2J^  gchoit  Ba  sind  deien  oo^,  denn  die 
Strahlennetze  duich  die  betieffenden  Eegelflachen  4  Giades  gehen 
dmch  die  Regelsehaai  (d^g),  und  auf  jedei  giebt  es  nur  eme  Gerade 
g^  Dutck  (?o  gehen  swei  liegelschamen  lon  F^,  iielche  "u  Z^,  27,  ge 
holen  mögen,  die  dwich  g  gehemlen  Begelsckaaren  dieber  Gebüsche  bilde^i 
den  Dwchsdmitt  eines  bestimmten  Tangentialgeti  tndeb  toti  g  jede  hehebigo 
Gerade  dieses  DuidischniMs  Iccmn  g^  sein 

Zu  ihm  geholt  auch  der  vieite  Sehnittstrahl,  mit  F^,  der  Re^el- 
schaar  (t?oß). 

hl  dem  BuickeJ  det  ib'/  dioch  F-  befindet  sich,  wie  wii  wj'^sen,  das 
Hauptsystem  H^\  das  ihm  sitgeotdmte  Ihipelsystem  2^  bebtehi  aus  den 
Dupeln  von  F^,  deien  Goade  sicJi  schneiden,  denn  die  zugehoiigen 
Gewjndehüschel  enthalten  dann  lauter  GebUsche. 

651  Wenden  wir  uns  smj'  Erzeugung  des  Complexes  F^  durch  stvei  cor- 

relative  Gebüsche  von  Gewinden. 

Ein  Gebüsche  von  Gewinden  enthält  oo'  Gewinde,  oo*  Strahlen- 
netze,  die  Basen  seiner  Büschel,  und  oo^  Kegelschaareii,  die  Basen 
seiner  Netze  oder  Bündel;  alle  diese  Gewinde,  Strablenuetze ,  Kegel- 
schaaren  gehen  durch  die  beiden  Gruudgeiaden  des  Gebüsches. 

Das  Gebüsche  ist  colliuear  auf  den  Punktraum  zu  beziehen,  wobei 
den  Punkten,  Geraden,  Ebenen  desselben  seine  Gewinde,  Strahle nnefcze, 
Regelachaaren  (oder  umgekehrt)  correspondiren  (I,  Nr,  141),  und  kann 
daher  correlativ  auf  ein  anderes  Gebüsche  bezogen  werden,  wobei  dann 
den  Gewinden,  Strahlenuetzen,  Regeischaaren  des  einen  die  Rcgel- 
sehaaren,  Strahlennetze,  Gewinde  des  andern  entsprechen. 

Erzeugende  Elemente  sind  die  Dupel,  in  denen  die  Eegelschaaren  des 
einen  Gebüsches  mit  den  correspondirenden  Gewinden  des  andei-n  sich 
durchschneidm.  Beweisen  wir  zunächst,  dass  hei  dieser  Erzeugung  ein 
Complex  2.  Grades  entsieht. 
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Die  Grtmdgeraden-Dupel  der  Gebüsche  seien  (?„,  d^;  wir  können 
deshalb  die  Gebüsche  selbst  mit  (df,),  (dg)  bezeichnen. 

In  jedem  Strahlenbüachel  (0,  (o)  wird  eine  Projectivitiit  hervor- 
gerufen: Durch  einen  Strahl  x  desselben  geht  eine  Regeisehaar  von 
((Q,  und  ihr  entsprechendes  Gewinde  aus  (dg)  enthält  den  entsprechen- 
den Strahl  x  von  (0,  ro);  umgekehrt,  durch  x'  geht  ein  Bündel  von 
Gewinden  in  (dg),  die  entsprechenden  Regeischaaren  erfüllen  das  Ge- 
winde von  ((?o),  welches  der  Grund -Regd  seh  aar  des  Bündels  corre- 
spondirt;  und  durch  den  Strahl  x,  den  es  mit  (0,  ra)  gemein  hat,  geht 
eine  von  jenen  Regel  seh  aaren,  wodurch  er  dem  x'  entsprechend  wird. 
Die  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Strahlen  dieser  Projectivität 
gehören  dem  erzeugten  Complexe  an. 

Bei  diesem  Beweise  hat  es  sich  schon  gezeigt,  dass  getvm  derselbe 
Coir^lex  entsteht,  wenn  man  die  Gewinde  von  (dg)  mit  den  entsprecfienden 
Begelschaaren  von  (dg)  schneidet.  Nur  die  ersewgenden  Dupel  sind  andere, 
vorhin  die  von  dg,  jetzt  die  von  d^  getragenen. 

Aber  es  ergiebt  sich  noch  eine  dritte  Erzcfugung.  Wir  haben  in  den 
beiden  Gebüschen  co^  Paare  entsprechender  Strahlennetze  immer  mit 
2  geraeinsamen  Geraden.  Es  sei  g  der  eine  Schnittstrahl  der  Regel- 
schaar  q  von  (d^^  und  des  entsprechenden  Gewindes  F'  von  (dg).  So 
gehen  durch  ihn  oo^  Strahlennetze  von  (d^,  denen  allen  ^  gemeinsam 
ist,  die  entsprechenden  befinde»  sich  in  F',  und  co^  unter  ihnen  gehen 
durch  g.  Baker  ist  jeder  Strahl  des  erseiigten  Gomplexes  der  eine  Sclmitt- 
sirahl  von  c»'  Paaren  entsprechender  Strahlennetse;  die  Netze  von  (d^) 
wie  die  von  (dg')  bilden  je  einen  Büschel  (p,  T)  und  (V,  p');  d.  h.  sie 
befinden  sich  in  einem  Gewinde  und  gehen  durch  eine  Regelschaav 
von  (d^,  bezw.  (dg). 

Diese  beiden  Strahlennetze-Büsehel  sind  projectiv.  Sie  sind  hier 
in  der  besondem  Lage,  dasa  die  Grnnd-Regelschaaren  p  und  p'  einen 
Strahl  gemeinsam  haben,  und  ihr  Erzeugniss  ist  also  der  Ort  der 
zvireiten  Schnittst rahlen  entsprechender  Netze.  Wir  kommen  auf  sie 
zurück. 

Die  beiden  Gi'und-Dupei  d^^  und  dg  sind  durch  ein  Strahlennet/. 
9l(,  verbunden;  lassen  wir  die  Regelschaar  p  von  [d^  in  yi^  fallen,  so 
liegt  das  Schnittdupel  d  in  9lo  und  auf  der  Regeischaar,  welche  das 
entsprechende  Gewinde  F'  von  (dg)  in  9^  einschneidet  und  die  durch 
dg  geht.  Daraus  folgt,  weil  alle  drei  Dupel  der  von  9l(,  ausgeschnit- 
tenen Regelfläche  4.  Grades  angehören,  dass  dg  und  d^  in  InTolutions- 
lage  sind. 

Die  Gnindgeraden-Dupel  sweier  correlativen  Gebüsche  von  Geivinden 
sind  auf  dem  &-zeugten  Complexe  in  Involutionslage. 
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Alle  Gewinde  durch  SSt^  gehoten  t,u  letden  Gebmchm,  und  jeden  liat 
suet  entsptedimdo  Eegelsdiaatm  lesv.  m  den  Shählennetzen  ^(,  und  St^, 
uekJte  dem  ^E^  m  heideriet  Sinne  entsptechen  Ein  beliebiges  von  diesen 
Gewinden  ttifft  ieine  ietden  corfespondn enden  Hegehdiaaten  nm  m  d^, 
he0u  (?o,  Site!  übet  gehen  je  dmch  die  eine  und  dann  auch  dmch  äie 
aud&e  enkp} eckende  Begelschaai  In  der  That,  dei  Büschel  58o(_f)  von 
Regeliciiaaien  von  {d^  in  IR^  wiiU  zu  sich  selbst  yiojectiv,  indem 
zwei  Eegelsciiaaien  einaudei  entiiprechen,  von  denen  die  eine  einem 
Gewinde  F  lurcli  ^^  m  der  Ciirelatiou  ent'^pricht,  die  andeie  ibei 
von  demselben  V  m  9fn  eingeschnitten  wird  Die  beiden  Comt-idenzen 
diesei  Piojectivifcat  pj  q  tallen  in  ihre  eiitspiech  enden  Gewinde  F, ,  F^ 
Bezeichnen  wir  T^  als  Gewinde  von  {d^  mit  Tg,  so  mnss,  weil  q^  in 
Tg  liegt,  r/  durch  q^  gehen,  und  ebenso  I^  ^  V^  durch  p/. 

ßi,  pa,  Pä',  p/  gehören  also  zum  erzeugten  Complexe. 

Es  sei  Sa  ein  Strahiennetz  von  ((^„)  in  F^  durch  p^;  sein  eut- 
entspreehendes  91'  geht  durch  pj'  und  liegt  in  r"/;  also  liegen  beide 
in  r^  ^  r\'  und  haben  eine  Regelschaar,  nicht  hlos  ein  Dupel  gemein- 
sam. Die  beiden  in  demselben  G-ewinde  F^  ^  T/  befindlichen  pro- 
jectiven  Strahlen  netze -Büschel  {F^,  q^  tiad  (p^',  F^)  erzeugen  die  von 
diesem  Gewinde  ausgeschnittene  Congruenz  2.  Grades. 

Den  allgemeinen  Satz  haben  wir  in  Nr.  624  gefunden. 

652  Nun  sei  ein  helidiiger  Complex  2.  Grades  F^  vorgelegt, 

ä(,  and  dö  seien  zwei  Dupel  desselben,  welche  sich  in  Involutions- 
lage  befinden,  Si^  das  sie  verbindende  Strahlennetz  und  pj,*  die  aus  F^ 
von  ihm  ausgeschnittene  Regelfläche  4.  Grades.  Ferner  seien  p^,  p^ 
die  beiden  durch  £?„  und  p^',  p/  die  durch  (?„'  gehenden  ßegelschaaren 
von  F^.  Wir  wissen  aus  Nr.  648,  dass  eine  von  jenen  mit  einer  von 
diesen  und  die  andere  mit  der  andern  je  durch  ein  Gewinde  verbunden 
sind,  in  dem  dann  SE^  enthalten  ist.  Es  seien  also  p^  und  p/  in  dem 
Gewinde  Fg  ii£  f"/  und  p^  und  p/  in  F^  ^  F/  enthalten.  Dann  ge- 
hören p^  und  pg'  derselben  Reihe  der  von  dem  ersteren  Gewinde  aus- 
geschnittenen Congruenz  2.  Grades  an.  Verbinden  wir  sie  also  mit 
allen  Regeischaaren  p*  der  verknüpften  Reihe,  so  werden  die  beiden 
Strahiennetze-Büschel  (Fj,  pj)  und  (r/,  p^')  projectiv  mit  (p^p*)  und 
(pj'p*)  als  entsprechenden  (Nr.  624).  Jede  Regelschaar  p*  schneidet 
Po*  in  2  Strahlen,  ihren  Schnitten  mit  ^Jt,,,  mit  dem  sie  ja  in  dem 
Gewinde  F^  ^  F^'  liegt;  diese  Strahlen  gehören  also  mit  df,  zu  der 
Regelschaar,  welche  91«  mit  dem  Netze  (p^p*),  und  mit  dg  zu  der 
Regelschaar,  welche  es  mit  (p/p*)  gemeinsam  hat,  und  bilden  daher 
ein  Dupel  der  Involution  vou  p,,*,  welche  der   \d,y,  (?„')   verbunden  ist. 
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Dasselbe  gilt  bei  F^'  i^^  F^,  und  je  nacli  demselben  Dupel  dieser  Invo- 
lution geben  demnach  sowohl  zwei  entsprechende  Strahlennetze  von 
(jpg,  Qj)  und  (pg',  JT/),  als  auch  zwei  entsprechende  Netze  von  [F^,  pg) 
und  (p/,  Fg').  Die  beiden  Netze  aus  {F^,  pj  und  (F^,  p^)  haben  ausser 
dem  Dupel  noch  gemein  daa  auf  p^  und  p^  gelegene  Dapel  d^,  also 
eine  Begelschaar  p  in  Slg,  die  zu  (<?(,)  gehört,  und  befinden  sich  in 
demselben  Gewinde,  welches  durch  daa  Strahlennetz  (pip^)  gß^i*?  das 
wir  9t(|  nennen  wollen;  dies  Gewinde  verbindet  nämlich  9t(,  und  p,  die 
sich  in  d^  schneiden.  Ebenso  haben  die  Netze  ans  (pg',  F-^')  und 
(p/,  Tg')  eine  Regclschaar  in  91,,  gemein  und  sind  in  demselben  Ge- 
winde F'  enthalten,  das  durch  91(|' ^^  (p^'p/)  geht. 

Es  seien  also  pg,  pg,  p,  drei  Hegel  seh  aaren  q  von  9(g,  nach  wel- 
chen drei  Strahleniietze  von  {F^,  p^)  und  drei  von  (J\,  p^)  gehen,  und 
Fj',  Fg',  n,'  die  Gewinde  F",  in  denen  die  entsprechenden  Netze  von 
(pa',  F,'),  sowie  von  (p/,  F^')  liegen. 

Wir  bestimmen  nun  eine  Correlation  der  beiden  Gebüsche  (^y) 
und  (t?p')  in  folgender  Weise,  Zunächst  lassen  wir  den  Regelscbaaren 
Pn  Pai  p5j  P«  ^on  ((4)  die  Gewinde  P/,  Fg'j  -^a'?  ^e'  ^'^^  (f^u')  ^^*^ 
sprechen;  dann  entspricht  dem  Netze  9l(|^(pjPä)  f^as  Netz  F^'F^' 
=  %  =  rsr„  dem  Netze  (p^p^)  —  %  das  Netz  r5'r6'  =  9f;  =  (p3'p/). 

Fj  geht  durch  pj,  also  liegt  die  entsprechende  liegelschaar  in  F/; 
andererseits  geht  F^  durch  (paPg)  --iE  Öiu,  daher  liegt  die  nämliche  ßegel- 
sehaar  in  91^'  und  ist  p/,  da  diese  ^^'  und  9Ja'  gemeinsam  ist;  ebenso 
entspricht  dem  F^  die  p/.  Also  entspricht  dem  Strahlennetze-Biisehe] 
(■fafPi)  ^^^  (ps'i  ^lO  i^n*^  ^^^  (^41  Pa)  der  (p/,  F/),  und  den  Strahlen 
netzen  von  (Fj,  pj)  und  (F^,  pj),  welche  nach  p^,  pg  gehen,  die  Strah- 
lennetze von  (pg',  F/)  und  (p/,  F^'),  die  in  F^',  F^'  enthalten  sind. 

Weil  nun  pj ,  pg,  pj  demselben  Regelsehaar- Büschel  und  F/, 
Fg',  F/  demselben  Gewindebüschel  angehören,  so  ist  ea  nur  eine  ein- 
fache, nicht  mehr  eine  dreifache  Bedingung  für  die  Correlation,  wenn 
wir  der  p,  das  F,'  zuordnen. 

Wir  haben  bis  jetzt  der  Correlation  4.;!  +  L  ^  13  Bedingungen 
auferlegt  und  mit  denselben  schon  erreicht,  dass  die  Strahlen  netze - 
Büschel  (Fj,  pj,  (F^  pj)  zu  den  (p^',  F,')  und  (p/,  F/)  je  in  derselben 
Projeetivität  stehen,  die  sich  ergab,  als  wir  in  ihnen  oben  solche 
Strahlennetze  einander  zuordneten,  welche  je  nach  derselben  Regel- 
schaar  der  verknüpften  Reihe  der  Congruenz  2.  Grades  in  Fg  =:  Fj', 
bezw.  F^^^F^'  gehen.  Sie  erzeugen  demnach  auch  als  entsprechende 
Büschel  der  Correlation  diese  beiden  Reihen  oder  diese  Congrnenzen. 
Also  alle  Complexe  2.  Grades,  welche  durch  eine  Correlation  der  Ge- 
büsche (ä^   und   ((?o')   entstehen,   die   diesen   13  Bedingungen  genügt, 
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haben  mit  dem  gegebenen  F'^  diese  beiden  Congruenzen  2.  Grades 
gemeinsam. 

Ist  nun  ff  ein  beliebiger  Strahl  von  F^  und  legen  wir  der  Corre- 
lation  die  vierzehnte  Bedingung  auf,  dass  der  Eegelschaar  {ä^g)  die 
Kegelsdiaar  (rt'/^)  conjugirt  ist,  d.  h.  dass  das  jeuer  entsprechende  Ge- 
winde durch  {dg'g)  und  also  durch  g  geht,  so  bringen  wir  auf  den 
erzeugten  Complex  noch  g  und  machen  ihn  mit  F^  identisch,  weil  sie 
nun  eine  Congruenz  4.  Grades  und  den  g  gemeinsam  haben.  Denn 
zunächst  ist  klar,  dass  für  jeden  Punkt  von  g  die  beiden  Complexkegel, 
wegen  5  gemeinsamer  Kanten,  übereinstimmen.  Ist  ferner  X  ein  be- 
liebiger Punkt,  so  gehören  die  Kanten  seines  zum  einen  Complexe 
gehörigen  Kegels,  welche  g  treffen,  zu  den  Kegeln  dieses  Complexes 
aus  den  Treffpunkten,  also  auch  zu  denen  des  andern  und  daher  auch 
zu  dem  dieses  zweiten  Complexes  aus  X;  folglich  haben  die  beiden 
Complexkegel  aus  X  6  Kanten  gemeinsam  und  sind  identisch. 

Es  verbleibt  daher  die  fünfzehnte  Bedingung  für  die  Correlation 
noch  verfügbar,  und  wir  haben: 

Sind  in  einem  gegebenen  Complexe  T^  die  Bupel  d^,  d^  so  gewählt, 
dass  sie  sich  in  Involutionslage  befinden,  so  giebt  es  oo^  Gorrelationen 
stoischen  den  Gehiischm  {d^),  (d^')  von  Gewinden,  durch  welche  F^  er- 
m^t  wird. 

Also  hann  jeder  Complex  3.  Graden  durch  correlaHve  Gebüsche  von 
Gewinden  ersengt  werden. 

653  Unter  den  <x>^  Correlationen  befindet  sich   aber  eine  ausgeartete,  die 

zur  Erzeugung  ungeeignet  ist.  Die  einer  Regelschaar  p  von  {d^  in  den 
verschiedenen  Correlationen  entsprechenden  Gewinde  bilden  einen  Bü- 
schel mit  dem  Grund-Strahlennetze  (d^d),  wenn  d  das  zweite  Schnitt- 
dupel  von  p  ist;  unter  ihnen  ist  also  ems,  welches  p  und  infolge  dessen 
auch  das  Netz  M,,  vollständig  enthalt  Die  Correlation,  in  der  dies 
Gewinde  der  p  entspricht,  ist  so  ausgeartet,  dass  der  G ewindeböschel 
durch  ^Tto  zu  sich  selbst  identisch  piojettiv  ist  und  jeder  Regelschaar 
des  einen  Gebüsches  das  sie  enthaltende  (und  durch  9^^  gehende)  Ge- 
winde des  andern  correspondirt. 

In  Bezug  auf  das  Ergebniss,  dass  die  Correlation  noch  nicht  voll- 
ständig bestimmt  ist,  haben  wir  analoges  Verhalten,  wie  bei  der  Erzeugu/ng 
der  Fläche  3.  Grades  durch  correlaüve  Bündel,  und  auch  da  haben  wir 
eine  ausgeartete  mr  Ergebung  ungeeignete  Correlation.  Darin  aber  unter- 
scheiden sich  die  heiden  Erseugwngen,  dass  bei  dieser  die  Sdmtel  der 
Bündel  ganz  beliebig  auf  der  Fläche  gewählt  werden  Icönnen,  bei  i 
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•)dz  geft  Erzeugung    h      1  e  > 
unter  co  fet  s    l 

!□  der  Erzeuguii^  ste  kt  die  Mannigfaltigkeit  31,  weil  die  beiden 
D  p  1  7  rf  m  Pa  me  auf  oo*-*  Weisen  gewählt  werden  liÖanen  und 
1      (jor  elat  on  d     n  a  f  -^j     Weisen  mögiich  ist, 

J  de  Complex  r  db  kann  auf  oo'^  Weisen  so  erzeugt  werden, 
weil  das  erste  Dupel  d^  aus  ao'^,  das  zweite  d^  nur  aus  oo*,  nämiicli 
nur  aus  dem  Systeme  E^  genommen  werden  kann,  zu  dem  d„  gehört, 
und,  wenn  beide  festgelegt  sind,  die  Correlation  noch  auf  oo'  Weisen 
möglieh  ist. 

8o  ergieht  sich  von  neuem  für  den  Complex  2.  Grades  die  Mannig- 
faltigkeit 31  ~  12  =  19. 

Wir  schliessen  an  diese  Erzeugung  die   aus  ihr   sich   ergebenden  654 
Erzeugungen  von  in  T^  enthaltenen  Gebilden. 

Bleibt  man  in  (d^)  innerhalb  eines  Strahlennetzes  9E,  so  hat  man 
es  nur  mit  den  Regelschaaren  eines  Büschels  (91,  (?„)  zu  thun,  also 
ailen  Regelschaaren  von  91  durch  d^;  ihnen  entspricht  der  Gewinde- 
büschel  in  (d^')  durch  das  entsprechende  Strahlennetz  SJi'.  Das  Er- 
zengnisa  ist  der  Schnitt  von  9i  mit  F^.     Also: 

Das  Ereeugniss  der  Scfmittdupel  entdeckender  Elemente  eines  Hegelr 
schaar'BUschels  und  eines  zu  ihm  prqjectiven  Gewindehüschels  ist  eine 
Segelfläche  4.  Grades  mit  zwei  Leitgeraden.  Die  Schnittäupel  hüden  in 
ihr  eine  Involution,  mir  verhmtdenen  gekort  das  Gnmddupel  des  ersten 
Büschels,  sowie  das  Dupel,  in  denen  die  beiden  Grund-Strahlennetse  sich 


In  yi  schneidet  der  Gowindebüschel  auch  einen  Regelschaar-Buschel, 
dessen  Grunddupel  das  eben  erwähnte  ist. 

Zwei  in  demselben  Straklmnetee  hefimdliche  projective  Begelsckaar- 
BOschel  erzeugen  eine  Eegdfläeke  d.  Grades  mit  zwei  Leitgeraden,  auf 
der  die  Scknitfdupel  mr  einen,  die  heiden  Grunddupel  mtr  andern  von 
zwei  verbundenen  Involutionen  gekoren.*) 

Eine  Gerade  l  scheidet,  als  Leitgerade,  aus  dem  Strahlennetze  eine 
Regelachaar  aus;  auf  dieser  entstehen  durch  entsprechende  Eegel- 
schaaren  entsprechende  Dnpel  zweier  projectiven  Involutionen:  die 
4  Strahlen,  welche  zu  homologen  Dupeln  zugleich  gehören,  sind  die 
Erzeugenden  der  Regelfläche,  weiche  l  treffen. 

r*  wird,  wie  wir  wissen,  auch  durch  die  Schnittdupel  entsprechen- 
der Strahl enaetze  von  (d^y)  und  (d^")  erzeugt;  lassen  wir  ein  Strahlen- 

*)  Segre,  Siilla  geometria  doila  retta  Nr.  128. 
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netz  in  ((?„)  einen  Büschel  (F,  p)  und  das  entsprechende  den  ent- 
sprechenden Büscliel  (p',  r')  besehreiben,  so  entsteht  die  Regelfläehe 
4.  Grades,  welche  von  dem  Strahlennetze  FF'  aus  F'^  ausgeschnitten 
wird.     Daher: 

Zwei  projecUve  Büschel  von  SiraMennetsen  erzeugen  eine  Regelfläehe 
A.  Grades  mit  m.vei  Leitgeraden. 

Von  den  c»^  Paareö  entsprechender  Strahlennetze,  welche  sich  in 
einem  Strahle  g  von  F^  schneiden,  fällt,  wenn  g  dieser  ßegelfläche 
angehi5rt,  nur  ein  Paar  in  {F,  p)  und  (p',  F"). 

In  der  Regelschaar ,  welche  z.  B.  einem  Strahlennetze  des  ersten 
Büschels  mit  FF'  gemeinsam  ist,  befindet  sich  das  Schnittdupel  mit 
dem  entsprechenden  Netze  und  das  Dupel  pJ". 

Also  büden  auf  der  Eegelfläehe  die  erseugenden  Schnittdupel  eine 
Involution,  und  zur  v&^undmm  gehören  die  Dv^el  pr',  Fq. 

655  Wenn  weiter  in   {d^   die  Regelschaar   sich   nur    innerhalb    eines 

Gewindes  F  dieses  Gebüsches  bewegt  und  also  eimen  Begelschaar-Bündel 
{F,  dg)  beschreibt,  d.  i.  den  Iiibegriff  aUer  Eegelschaaren  eines  Qemnde.s 
durch  zwei  Strahlen  desselben,  so  durchläuft  das  entsprechende  Gewinde 
einen  Bündel  (p').     Erzeugniss  ist  die  Congruenz  2.  Grades  FF^. 

Mithin  erzeugen  ein  E^elschaar-Bündel  und  ein  gu  ihm  correlativer 
Gemndeiündel  eine  Congrueng  ä.  Grades. 

Dieselbe  entsteht  aber  auch  durch  die  SchnittstraJtlen  der  Strahlen- 
neige  von  {F  d^  mit  den  entsprechenden  Strahlennetgen  durch  p'. 

1\ir  hcäten  es  hier  mit  suiei  verschiedenen  Systemen  von  Strahle}i- 
netzen  su  ihmt  die  leir  beide  Bündel  nennet:  das  eine  Jtat  ein  Gewinde 
und  ein  ihm  angehSriges  Ihi^l  zu  Trägern,  das  andere  eine  Begelsckaar; 
tn  jenem  stnd  Eegelschaaren,  in  diesem  Gemnde  die  andern  {oder  sectm- 
dmui)  Elemente 

Schneiden  wir  freilich  den  Bündel  von  Gewinden  und  Sfcrahlen- 
netzen  durch,  p  mit  F,  so  erhalten  wir  in  F  zwei  gleichartige  Gebilde: 
den  blnlel  dei  Regeischaaren  und  Strahleanetze  durch  dg  und  den 
der  Strahlennetze  und  Regeischaaren  durch  das  Dupel  Fp'  :^  f?^*.  Sie 
befinden  nh  m  correlativer  Beziehung,  und  die  beiden  obigen  Er- 
ze igungeu  laufen  darauf  hinaus,  dass  einmal  die  Kegelsehaaren  des 
PI  teil  das  andeie  Mal  die  des  zweiten  Bündels  mit  den  correspon- 
dii  enden  Strahlennetzen  geschnitten  werden,  Das  Erzeugniss  ist  das 
nämliche. 

Also  Ergeugniss  zweier  in  demselben  Gewinde  befindlichen  in  Corre- 
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htion   stehenden  Bündel   von  liegelschaare  i     nä  bttafUfn  t  e       st  e  k 
Congrueng  3.  Grades.'*) 

Das  StrahleonetK  91,,*,  welches  die  Gr  nd  1  pel  ig  m  d  d  ver 
bindet,  hat  mit  der  Congruenz  die  ße^elflache  4  Giades  gen  e  m 
der  es  den  F^  schneidet.  Eine  in  9ij*  fallen  le  Pegehchaa  les  e  sten 
Bündels  trifft  diese  ßegelfläche  ia  d^  n  1  7  lern  h  1  n  ttdupel  des 
entsprechenden  Strahlennetzes  aus  dem  an  lein  Bunlel  wel  le  dahe 
mit  d„*  auf  der  Regelschaar  liegt,  die  d  es  ^etz  m  t  91  *  ^eu  e  u  am 
hat.  Wir  erkennen  wieder,  dass  die  b  iden  G  1  lupel  (7^  nd  d^* 
auf  der  genannten  „Verbindungsfiäehe"    n  Invol  tinn  la_,e  a  n  1 

Wenn  min  eine  Gongruens  2.  Grades  C  jegeben  st  so  haber  ?  t  656 
für  3  Ihi^el  derselben  sofort  eine  Vm-lind  ng  flacle  ±  Grales  denn  da 
Verbindunga- Strahlennetz  der  Dupel  befindet  si(,h  in  dem  Gewmle  F 
das  durch  O  geht,  und  die  gesuchte  Fla  he  wrl  d  rch  die  "itrahlen 
von  C  gebildet,  welche  die  eine  und  als  8t  ahlen  von  F  dann  a  ch 
die  andere  Leitgerade  dieses  Strahlennetzes  treffen  (II,  Nr.  358). 

Die  Dw^el  d^,  d^  seien  also  auf  diesm-  Fläche  in  InvoluHonslage 
gemMi. 

Wenn  d^  ganz  und  von  (7„*  nur  die  eine  Gerade  g  gegeben  sind, 
so  sind  durch  diese  drei  Geraden  innerhalb  F  oo'  Strahlennetze  mög- 
lieh (ein  Bttschel),  jedes  liefert  eine  RegelflUehe  4.  Grades  und  eine 
zweite  Gerade  g^.  Dieselben  erzeugen  die  Regelfläche  4.  Grades,  in 
der  F  die  in  Nr.  650  gefundene  Congruenz  2.  Grades  mit  g  als  Doppel- 
strahl schneidet. 

Es  sei  r^  ein  durch  O  gelegter  Complex  2.  Grades  (Nr.  625); 
dg,  ä^  haben  offenbar  auch  in  ihm  die  Involutionslage.  Also  kann 
r^  durch  correlative  Gebüsche  ((7,,),  ((?(,*)  erzeugt  werden;  dem  F  als 
Gewinde  von  {ä^  entspreche  die  Begelsehaar  p*  in  (d*^  Einem 
Strahlennetze  oder  einer  Begelsehaar  von  ((?,,)  in  F  entspricht  ein 
Strahlennetz  oder  ein  Gewinde  durch  p*  oder,  wenn  wir  nur  den 
Schnitt  mit  F  ins  Auge  fassen,  eine  Begelsehaar  oder  ein  Strahlen- 
netz durch  d*\  wir  sehen,  dass  die  Congruenz  das  Erzeugnias  der 
correlativen  Bünde!  {d^,  (df^*)  in  F  ist,  oder  anders  ausgedruckt:  wenn 
eine  Begelsehaar  von  (d,,)  innerhalb  eines  in  F  enthaltenen  Strahlennetzes 
sich  bewegt  und  O  je  noch  in  ä  schneidet,  so  geht  das  Strahlennetis  (äd*) 
stämdig  d^irch  eine  Begelsehaar. 

*)  Schur,  Math.  Annalen  Bd.  15  S.  445;  Segre,  Snlla  geometi'ia  della  retta 
Nr,  127.  —  Ict  möchte  hier  nachholen,  waa  ieh  in  Bd.  II,  Nr.  401  ff.  yerahaäumt 
habe,  uod  erwähnen,  dass  in  dem  genannten  Aufsatze  Schnr  schon  Congruenzen 
2.  Grades  mit  Doppelstrahlen  behandelt  hat. 
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AhfT  dnyaub,  dasb  F^  ifnuitfehf  dei  Gebüsche  {d^,  {d*)  auf  co^ 
Tle?sm  etsettgt  weiden  lami,  folgt  nickt,  dasb  auch  C^  durdi  dieselben 
Bündel  in  oo^  Weiseiz  erzeugt  werdin,  lann,  detm  CorrelaUon  ist  viel- 
mehr eindeutig. 

Einer  Regelschaar  nämlich  des  Gebüsehes  {d^,  welche  r'^  noch 
in  d  schneidet,  entsprechen  in  den  verschiedenen  Correlationen  die 
Gewinde  durch  das  Strahlennetz  {d*d);  gehört  sie  zu  F,  also  ziiin 
Bündel  (r,  (?o),  so  fällt  d  in  C";  das  Netz  {d^^d)  befindet  sieh  auch 
in  f ;  alle  Gewinde  durch  dasselbe  haben  dies  Netz  zum  gemeinsamen 
Schnitt  mit  F.  Die  oc^  Gorrelatimieit  emschen  dm  Gebüschen  (d^),  (dy*) 
betüirhm  alle  dieselbe  Gorrelation  zwischen  den  Bündeln  [F,  il„)  und 
{F,  (Z/). 

Dies  zeigt  auch  die  Berechnung  der  Mannigfaltigkeit.  Wir  können 
das  Gewinde  F  in  oo^  Weisen  auswählen,  in  ihm  dann  in  oo^-'  Weisen 
die  Gmnddupel  d^,  d*\  dann  ist  die  Correlafcion  der  Bündel  id^,  (d^-) 
in  oo*  Weisen  möglich.  Dies  giebt  die  Mannigfaltigkeit  25  der  Con- 
struction.  In  jeder  Congruenz  2,  Grades  bann  man  das  eine  Grund- 
dupel  in  cc*,  das  andere  aber,  wegen  der  Involutionslage,  nur  in  c»*+^ 
Weisen  wählen;  die  Correlation  ist  nun  bestimmt,  und  jede  Congruenz 
2.  Grades  lässfc  sich  daher  auf  co'  Weisen  so  erzeugen.  Daher  ist 
die  Mannigfaltigkeit  dieser  Congruenz  25 — 7,    wie  wir  längst   wissen. 

657  Auch  zwei  coirelative  Gewebe  iS^,  S/  von  Gewinden  erzeugen  dnen 

Complex  2.  Grades.  Es  giebt  in  jedem  der  beiden  Gewebe  <x^  Gewinde, 
weiche  durch  einen  der  Grundstrahlen  des  entsprechenden  Gebüsches 
gehen.  Der  Ort  dieser  Grundstrahlen  ist  der  erzeugte  Comples.  Und 
man  findet  leicht,  dass,  wenn  ein  Strahl  als  Grundstrahl  eines  Gebüsches 
von  S^  iu  dessen  entsprechendes  Gewinde  in  ä/  fällt,  er  auch  als 
Grundstrahl  eines  Gebüsches  von  8.^  in  dem  entsprechenden  Gewinde 
von  1S4  gelegen  ist. 

Wenn  wiederum  ein  Strahlenbüsche]  gegeben  ist,  so  ist  jeder 
Strahl  X  desselben  der  eine  Grundstrahl  eines  Gebüsches  des  einen 
Gewebes  S^,  das  diesem  entsprechende  Gewinde  in  S^  hat  mit  dem 
Strahle nhüschel  einen  Strahl  x  gemeinsam;  ebenso  erhält  man  zu  x' 
einen  entsprechenden  Strahl  x,  und  daher  zwei  Coincidenzen,  die  im 
Büschel  befindlichen  Strahlen  des  Complexes. 

Bewegt  man  sieh  in  dem  einen  Gewebe  S4  in  einem  Büschel  33, 
so  besehreibt  das  entsprechende  Gebüsche  in  S^  auch  einen  Büschel, 
dessen  Basis  ein  Bündel  B'  ist,  und  die  Gmndgeraden  der  Gebüsche 
dieses  Büschels  besehreiben  in  der  Grund -Regelschaar  von  B'  eine 
Involution,  zu  der  die  Involution  projectiv  ist,  welche  in  dieselbe  Regel- 
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sehaar  durch  die  Gewinde  von  33  eingesclmitten  wird;  da  4  entspre- 
chende Paare  einen  Strahl  gemeinsam  haben,  so  ergiebt  sich: 

In  jedem  der  baden  Gewebe  hüden  di^enig^i  Gewinde,  zvelche  durch 
einen  der  Gnmdstrahlen  des  entsprechenden  Gebüsches  gelten,  ein  biquor 
draÜsches  System  3.  Stufe. 

Geht  ein  Gewinde  I""  von  S^  durch  beide  Grundstrahlen  des  ent- 
apreebenden  Gebüsches,  so  gehört  es  zu  diesem  und  daher  zu  dem 
Gebüsche  G^,  das  beiden  Geweben  8^,  S/  gemeinsam  ist.  Das  Ge- 
büsche G'  von  jS/i  das  einem  in  (tq  befindlichen  Gewinde  J"  von  S^ 
entspricht,  achneidet  in  (?„  einen  Bündel  B',  zu  dem  im  eben  erwähn- 
ten Falle  dann  F  gehören  muss.  Wir  erhalten  so  innerhalb  G^,  eine 
Correlation,  in  der  F  und  B'  sich  entsprechen  und  auf  welche  wir 
die  bekannten  Eigenschaften  der  Correlation  im  dreidimensionalen 
Punlvtraume  übertragen  können.     Also: 

Jedes  Geivinde  des  einen  der  beiden  correlativen  Gewebe  8^,  8^,  das 
durch  beide  Gnmdgeraden  des  entsprechenden  Gebüsches  geht  imd  daher 
demselben  angehört,  befindet  sich  in  dem  beiden  GewSen  gemeinsamen 
Gebüsche  G^  wid  geht  auch  als  Gewinde  des  andern  Gewebes  durcik  die 
Grundgeraden  des  entsprechenden  Gebüsches.  Biese  Gewinde  erseiigen, 
innerhalb  G^,  ein  quadratisches  System  S.  Stufe,  d.  h.  ein  solches,  von 
dem  jeder  Büschel  von  G^  swei  Gewinde  enthält. 

Unter  den  oo^  Geweben   des    Gewinderaums   giebt    es   c»*,    deren  ( 
sämratliche  Gewinde  einen  Strahl  gemeinsam  haben,  und  jeder  Strahl 
bestimmt  ein  Gewebe,   für   das   er  Grundstrahl  ist   (I,  Nr.  147).     Die 
Axen  der  Strahlengebüsche  in  einem  solchen  Gewebe  mit  Grundstrahl 
bilden  selbst  ein  S trab lengebü sehe,  das  diesen  Strahl  zur  Axe  hat. 

Wenn  nun  gwei  correlative  Gewinderäume  S^,  S^  vorliegen,  so 
haben  wir  in  jedem  cc*  Gewinde,  deren  entsprechende  Gewebe  einen 
Grundstrahl  besitzen.  Wenn  F  ia  8^  einen  Büschel  S  durchläuft,  so 
beschreibt  das  entsprechende  Gewebe  ©'  in  S^  auch  einen  Büschel, 
dessen  Basis  ein  Gebüsche  G'  ist.  Er  enthält  zwei  Gewebe  mit  Grund- 
strahl; diese  Grundstrahlen  sind  die  von  G'. 

Also  bilden  die  Gewinde  von  S^,  denen  in  S^  Gewebe  mit  einem 
Grundstrahle  entsprechen  (welche  Grundstrahlen  den  ganzen  Raum  er- 
füllen), ein  quadratisches  System  4.  Stufe  8^^.  Dieses  geht  durch  einen 
Complex  2.  Grades,  d.  h.  die  Axen  der  Strahlengebüsche  von  8^,  denen 
in  Sg'  Gewebe  mit  Grundstrahl  entsprechen,  erseugen  einen  Complex 
U.  Grades.  Ein  zweites  System  4.  Stufe  2.  Grades  S^^  und  ein  zweiter 
quadratischer  Complex  ergiebt  sich,  wenn  wir  8^  und  Ä/  vertauschen. 

Wenn  ein  Gewinde  F  von  8-^  in  das   entsprechende  Gewebe  ©' 
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fallt,    so    sei    es   als   Gewinde   von  8^'  mit   F'  bezeichnet;    sofort  ist 
klar,  class  das  entsp  rech  ende  öewebe  @  durch  J"  geht. 

Durchläuft  r  wiederum  einen  SS,  so  wird  ihm  in  diesem  Büschel 
ein  zweites  Gewinde  je  zugeordnet,  der  Schnitt  mit  @',  und  beide 
Gewinde  bewegen  sich  in  SB  projeetiv. 

Wir  haben  daher  ein  quadratisches  System  4.  Stufe  S^^  von  Ge- 
winden, weldie  als  Gewinde  von  S^  und  dann  aiich  als  Gewinde  von  S^' 
je  in  ihr  entsprechendes  Gewebe  fallen.  Die  Axeu  der  unter  ihnen  be- 
findlichen Strahlen gebüsche  erzeugen  den  zugehörigen  Complex  2.  Grades, 
Wir  suchen  nun  den  Ort  der  Strahlen  g  auf,  die  als  Grundstrahlen 
eines  Gewebes  iB  Yon  S;,  in  das  entsprechende  Gewinde  F'  von  8^ 
fallen.  Derselbe  Strahl  bestimmt  auch  ein  Gewebe  in  S^  ,  dem 
dann  T"  angehört;  das  entsprechende  Gewinde  T  muss  also  in  © 
liegen  und  durch  g  gehen.  In  einem  beliebigen  Strahlenbüschel  haben 
wdnwl  Pjtttnd        wfetll  1 

nt  i      h  1  n       j   1  und  tall       u       Cwb       a       dm 

1     1  i  hn  t  n  R     m     nd  1      a  d    e  d     S  1     tt  t  abl  1     B      11 

m  t  d  m    nt  p      hend  nCwnd      manln  Raum       t 

Bai       bll       luo     j        t    llen     l      gl    IgUg  IJ        1 

b  id     E  ume  sie  g      Int        1  d       Jhe      ICtdtaJl'nG 

be  h  f  mme        de)     das      tp  eck  id    Qu  nde    n      ha  fnel    e 
n      C    il  r  ad       Dt       C      id    hldn     n  yte  St  f 

C     l      du.  1       leite    d     d      byste       SS         d  ®    j] 
\     muthl    h    ntst  h  n  au  h  du    h   ]     C        lat  w        C        b 

\      Baum        n  Gew  ud  n  allj,  m    n     C  mpl  x         T     d     ,    1    !     1 
Beweis,    dass  jeder   beliebige   Complex   2.  Grades   so   erzeugt   werden 
kann,   ist   noch   nicht    erbracht.     Es   dürften   aber  auch  diese   Erzeu- 
gungen,  wegen  ihrer   zu  grossen   Complicirtheit,   hinter  denen   durch 
correlative  Netze  oder  Gebüsche  an  Wichtigkeit  zurückstehen. 


ünpel  einer  Congnienz  2,  (Jrades;  der  Büschel  quadratischer  Systeme 
it.,  2.  Stufe  von  öewiiideji  durch  die  Congrueiiz,  liezw.  eine  Regel- 
fläche 4.  Clrades. 

659  Auch    in    einer   quadratischen   Congruenz    C^    haben    wir    Dupel- 

systeme.  Schneidet  man  eine  solche  Congruenz  mit  einem  Strahleti- 
netze,  so  ist  es  dasselbe,  als  wenn  wir  sie  mit  einer  zum  eigenen  Ge- 
winde r  von  O  geliörigen  Regelscbaar  schneiden.  Folglich  lassen 
sich  die  Dupelsätze  von  F^  auf  O  Übertragen,  wenn  man  nur  mit  den 
einschneidenden  Regeischaaren  innerhalb  F  bleibt. 
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Die  Congrums  C  hat  oo*  ßupel  ^md  wahend  ste  iliie  oo^  Begel- 
schaaren  nur  ans  5  Paaren  von  Gebüschen  eines  Complexe»  r\  m  dmn 
sie  enthalten  ist,  nimmt,  riikren  diese  ihre  Dupel  aus  allen  Dupehystemen 
S^  von  r^  her.  In  der  That,  wenn  einp  Regelflache  4  Grades  (I.  Art) 
in  F*  liegt,  so  gehören  die  Dupel  von  zwei  verbunclejipn  IiiTolutionen 
in  dasselbe  Sj'stem  S^  und  nur  solche,  also  zwei  Dupel,  die  nicht  der- 
selben oder  verbundenen  Involutionen  angehören,  sind  nicht  in  dem- 
selben Z^5  enthalten;  lassen  wir  die  Regelflache  der  C^  angehören,  so 
zeigt  sich  die  Richtigkeit  der  obigen  Behauptung. 

So  serlegen  sich  also  amh  die  co*  Dupel  von  O  in  oo^  Systeme  ©3 
von  je  00*  Dudeln;  jede  swei  demselben  Systeme  ®g  angehärige  Dupel 
sind  durch  dreigliedrige  Ketten  oder  iüerhaupt  durch  Ketten  (Nr,  648) 
Bii  verfnndenf  wobei  die  Regelsehaar  zwischen  zwei  benachbarten  Glie- 
dern einer  Kette  von  selbst  in  das  Gewinde  F  von  O  kommt,  oder 
stoei  Dupel  atis  demselben  @g  sind,  wmn  nicht  in  derselben  l 
befindlich  (Nachbarn  einer  Ketfce), 

•  Da  innerhalb  F  durch  ein  Dupel  00^ 
trägt  jedes  Dupel  d^^  von  O  00^  Dupel  von  C},  welche  einen  Dupelhündd 
©g  der  Congmens  büden;  es  sind  die  Dupel,  in  denen  sieh  die  Regel- 
schaaren  des  Bündels  (F,  d^)  mit  den  in  der  C  erzeugenden  Oorre- 
lation  eorrespondirenden  Strahlennetzen  eines  andern  Bündels  durch 
ein  Dupel  d*,  das  zu  d^,  in  luvolutionslage  ist,  durchschneiden. 

Jedes  ®5  enthält  oc^  Paare  von  Dupeln  und  ertmglicht  ebenso  viele 
Erzeugungen  der  C"  dttrch  correlative  Dirndel. 

Die  Gewindebüschel,  deren  Grund-Strahlennetze  die  Dupel  eines 
Systems  £5  von  T*  zu  Leitgeraden  haben,  bilden  ein  quadratisches 
System  ^'  Stufe  S^  von  Gewinden,  das  durch  F^  geht;  zu  seiner 
Herstellung  reicht  schon  ein  in  2^  befindliches  Dupelgebüeche  S^  hin. 

Nimmt  man  die  zu  O  gehörigen  Dupel,  ao  sind  die  Büschel  zu 
F  in  Involution,  da  ihre  Gebüsche  die  Axen  in  F  haben;  durch  diese 
Bedingung  der  Involution  zu  F  oder  der  Zagehörigkeit  zu  dem  Ge- 
webe S4,  das  zu  F  in  Involution  ist,  wird  aus  dem  S^^  ein  quadratisches 
System  3.  Stufe  S^  ausgeschieden. 

Die  Gewindehüschel,  deren  Gnmd-Strahlennetise  die  Dupel  eines  Systems 
@3  vov,  O  m  Leitgeraden  haben,  bilden  ein  quadratisches  System  3.  Stufe 
8g^  von  Gewmden,  m  dessen  Herstellung  scÄon  ein  Diipelbündel  ©^  von 
®3  hinreicht. 

Dass  S^^   durch  F^  geht,  bedentet,   dass  die  Axen   der  Strahlen- 
in  Si    den   Oomplex   F^  erfüllen;    die  der   Gebüsche  in  S^^ 
wegen  der  Involution  derselben  zu  F,  auch  in  F  liegen;  also 
erfüllen  sie  C'  =  FT. 
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Wir  erhalten  so  den  Büschel  B(C^)  von  Systemen  S^,  der  durch  O 
geht  oder  richtiger  durch  fl'3*(C^),  toenn  wir  darunter  den  Inbegriff 
2.  Stufe  4.  Grades  der  Straklengebüscke  verstehen,  welche  die  Strahlen 
von  C^  mi  Äxen  haben.  Er  ist  4.  Grades;  weil  4  Yon  seinen  Gebüaeheir 
in  jedes  lineare  System  3.  Stufe  von  Gewinden  fallen,  da  ja  C^  und 
das  Strahlennetz  der  Axen  der  Strahl  enget  ü  sehe  in  diesem  Systeme 
(I,  Nr.  144)  sich  in  4  Strahlen  (I,  Nr.  34)  schneiden. 

)  Wir  sind  im  Vorangehenden  zu  diesem  Büschel  B(C)  vermittelst 

eines  durch  C^  gehenden  Compiexea  F^  gelangt  und  müssen  ver- 
suchen, ihn  einfacher  zu  erbalten.  Dazu  ist  es  nothwendig,  aus  dem 
Satze  (I,  Nr.  98),  dass,  wenn  zwei  Regeischaaren  in  einem  Gewinde 
sich  befinden,  dies  auch  für  die  ihnen  verbundenen  Regelsebaaren  gilt, 
eine  Folgerung  zu  zieheu; 

Wenn  ein  Strahlennets  [l,  IJ  mit  einer  Begelschaar  G  in  einem 
Gewinde  sich  'befindet,  dcmn  sind  die  Leitgeradm  l,  l^  und  die  Leitschtmr 
L  von  G  in  einem  Strahlennetze  enthalten;  und  umgekehrt. 

In  der  That,  es  sei  X  die  durch  l,  l^  und  eine  beliebige  Gerade 
m  gelegte  Regelschaar;  ihre  Leitschaar  p  befindet  sieb  in  [l,  ?,]  und 
also  mit  G  in  einem  Gewinde;  folglieh  sind  aueb  A  und  L  in  einem 
Gewinde;  d.  h.  durch  l,  ^j,  L  und  die  beliebige  Gerade  m  geht  ein 
Gewinde,  was  erfordert,  dasa  l,  l^  und  L  durch  ein  Strahlennetz  ver- 
bunden sind. 

Umgebehrt,  es  sei  dies  der  Fall;  dann  ist  die  Leitschaar  einer 
jeden  in  [l,  l{\  befindlichen  Regelschaar  mit  L,  diese  Begelschaar  also 
selbst  mit  (?  durch  ein  Gewinde  verbunden.  Wir  können  uns  uuend- 
licb  viele  Dupel  von  Geraden  in  [l,  l^]  aussuchen,  die  nicht  mit  Cr  zu 
einem  Strahlennetze  gehören,  denn  das  durch  G  und  einen  Strahl 
des  Dnpels  gelegte  Strablennetz  hat  ja  mit  (7,  Ij^  nur  noch  einen 
Strahl  gemeinsam.  Durch  ein  solches  Dnpel  und  G  ist  also  ein  Ge- 
winde bestimmt;  sind  daher  p,  p,  zwei  durch  das  Dupel  gehende 
Regeischaaren  von  [l,  y,  so  fallen  die  Gewinde,  welche  sie  mit  G 
verbinden,  in  eins  zusammen,  welches  dann  das  ganze  Strablennetz 
[l,  i,]  enthält.  —  Ziehen  wir  aber  gleich  noch  eine  zweite  Folgerung 
ans  dem  nämlichen  Satze,  die  wir  bald  gebrauchen  werden: 

Wenn  ein  Strahlenndz  \l,  ^  mit  swei  Geraden  g,  g^  durch  ein 
Gewinde  verbunden  ist,  so  ist  auch  das  Strahlennets  \_g,  g-^  mit  l,  \ 
durch  ein  Gewinde  verbtmden. 

Wenn  nämlich  g^  ein  Strahl  von  [l,  ^]  und  ^  einer  von  |^,  ^^] 
ist,  so  seien  X,  q  die  ßegelschaaren  {llili)  und  {ßg^g^,  Q,  X'  ihre  Leit- 
schaaron;    diese  betinden  sich  bezw,  in  [l,  l^\  [g,  g,];   folglich  sind  p 
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und  p'  beide  in  dem  Gewinde  entbalten,  welches  [l,  i,]  mit  g,  g^  ver- 
bindet; daber  sind  auch  A  und  X'  in  einem  and  demselben  Gewinde 
gelegen,  und  dieses  enthält  l,  l^  als  Strahlen  von  A  und  das  Netz 
[(/,  g^\,  weil  es  k'  mit  dem  Stralile  l^  von  K  verbindet. 

Nunmehr  betrachten  wir  m  C?  die  Dwpel  d  eines  Bündels  ©^j  tiöl 
dessen  Träger  d^,  sei;  wir  wollen  zeigen,  dass  von  den  GewindäMsdtelm, 
duTch  die  Strahlennetze  [d]  ein  System  3.  Stufe  3.  Grades  S.^^  erzeugt 
wird,  d.  h.  dass  von  seinen  Gewinden  2  einem  gegebenen  Netze  an- 
gehören. Die  Grand -Regel  ach  aar  desselben  sei  G,  ihre  Leitschaar  L. 
Wenn  ein  Gewinde  gleichzeitig  durch  ein  [<?]  und  die  Regelschaar  G 
geht,  so  sind  nach  dem  ersten  unserer  Hilfssätze  die  beiden  Geraden 
von  d  mit  /(  durch  ein  Strahlennetz  verbunden,  und  da  d  und  d^ 
durch  eine  Regelschaar  verbunden  sind,  welche  mit  dem  Netze  das 
Dupel  d  gemein  hat,  so  liegen  Netz  und  Regelsehaar  in  einem  Ge- 
winde, offenbar  dem,  welches  durch  d^  und  L  bestimmt  ist;  wir  haben 
es  also  nur  mit  solchen  Dupeln  d  von  ©^  2"^  thun,  welche  diesem 
Gewinde  F',  ülao  der  Regelfläche  -l.  Grades  angehören ,  in  der  es  die 
O  schneidet.  Sie  bilden  auf  ihr  eine  Involution  und  d^,  gehört  zur 
verbundenen.  Ein  Strahleunetz,  das  ein  solches  d  mit  L  verbindet, 
schneidet  das  eigene  Gewinde  F  von  C^  in  einer  Regelschaar,  welche 
das  d  mit  den  beiden  Geraden  l,  l^  verbindet,  in  denen  F  und  L  ein- 
ander schneiden;  L  ist  auch  in  F"  enthalten;  also  gehören  l,  J-^  dem 
Strahlennetze  FF'  an,  d.  h,  demjenigen,  in  dem  sieh  die  Regelfläche 
befindet;  und  wir  wissen  ans  Nr.  593,  dass  es  in  der  Involution  der 
(/  2  Dupel  giebt,  welche  mit  l,  l^  durch  eine  Regelschaar,  mit  L  also 
durch  ein  Strahlennetz  verbunden  sind.  Das  Netz  [d]  ist  dann  mit 
G  durch  ein  Gewinde  verbunden. 

Jeder  Strahl  von  C^  gehört  zu  einem  Dupel  des  Netzes  S^;  der 
Büschel  durch  [d]  enthält  die  beiden  Strahlengebüsche,  welche  die 
Geraden  von  d  zu  Äsen  haben;  und  das  System  II./(0)  ist  in  S^^ 
enthalten. 

Erweitert  man  den  Dupelbündel  ©^  zum  System  3.  Stufe  @^,  so 
bleibt  man  mit  den  Gewindebiischeln  durch  die  [rf]  in  dem  enthaltenen 
(Sg^  Dafür  kann  mau  den  Beweis  von  Nr.  649  unverändert  wiederholen; 
denn  das  Strahlennetz  (d^d^)  fallt  ganz  in  das  eigene  Gewinde  von  O 
und  hat  also  mit  dieser  Congtuenz  eine  p*  gemeinsam. 

So  entspricht  jedes  der  Systeme  S^^  des  Büsehels  B(C^)  einem  der 
Systeme  ©^  von  Dv/peln  der  O. 

Aus  dieser  Entstehungsweise  ersehen  wir,  dass  ein  System  S^^  oo" 
Büsehel  enthält. 
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J  Zu  5  hesonäeren  Dupelsystemen  ©g  fuhren  die  5  Paare  verknüpfter 

Begelschaar-Iieihen  der  Congruens.  Zwei  Dupel  auf  Regelsehaaren  der- 
selbea  Reihe  oder  verknüpfter  Reihen  sind  ja,  —  schon  bei  alleiniger 
Benutzung  dieser  Regelsehaaren  —  durch  Ketten  zu  verbinden.  Die 
Büschel  nun,  die  von  allen  Dupeln  auf  einer  Regelschaar  p  herrühren, 
befinden  sich  in  dorn  Netze,  das  die  Leitachaar  }.  zur  Basis  hat.  Diese 
Leitschaar  gehört,  wie  wir  wissen,  zu  einer  der  confocalen  Congruenzen 
0^  von  C  und  das  diese  enthaltende  Gewinde  /}  zum  Netze  (A). 

,  Also  sehen  wir,  dass  m  jedem  der  5  mgehör^ett  Systeme  8^  .  sich 
die  oo^  Büschel  in  oo'  Netse  vertkeihn,  welche  ewei  getrennte  Systeme 
bilden,  derartig,  dass  jeder  Büschel  i.  a.  nur  in  dnem  dieser  Netze  enthalten 
ist;  alle  Netee  des  einen  und  des  amdefn  Systems  gehen  durch  das  Ge- 
winde Fi,  in  dem  die  confoeale  Congrueng  enthalten  ist,  welche  den  beiden 
BegelseJiaar-Eeihen  mgeordnet  ist  (d,  h.  durch  ihre  Leitschaaren  ge- 
bildet wird). 

Sei  r  ein  Gewinde  von  S^  .  und  S,  einer  der  erzeugenden  Büsche], 
in  dem  sich  F  befindet,  so  gehört  der  Büschel  FiF  zum  Netze,  in 
welchem  jener  Büschel  Sj^  enthalten  i&t,  also  auch  au  Äg..  Mithin 
gehört  jeder  Büschel,  der  Fi  mit  irgend  einem  Gewinde  von  S|  ,  ver- 
bindet, ganz  diesem  Systeme  an,  em  nicht  m  iS|  ^  befindlicher  Büschel 
durch  Fi  schneidet  daher  nur  m  F,,  d  h.  dieses  Gewinde  ist  doppelt 
für  £^  .. 

Somit  sind  die  5  Systeme  Sf  .  vor  den  übrigen  dadurch  ausgezeichnet, 
dass  sie  zwei  einfach  unendliche  Schaaren  von  Netsen  enthalten,  ferner 
ein  dff^eltes  Gewinde  hesitsen,  nämlich  je  eins  der  o  Gewinde,  die  dur^ 
die  confoealen  Congruenzen  gehen,  und  dass  die  Netze  alle  in  diesem 
doppelten  Gewinde  eitsammenJaufen. 

Jede  Regelschaar  der  einen  von  zwei  verknüpi:ten  Reihen  schneidet 
sich  mit  jeder  der  andern  in  zwei  Geraden;  das  Strahlennetz,  welches 
diese  Geraden  zu  Leitlinien  hat,  enthält  die  Leitsehaaren  der  beiden 
Regelsehaaren  und  befindet  sieh  in  dem  Gewinde  Fi,  in  welchem  die 
betrefiende  confoeale  Congruenz  enthalten  ist.  Durch  diese  Dupel  ge- 
lamgen  wir  daher  zu  denjenigen,  Gewindehüscheln  von  (S|  ^,  welche  in  Fi 
zusam/menlaufen  und  m  denen  sich  die  Netze  der  einen  Schaar  mit  denen 
der  amdern  sämade». 


663  Wenn  d  die  Dupel  einer  Involution  amf  einer  Segelfläche  5 

/.  Art  sind,  so  entsteht  durch  die  Gewindebüschel,  welche  die  Strahlen- 
netse  [d]  su  Basen  haben,  evn  quadratisches  System  3.  Stufe  S^^  von 
Gewindelt. 

Wir  haben  zu  beweisen,  dass  es  in  ein  gegebenes  Gewindeg* 
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oder,  was  dassulbe  ist,  durch  dessen  zwei  Grundgerade  g,  g^  2  Gewinde 
sendet. 

Wenn  also  eins  der  Strahlennetze  \d]  mit  diesen  beiden  Geraden 
ff,  ffi  (lurch  ein  Gewinde  verbunden  ist,  dann  ist  auch  das  Netz  {g,  g^\ 
mit  dem  Dupel  d  durch  ein  Gewinde  verbunden;  und  umgekehrt.  Die 
Gewinde  durch  [g,  g^l  schneiden  in  das  Strahlennetz  [m,  v\  von  q* 
Hegel  seh  aar  en  ein,  welche  alle  durch  die  beiden  Geraden  gehen,  die 
es  mit  [gg^]  gemeinsam  hat.  Von  diesen  Regelschaaren  gehen  2  durch 
Dupel  unserer  Involution  auf  ß*  (Nr.  593),  und  diese  beiden  Dupel  sind 
dann  mit  [ß^j]  durch  Gewinde  verbunden. 

Alle  Gewinde  unseres  Systems  S^  gehen  durch  u,  v;  folglich  ist 
es  in  dem  Gewindegebüsche  (m,  v)  enthalten. 

In  dem  Büschel  durch  ein  [(?]  befinden  sieh  die  beiden  Gebüsche, 
welche  die  Geraden  von  d  zu  Axen  haben;  also  enthalten  die  oo'  Sy- 
steme S/  von  Oewinden,  die  sidt  aus  den  oo'  JjwokiUonen  von  p*  er- 
geben,  alle  das  System  fl(*(p*)  1-  Stufe  4.  Grades  ä&-  Gebüsche,  deren 
Axen  die  Geraden  von  p*  sind,  und  Hi*(p^)  ist  die  Basis  des  Büschels 
B(p*)  der  Ä/. 

Vom  4.  Grade  ist  dieses  Gebüsch  esystem,  weil  p*  mit  dem  Ge- 
winde, das  durch  die  Axen  der  Gebüsche  in  einem  Gewebe  S^  von 
Gewinden  gebildet  wird,  4  Strahlen,  das  System  also  4  Elemente  mit 
dem  Gewebe  gemeinsam  hat. 

Der  ga/nze  Büschel  B(p*)  ist  m  dem  Gebüscfie  S^  von  Gewinden 
enthalten,  für  das  die  Leitgeraden,  von  p*  die  Grwndstrahlen  sind. 

Zwei  verbundene  InvoluUonen  h,  h  führen  m  dem  nämlichen  S^^. 

In  der  That,  es  sei  dh  ein  Dupel  von  7^  und  F  ein  durch  {dh\ 
gehendes  Gewinde.  In  Bezug  auf  dasselbe  polarisirt,  gehe  p*  in  p'* 
über;  diese  Fläche  hat  die  Leitgeraden  u,  v  von  p^  ebenfalls  zu  den 
ihrigen,  da  sie  auf  F  liegen,  und  daher  8  Erzeugende  mit  p*  gemein- 
sam. Das  sind  die  4  Schnittgeraden  von  p*  und  F,  die  in  sich  selbst 
übergehen,  die  beiden  Geraden  von  (?*,  die,  als  polar  in  Bezug  auf  F 
in  einander  übergehen,  und  noch  2  andere  Geraden;  die  Polare,  in 
Bezug  auf  F,  einer  jeden  von  ihnen  muss  auf  p*  und  p'*  liegen,  also 
die  andere  sein.  Folglich  befinden  sich  diese  beiden  Paare  von  Po- 
laren von  r  in  einer  Regelschaar;  das  zweite  ist  daher  ein  Dupel  dt 
von  I[.  Andererseits  bestimmen  seine  Geraden,  als  polar  nach  F,  ein 
Strahlennetz  [röj],  durch  das  F  geht.  Mithin  ergiebt  sich  jedes  Ge 
winde,  das  wir  bei  /;,  erhalten,  auch  bei  /|. 

Demnach  ist  S/  von  0wei  Schaaren  von  Gewindehüscheln  durdieogen, 
sowie  eine  Fläche  2.  Grades  von  zwei  Geradenschaaren;  je  mvei  Büschel 
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am  verschieämen  Schaaren  schneiden  sich.     Die  Abbildung  von  S^  in 
den  Punktraum  lehrt  dies  unmittelbar. 

Wir  haben  im  Büschel  4  Systeme  8/,  hei  denen  diese  beiden  Sdmaren 
zusammenfallen:  sie  rühren  von  den  4  sich  selbst  verbundenen  Jnvolu- 
Uonen  her.  Wir  wissen  (Nr.  599),  dass  die  Strablennetze,  deren  Leit- 
gerade  die  Dupel  einer  von  diesen  Involutionen  sinil,  dn  Gewinde  erzeugen, 
eins  der  4,  welche  durch  die  Dtyppeltangejüen-Congruensen  von  p*  gehm; 
dieses  Gewinde  befindet  sich  daher  in  aUeit  Büscheln,  und  durch  einen 
Schluss  wie  oben  erkennen  wir  es  als  doppeltes  Gewinde  des  betreffenden 
Äg^  In  der  Äbbildimg  des  Sg  in  den  Punktraum  haben  wir,  diesen  S^^ 
entsprechend,  die  4  Kegel  des  ^^-Büschels,  in  welchen  B(ß*)  übergeht. 


Quailratische  Systeme  4.  Stufe  von  Gewinden,  ihre  Polarrorrelatioiteii 
und  Büschel  von  solchen  Systemen. 

664  Wir  haben  schon  wiederholt   vom  Grade  eines  Systems  von  Ge- 

winden gesprochen;  es  empfiehlt  sich,  eine  allgemeine  Definition  au 
geben. 

Der  Grad  eines  Systems  i**''  Stufe  von  Gewinden  ist  die  Zahl  der 
Gewinde,  welche  es  mit  einem  linearen  Systeme  Ss-t  (5  —  i)*"'  Stufe  ge- 
meinsam hat.  Befindet  es  sich  in  einem  linearen  Systeme  Si  it""  Stufe 
(h  >  j),  so  ist  er  auch  die  Ämdkl  der  Gewinde,  die  ihm  mit  einem  in 
dem  St:  enthaltenen  linearen  System  (k  —  i)*"  Stufe  gemeinsam  sind,  in 
dem  man  dieses  System  als  Schnitt  des  St  mit  einem  S;,^i  auffassen 
kann  (I,  Nr.  156). 

So  ist  ■£.  B.  ein  System  3.  Stufe  vom  Grrade  n,  wenn  es  in 
jedes  Netz  n  Gewinde  sendet,  oder  falls  man  weiss,  dass  es  in  einem 
Si  sieb  befindet,  wenn  es  in  einen  Büschel  von  S^  n  Gewinde  sendet; 
denn  jedes  Netz  schneidet  in  S^  einen  Biiscbel  ein,  und  umgeltehrt, 
jeder  Büschel  von  S^  ist  Schnitt  dieses  Gewebes  mit  allen  oo^  Netzen, 
die  durch  ihn  geben. 

Ein  System  jS^"  «**'  Stufe  )!**"  Grades  hat  mit  einem  linearen  Systeme 
Si  ein  System  von  der  SiMfe  i  -^-l  —  5  gemem,  wenn  i  -\-l^ö  ist;  der 
Grad  ist  ebenfalls  n;  denn  weil  Si"  in  jedes  Sb-i  n  Gewinde  sendet, 
so  bedeutet  dies,  wenn  wir  uns  dies  S^-i  in  dem  St  liegend  denken, 
was  möglich  ist,  da  l^b  —  i,  dass  der  Schnitt  Si^Si  mit  dem  S^-i 
oder  jSi_(,-4.i_5)  n  Gewinde  gemein  hat,  also  vom  Grade  n  ist.  So 
schneidet  z.  B,  ein  ä,/  in  ein  S^  ein  SJ,  in  ein  S^  ein  jS^^  u.  s.  w.  ein. 
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Ifc+=5s         du  iz  einzelnen  Gewinde, 

welch  n  m    n 

T  em  qta    attsd      S^  (  w  a  Suf  S     von  Gewinden  vorliegt,  £ 

so  wiid  d  r  J  dof,  b  j  äet  G^cnd  F  (Polgew  ide)  ein  Gewehe  von 
Gewmd  da  Po  a  get  he  vo  F  B  z  g  f  '/,  in  der  hekannten 
Weise    e    P  a  eib  z  g     d 

Du  eh  F  gellen  cx>  B  s  h  on  w  nd  u  (I,  Nr.  157);  wir 
können  a  e  uns  am  nfa  i  te  als  d  e  Bu  i  d  nken,  welche  F  mit  den 
ßämmfclichen  Gewinden  eines  F  nicht  enthaltenden  Gewebes  Terbindenj 
da  eiß  Büschel   und   ein  Gewebe  stets  ein  Gewinde  gemem&am  haben 

Jeder  von  diesen  oo*  von  F  ausstrahlenden  Bii^theln  hat  mit  S^ 
swei  Gewinde  gemein,  und  der  Inbegriff  der  Gemnde  in  jedem  der  Büschel, 
welche  zu  F  harmonisch  sind  in  Bezug  auf  diese  ieiden  Sdiwttgeumde, 
ist  das  Polargewehe  II. 

Wir  haben  die  Linearität  nachzuweisen,  Wii  leibindcu  einen 
beliebigen  Büschel  Sj  von  Gewinden  mit  F  zu  einem  Netz  ''  ,  d-i^ 
selbe  schneidet  ans  S/  ein  quadratisches  System  6\^  T.  Stufe  von  Ge- 
winden. Bilden  wir  dies  Netz  ab  in  das  Punktfeld  der  Nullpunkte 
seiner  Gewinde  in  einer  festen  Ebene;  so  geht  das  quadratische  System 
iSj^  in  einen  Eegelschuitt  (jS;^^)  über,  S^  in  eine  Gerade  (S,),  F  in 
einen  Punkt  [F),  und  die  vierten  harmonischen  Gewinde  in  den  Büscheln, 
die  von  F  nach  den  Gewinden  von  S^  gehen,  haben  zu  Bildern  die 
Punkte  der  Polare  von  (F)  nach  (Sj^),  welche  mit  (Sj)  einen  Punkt 
gemein  hat;  also  liegt  von  den  vierten  harmonischen  Gewinden  1  in 
dem  Büschel  Sj^. 

Das  System  2.  Grades  3.  Stufe,  in  dem  sich  S/  und  II  schneiden, 
wird  dm-ch  die  Gewinde  gebildet,  w  denen  S^  von  durch  F  gehenden 
Büscheln  berührt  wird. 

Liegt  I^  in  dem  Polargewehe  II  von  F  in  Besug  auf  S^;  odei  ist 
F'  zu  F  „c&njugirt",  so  ist  auch,  wie  der  Büschel  FF'  unmittelbar 
zeigt,  F  im  Polargewebe  ü'  von  F  gelegen. 

Wir  hohen  die  involutorische  Correlation  im  Gemnde-Bamne  von  5 
Dimensionen,  die  wir  als  Polarsystem  oder  Pola/rcorrelation  mit  äet 
„Bosts"  oder  dem  „Kern"  8^^  bezeichnen  himten. 

Jedes  Gewinde  F  hat  also  in  derselben  ein  polares  Gewebe,  die  oc' 
Gewinde,  co*^  Büschel,  oo^  iVefee  oder  Bündel,  oo*  GeUische  desselben 
(I,  Nr.  151)  werden  wir  zu  F  conjugirt  nenn&t. 

Der  Pol  F  eines  beliebigen  Gewebes  II  ist  das  Schnittgewinde 
der  Polargewebe  von  5  Gewinden  jenes  Gewebes,  weiche  für  dessen 
Constituirung  geeignet  sind,  und  die  <x^  Büschel,  oo"  Netze,  co^  Ge- 
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husche,  <x>*  Gewebe,  die  durch  den  J?ol  F  gehen  (I,  Nr.  157),  heissen  m 
n  conjtigirt. 

Weiter  seien  11,  11'  die  Polargewebe  von  F,  P';  sie  sclineideii 
sich  in  einem  Gebilsclie  IIII'  (I,  Nr.  156);  jedes  Gewinde  dieses  Ge- 
büsches sendet  sein  Polargewebe  durch  F  und  F',  also  durch  den 
Büschel  FF'  und  daher  wiederum  jedes  Gewinde  dieses  Büschels  das 
seinige  durch  jedes  Gewinde  des  Gebüsches. 

Die  Polargewehe  der  Gewinde  eines  Büschels  hüden  einen  Büschel, 
dessen  Basis-Gebüsche  wir  mm  Büschel  polar  nennen  JcSnnen. 

Ebenso  erzeugen  die  Polargewebe  der  Gewinde  eines  Netzes  einm 
Bündel  (oder  &m  Netz)  von  Geweben,  dessen  Basis  das  Netz  ist,  das 
irgend  dreien  von  ihnen  gemeinsam  ist  und  das  daher  zum  gegebenen 
Netz  polar  genannt  wird;  die  Poiargewebe  der  Gewinde  des  neuen 
Netzes  haben  das  gegebene  Netz  gemein. 

Zu  einem  Gebüsche  von  Gewinden  ergiebt  sich  als  polares  Gebilde 
ein  Büschel,  welcher  den  Polargeweben  aller  Gewinde  des  Gebüsches 
gemein  ist,  derselbe,  zu  welchem  das  Gebüsche  als  polares  Gebilde 
gehört. 

Zu  einem  Büschel  S^  werden  wir  conjugirt  nennen  alle  Gewebe, 
welche  durch  das  polare  Gebüsche  gehen,  die  Poiargewebe  aller  Ge- 
winde von  Ä^,  aber  auch  die  oo*  Netze,  oo*  Büschel,  oo^  Gewinde  des 
Gebüsches,  welche  polar  sind  zu  den  ebenso  zahlreichen  Netzen,  Ge- 
büflchen,  Geweben  durch  Sj,   so   dass   auch  Ä^  zu  ihnen  conjugirt  ist. 

U.  s.  f. 

In  jedem  Büschel  von  Gewinden  haben  wir  eine  Involution  con- 
jugirter  Gewinde,  in  der  die  Sehn ittge winde  mit  S/  die  Düppel- 
elemente  sind. 

In  jedem  Netze  erhält  man  ein  zweistufiges  Polarsjstem,  in  dem 
jedem  Gewinde  des  Netzes  der  Büschel  polar  ist,  den  das  Netz  mit 
dem  Poiargewebe  des  Gewindes  gemeinsam  hat;  wir  haben  dies  oben 
in  ein  polares  Punktfeld  abgebildet. 

U.  s.  f. 

Aber  auch,  dual,  jeder  Büschel  von  Geweben  (mit  einem  Ge- 
büsche als  Basis)  ist  involutorisch  mit  conjugirten  Geweben  als  ge- 
paarten, d.  h.  solchen,  von  denen  eines  und  dann  jedes  durch  das 
Polgewinde  des  andern  geht. 

Es  ist  nicht  möglich,  alle  diese  wegen  der  höheren  Dimension 
viel  reichhaltigeren  Beziehungen  zu  verfolgen;  das  Gesagte  mag  hin- 
reichen. 

i6  Dagegen  mag   noch   die  seihständige    Herstellung  diese»-  ßnfdimen- 
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sionalm  Folarcorrelaiion  besprochen  werden,  bei  weleher  wir  niclit  von 
der  Basis  S^  ausgehen,  sondern  von  der  Correlation  aus  zu  ihr  ge- 
langeD ,  sie  durch  dieselbe  definiren  und  ilire  Mannigfaltigkeit  er- 
mitteln. 

In  einer  Polarcorrelation  giebt  es  00^+''+'+^+^,  also  00"  Polar- 
sexi/u/pel  von  Gewmden  oder,  wenn  wir  das  Wort  bilden  wollen:  Folar- 
Secksgetmnde;  man  construirt  zu  einem  Gewinde  F^  das  Polargewebe 
i7i,  nimmt  in  ihm  F^,  sodass  das  Polargewebe  iZ^  durch  F^  geht, 
darauf  in  dem  Gebüsche  JTi-T/g  das  Gewinde  Tg,  in  U^IJ,^!!^  wieder- 
um F^,  ...;  1\  ist  eindeutig  bestimmt  als  gemeinsames  Gewinde  der 
fünf  bisher  construirten  Polargewebe.  Jedes  der  6  Gewinde  hat  das 
Verhindti^gsgewebe  der  5  (mdem  su  seinem  polaren. 

Durch  ein  solches  Polar -Sextupel  F^  F^  .  .  .  F^  imd  ein  weiteres 
Paar,  bestehend  «mä  einem  Polgewinde  F^  und  dem  zugehörigen  Polar- 
gewehe  11^,  ist  die  Correlation  bestimmt. 

In  jedem  der  15  Verbindungs- Büschel  F^r^,  ..  .  F^Fg  oder 
S8ia,  ...  Ssß  haben  wir  eine  Involution;  die  in  ^^g  z.  B.  ist  durch 
das  Paar  F^F^  und  das  aus  den  Schnitten  mit  den  Geweben  F^F^r^F^F^^ 
und  iTu  bestehende  Paar  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  entsprechend  den  Bündel  FiFkFi  mit  Siti,  das 
Gebüsche   FiFiFir„,    mit    Gaim   und   das   Gewebe   FFi^FiF^^F^    mit 

Es  sei  nun  ein  beliebiges  Gewinde  F  gegeben;  wir  bilden  die 
Gewebe 

r(Ö3^0,    (?a466',    Gas56,    ^2346»    <^2Mb), 

sehneiden  mit  ihnen  die  Büschel  S^,  58;^,  SB, 4,  SS15,  Sß,^  und  suchen 
in  deren  Involutionen  zu  diesen  Schnittgewinden  die  gepaarten: 

Aai  ^is'  ■f'u.  ^i5>  ^m- 

Das  Gewebe  11,  welches  sie  verbindet,  ist  das  dem  J"  entsprechende. 

Die  in  den  übrigen  Verbindungsbuschein  analog  construirten  Ge- 
winde befinden  sieh  in  JI.  In  der  That,  es  sei  z.  B,  F^^  in  der  In- 
volution von  Sögg  dem  Schnittgewinde  mit  dem  Gewebe  FG^^^g  ge- 
paart; in  den  Bündel  lii2s  schneiden  die  3  Gewebe  F(G^^^^,  GsäBei  G-^i&e)j 
welche  alle  durch  das  Gebüsche  FB^^^  gehen,  3  Büschel  ein,  welche 
das  Gewinde  F*,  in  dem  sich  dies  Gebüsche  und  der  Bündel  B,^^ 
sehneiden,  gemeinsam  haben  und  Ton  ihm  nach  jT,,  F^,  F^  gehen. 
Man  erhält  dann,  innerhalb  B^^^  bleibend,  Zl^g,  F^^,  Tjg  dadurch,  dass 
man  die  Büschel  ^^3,  S^^,  SSja  mit  den  Büscheln  F*{F^,  F^,  H,) 
bezw.  schneidet  und  zu  den  Schnittge winden  in  den  Involutionen  die 
gepaarten   sucht.     Auch   diese  Involutionen  in  33^3,  . . .   ergeben    sieh 
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zweidimensional:  die  4  Gewebe  rf,B^^^{r^,  F^,  F^)  und  IJ^,  schneiden 
in  J5jg5  4  Büscliel  ein,  von  denen  Bg  der  vierte  sei  und  die  drei  ersten 
das  Gewinde  Tß*  welches  dem  Bündel  JJ^g^  mit  dem  Gebüsche  Ff^B^^ 
gemeinsam  ist,  mit  F^,  F^,  F^  verbinden;  so  wird  z.  B.  das  zweite 
Paar  der  Involution  in  93^,  durch  die  Schnittgewinde  mit  den  Büscheln 
B„  und  F^Fg*  gebildet.  Wir  haben  es  demnach  in  der  Tbat  mit 
einem  zweidimensionalen  Probleme  zu  thun  und  wissen  aus  der  Theorie 
des  ebenen  oder  zweidimensionalen  Polarsystems,  dass  F^^,  1^,3,  JT,^ 
in  einem  Büschel  sich  befinden. 

Also  gehiJien  F^^  und  alle  ahnlich  construirten  Gewinde  in  den 
übrigen  die  5  Gewinde  F^,  . .  .  F^  verbindenden  Büscheln  ku  dem 
Gewebe  U,  das  durch  Fj^,  ,  . .  F,^^  constituirt  wird  und  das  wir  F  zu- 
geordnet haben. 

Somit  ist  die  ünsymmetrie,  die  durch  Bevorzugung  von  J";  schein- 
bar entstand,  in  Wirklichkeit  nicht  vorhanden. 

Wenn  F  in  F^  fällt,  so  ist  z.  B.  der  Schnitt  von  58,2  n^i*  ^o  Gsae 
das  eine  Gewinde  des  zweiten  Paars,  durch  das  die  Involution  in  diesem 
Büschel  bestimmt  wird,  und  das  gepaarte  Gewinde  ist  daher  das  von 
Ug  eingeschnittene;  JI^  verbindet  also  in  diesem  Falle  alle  die  ge- 
paarten Gewinde  und  ist  das  dem  F^  zugeordnete  IJ. 

Ferner,  wenn  F  eines  der  Gewinde  Ff,  etwa  I\  wird,  so  ist  das- 
selbe in  allen  5  Büscheln  der  Schnitt  mit  F^(Gg,^^,  G^^^f.,,  , . .);  das 
gepaarte  Gewinde  ist  bezw.  F^,  F^,  ...  Fg,  also  deren  verbindendes 
Gewebe  ©3845^  ist  das  dem  jT,  entsprechende  II. 

Wir  haben  nun  die  LineariiM  dieser  Beziehung  darzuthun  und 
lassen  also  F  einen  Büschel  durchlaufen.  Die  Büschel  99,3,  ®is)  ■-■  ®ia 
werden  projectiv,  wobei  die  Schnitte  mit  FG^^^^, .  . .  FG^^^^  entsprechend 
sind;  folglich  bewegen  sich  auch  die  gepaarten  Gewinde  projectiv  und. 
zwar  30,  dass  das  gemeinsame  Gewinde  F^  sich  selbst  entsprechend 
ist;  es  ergieht  sich,  wenn  F  in  das  Gewebe  ®2Mie  gelangt.  Wir  haben 
nun  zu  zeigen,  dass  die  Gewehe  //,  welche  je  diese  entsprechenden 
Gewinde  F,^,  . . .  Fjg  verbinden,  einen  Büschel  bilden,  d.  h.  alle  durch 
dasselbe  Gebüsche  gehen.  Dass  der  Büschel,  welcher  F^^,  F^^  ver- 
bindet, um  ein  Gewinde  F-^^^  (von  B^^^)  sich  dreht,  ist  zweidimen- 
sionale Eigenschaft  und  daher  nicht  mehr  zu  beweisen.  ■  So  erhalten 
wir  in  jedem  der  Bündel  By^^^,  B^^^,  . . .  B^.^g  ein  festes  Gewinde 
r,jg,  ....  Alle  diese  Gewinde  sind  den  U  gemeinsam,  welche  den  F 
unseres  Büschels  entsprechen.  Dass  F^^^,  F^^^,  Fy^^  einem  Büschel 
angehören,  ist,  da  wir  dabei  uns  innerhalb  des  Gebüsches  G^^m  ^6" 
wegen,    dreidimensionale   Eigenschaft.     Daher   genügt   es,    I'i^g,    Fjj,,,, 
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Pj25,  Fjäj  ZU  betrachten,  und  diese  constituiren  das  Gebüsche,  das  den 
n  gemeinsam  ist. 

Durchläuft  F  einen  Bündel  r,'r./r^',  so  haben  die  Gfewebe,  welche 
den  Gewinden  Fj  des  Büschels  -TiTg'  entsprechen,  alle,  wie  eben  ge- 
funden, ein  Gebüsche  gemein,  also  die  Gewebe,  die  den  Gewinden  der 
Büschel  r^'  Fx  entsprechen,  den  Bündel,  in  dem  dies  Gebüsche  und 
das  Fj'  entsprechende  Gewebe  sich  durchschneiden.  Aehnliches  gilt 
beim  Gebüsche;  und  durchläuft  F  ein  Gewebe,  so  haben  die  ent- 
sprechenden Gewebe  alle  das  Gewinde  gemeinsam,  in  dem  die  5 
den  Constituenten  jenes  Gewebes  entsprechenden  Gewebe  sich  durch- 
schneiden, 

Es  sei  wiederum  11  zu,  F  construirt  vermittelst  der  Fj^,  ...  F,g; 
sodann  sei  F'  in  J7  gelegt,  so  gilt  es  zu  beweisen,  dass  II'  durch  F 
geht.  Nehmen  wir  zunächst  an,  /"  sei  F^^.  Weil  dies  Gewinde  zu 
33,a  gehört,  so  muss  II'  zum  Gewebe-Büschel  (©13450,  ©3345«)  gehören, 
also  durch  G^^^^  gehen,  ferner,  da  Fj^  selbst  der  Schnitt  von  r'isCfyt^o 
mit  99^2  ^^^j  durch  das  F^^  gepaarte  Gewinde  in  der  Involution  von 
SSi^;  das  ist,  infolge  der  Construction  von  F^^,  das  Schnittgewinde  von 
l^Ga^ui;  mit  SSjä;  das  F^^  zugehörige  Gewebe  verbindet  also  634^^  mit 
diesem  Gewinde,  ist  daher  -TG^jg^  und  geht  durch  F.  Folglich  gehen 
die  Gewebe,  welche  den  F^^,  ■ .  -  F-^^  entsprechen,  alle  durch  F,  welches 
also  das  ihnen  gemeinsame  Gewinde  ist;  daher  geht  auch  das  Gewebe, 
das  irgend  einem  Gewinde  F'  des  Gewebes  TT  ^  P^  . , .  r,B  entspricht, 
durch  F.    Hierdurch  ist  bewiesen,  dasa  die  Bmeimng  inwlutorisch  ist.*) 

Gruppen   von  6   Gewinden  giebt   es  co*-^,    ferner   kann  man   auf  667 
00^  Weisen  dem  festen  Gewebe  Hg  das  Gewinde  F^  (oder  umgekehrt) 
zuordnen ;    andrerseits  aber  kann  die  Polarcorrelation  aus  jedem  ihrer 
Go*^   Polar- Sechsgewinde    construirt   werden,    daher    ergiebt    sich    die 
Mannigfaltigkeit  30  +  5  —  15. 

Im  Gemnderaume  giebt  es  oc^"  Polarcorrelc^ornn."'*) 

Jede  FolarcorrehMon  besHmmt  ein  quadratisches  System  4.  Stufe  S^ 

*)  In  I,  Nr.  158  ist  gezeigt  worden,  wie  eine  Coliineation  zweier  Gewinde- 
räume  herzustellen  ist;  man  kann  daraus  leicht  die  Herstellung  der  allgemeinen 
Covrel&tion  ableiteu,  indem  man  den,  einen  Raum  dnalisirt,  d,  h.  Gewinde,  Büschel, 
.  .  .  durch  Gewebe,  Gebüsche,  .  .  .  eraatsit. 

**)  Allgemeine  Correlationeii  giebt  ea,  da  zur  Festlegung  7  Gewinde  in  dem 
einen  Baume  und  7  Gewebe  in  dem  andern  als  ihnen  entsprechend  erforderlieh 
sind  und  die  einen  oder  andern  beliebig  verändert  werden  können,  oo'''''.  AU- 
gem«iner,  im  Räume  von  i  Dimensionen  sind  t(»  -f  '^'J   allgemeine   CotUneaMonen 

oder  Correlationen  ^tnä  <x>  ,  also  00  Polarcorrelaiionen  möghch. 

14* 
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von  Gewinden:  dm  I-ribegriff  der  sich  seihst  conjiigirten  (Je  in  ihre  Fo- 
largewebe  fallenden)  Gewinde;  jeder  Biiscliel  enthält  2,  die  Doppel- 
Elemente  seiner  Involution  conjugirter  Gewinde,  und  alle  zu  einem 
Gewinde  F  conjugirten  Gewinde,  die  vierten  harmonischen  zu  F  in 
den  oo*  Biiecheln  durch  F  in  Bezug  auf  diese  Doppel-  oder  Schnitt- 
gewinde  mit  S/  erzeugen,  wie  wir  wissen,  das  Folargewebe  von  F  nach 
8^^,  das  so  mit  dem  Folargewehe  nach  der  FolarcorrelaUon  misammenfäM. 

Weil  Polarcorrelation  und  quadratisches  System  S^  sich  gegen- 
seitig eindeutig  bestimmen    so  haben  wir- 

Es  giebt  oo^°  q    d  at  sdie  bj  k   e  4   St  fe         0  v    ie   *) 

8  Eine  Folarcorrelat  o  sednet  scf  he  o  ^ers  a  s  t  )  t  s  j  d  n 
Gewinde  das  Gewebe  ailet  Gewnde  polar  de  z  h  Invol  tim  s  d 
die  den  Gewinden  e  es  Büschel  entsj  recl  e  den  C  webe  cel  en  d  r  h 
das  Gebüsche  der  (jewnde  welel  e  sammtl  1  zu  11  n  C  e  eben  des 
Büschels  in  Involut  on    md        s   f 

Zu  sich  selbst  Involut  on  s  nd  d  e  &t  al  lenf,eb  ch  Äl  o  st 
die  Basis  dieser  Fola    ot  relat  öj    das  S    pt  j  te      R^ 

Jedes  8^  hat  nit  d  esem  Hauptsystem  e  n  'System  3  btul 
4.  Grades  gemein,  las  a  s  laute  St  ahle  gebuscl  en  besteht  unl  m 
gekehrt  auch  alle  St  ahlen^eb  i&  he  von  6        mfaa  t 

Die  Äxen  derselben  b  Id  n  ein  n  C  mi  lex  2  &  d,des  Ie  w  e 
mit  jedem  Büschel  o  hat  S  a  cl  m  t  dem  B  el  el  von  G  w  nieu 
der  aus  den  Strahlengebiis  1  en  bestel  t  n  el  he  1  e  l^tr^hlen  e  nes 
Strahlenb  nach  eis  zu  Axen  haben,  und  dessen  Giund-Strahleanetz  m 
Bündel  und  Feld  sich  spaltet,  2  Gewinde  gemeiu:  in  jedem  Strahlen- 
böschel  giebt  es  2  Strahlen,  welche  Äsen  von  zu  iS/  gehörigen  Strahlen- 
gebüschen  sind. 

Also  (unter  Anwendung  der  kürzeren  Ausdrueksweise) : 

Jedes  System  S^^  geJd  durch  einen  Conyplex  3.  Grades;  ausgenommen 
natürlich  H^,  welches  alle  Complese  2.  Grades  enthält.  Durch  jeden 
Oomplex  2.  Grades  gehen  oo^  Systeme  8^  (Nr.  620),  Jfolglich  muss 
die  Mannigfaltiglieü  von  8^  mn  1  höher  sein  als  die  von  F^;  jene  ist 
20,  diese  19. 

9  In  Bezug  aui'  ein  quadratisches  System  4,  Stufe  S^"  von  Gewinden 
haben  wir  zu  jedem  Gewinde  F  oder  Äq  —  indem  wir  es  der  Gleicb- 

'  Bezeichnung  halber  als  lineares  System  0'"''  Stufe  auf- 

!  giebt  cxi'"  quadratische  Räume  4.  Stufe  in   einem 
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fassen  —  ein  Polargewebe  S^;  bewegt  sich  jS,,  in  einem  S^,  S^,  S^,  S^, 
so  „dreht  sich"  S^  um  ein  S^,  S^,  Äj,  S„  (Nr.  665),  v.nA  so  iat  jedem 
linearen  Systeme  «""'  Stufe  Si  ein  lineares  System  (4  ~  i)**''  Si_i  polar. 
Wird  z.  B.  das  Hauptsystem  S"/  zu  Grunde  gelegt,  sind  zwei  polare 
Systeme  stets  solche,  die  sieh  stützen. 

Wenn  y^^  zu  S^'  gehört,  so  fällt  in  einem  beliebigen  Büschel  durch 
i9(i,  weil  dieses  durchweg  eins  der  Sehnittge winde  mit  S_^  ist,  das 
vierte  harmonische  Gewinde  in  S^,  und  dies  gelangt  so  in  das  Polar- 
gewebe S^,  und  nur  dann,  wenn  S^  zu  Ä/  gehört.  In  jedem  der  oo'' 
Büschel  durch  S^,  welche  mit  8^  ausser  8^  noch  ein  unendlich  nahes 
Gewinde  gemein  haben,  wird  das  vierte  harmonische  Gewinde  unbe- 
stimmt; der  ganze  Büschel  gehört  zu  S^. 

Das  Polargewebe  oder  —  wie  es  in  diesem  Falle  auch  heisst  — 
das  Tmtgeniial-  oder  Serührungsgewebe  eines  su  8^^  gehörigen  Gewindes 
8^  besteht  aus  c»^  von  Sq  ausgehenden  Büscheln,  allen,  iveMie  8^  in  Sg 
berühren.  Unter  diesen  Büscheln  mass  es  solche  geben,  welche  ein 
von  Sg  verschiedenes  Gewinde  des  Schnitts  8/8^  enthalten,  also  3  Ge- 
winde von  8^^  und  deshalb  ganz  zu  diesem  Systeme  gehören.  Diese 
Büschel  erfüllen  dann  jenen  Schnitt,  und  es  sind  ihrer  deshalb  <x>^. 

Unter  jenen  oo^  Büscheln  befinden  sich  <x>^,  welche  gans  mi  8^^  ge- 
hören; durch  sie  entsteht  der  Schnitt  von  S/  mit  dem  TangenUalgewebe  S^. 

Indem  die  übrigen  durch  8^  gehenden  Büschel  von  jS^  nur  S^ 
mit  8^^  gemein  haben,  wird  S^  doppeltes  Gewinde  für  den  gentmnteji 
Schnitt.*) 

Auch  umgekehrt,  jeder  dwch  8^  gehende  Büschel,  der  gims  mi  8^ 
gehört,  gehört  auch  ganz  siim  TangenUalgewebe  von  8^,  und  wenn  es  in 
Si  ein  dwch  Sf,  g^endes  Net^  giebt,  so  beweisen  dessen  von  8;,  aus- 
gehende Büschel ,  dass  es  ebenfalls  ganz  im  TangenUalgewebe  ent- 
halten ist. 

Wenn  8^'  das  Hauptsystem  H.{'  ist,  so  ist  ein  ihm  angehöriges 
Sif  ein  Strahlengebüsche,  und  8^  ist  ein  Gewebe  mit  Grundstrahl,  der 
Äxe  dieses  Gebüsches.  Die  oo'*  Büschel,  welche  ganz  zu  i//  gehören, 
sind  diejenigen,  deren  Gebüsche  je  die  Strahlen  eines  durch  diese  Äxe 
gehenden  Strahlenbüschels  zu  Axen  haben;  in  den  blos  berührenden 
Büscheln  haben  die  Gebüsche  sich  vereinigt:  das  Grund-Strahiennetz 
ist  singulär. 

Zwei  polare  Systeme  S^  und  S^  haben  im  allgemeinen  kein  Ele- 
ment gemein;  im  besondern  Falle  aber  können  sie  ein  Gewinde  S„ 
i  haben  oder,  noch  apecieller,  8^  befindet  sich  in  S^. 


*)   Wir   könnten   diesen   Schnitt    einen   „Kegel    2.    Grades    : 
winden"  nennen. 
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Im  ersteren  Falle  gehört  S^,  welches  iu  sein  Polargewebe  S^  fällt, 
da  dies  durch  Sg  geht,  zu  8_^,  und  diesem  Polar-  oder  Tangentialgewebe 
gehören  dann  S^  und  S,  an,  da  die  Polargewebe  aller  Gewinde  von 
S,,  Sf,  durch  Sg,  iSj  gehen.  Alle  durch  S^  gehenden  Büschel  von  S^ 
berühren  S^  in  S,.,  insbesondere  also  auch  S^  und  die  cc^  durch  S,, 
gehenden  Büschel  TOn  Sg. 

Wenn  ein  8^  und  ein  S^,  die  in  Bemg  auf  S^  polar  sind,  ein  Gewinde 
Sg  gemeinsam  haben,  so  liegt  dies  in  S^  und  beide  linearen  Systeme  be- 
rühren vn  ihm  S^  und  einander. 

Nunmdir  gehöre  S^  gans  su  S^;  dann  gehört  Si  ganz  zu  8^%  und 
umgekehrt  das  System  Sg,  welches  zu  einem  in  8^^  befindlichen  Sj 
polar  ist,  enthält  diesen  Büschel.  Sg  berührt  dann  8/  in  allen  Gewinden 
von  8^,  d.  h.  alle  Bösehel  von  S^,  welche  8^  schneiden,  berühren  S/ 
im  Schnittgewinde  (Berührung  zweiter  Art). 

Jedes  Gewinde  von  8i  ist  daher  doppelt  für  den  8chmtt  von  S^  tnü 
S^;  dieser  zerfällt  in  zwei  Gemndenetse,  wie  die  Abbildung  von  Sg  iu 
den  Punktraum  unmittelbar  ergiebt. 

Handelt  es  sich  um  S^,  so  besteht  im  zweiten  Falle,  wo  S^  ganz 
dem  i9g,  auf  das  er  sich  stützt,  angehört,  dieser  Büschel  aus  lauter 
Strahlengebüschen,  deren  Axen  einen  Bäaehel  bilden;  in  allen  diesen 
Gebüschen  berührt  8^  das  Hauptsystem.  Dies  System  Sg  besteht  aus 
den  Gewinden,  welche  durch  jenen  Strahlenbüschel  gehen.  Die  beiden 
Netze  von  Gewinden,  aus  denen  der  Schnitt  von  S^  und  fi"/  besteht, 
sind  die  Systeme  der  Strahl  engebüs che,  deren  Äsen  durch  den  Scheitel 
des  Strahlenbüschols  gehen,  und  derjenigen,  deren  Axen  in  seine  Ebene 
fallen:  Systeme,  für  welche  sich  von  selbst  die  Namen;  Bündel,  Feld 
von  Strahlengebiischen  darbieten.  Dass  sie  Netze  sind  und  iu  der  be- 
kannten Weise  aus  3  ihrer  S trab lengebüs che  constituirt  werden  können, 
bedarf  keiner  Erörterung;  da  ja  ein  Bündel  oder  ein  Feld  von  Strahlen 
durch  drei  seiner  Strahlen  constituirt  wird.  —  Die  Grund- Regel  seh  aar 
eines  solchen  Netzes  hat  sieh  jedoch  zu  einem  Bündel  oder  Felde  von 
Strahlen  erweitert. 

670  Zwei  Netze  S^  und  8^',  die  in  Bemg  auf  S^^  polar  sind,  haben  im  alt- 

gemeinen kein  Gewinde  gemein;  im  speciellen  Falle  aber  können  sie 
ein  S„  oder  ein  yS",  gemeinsam  haben  oder  zusammenfallen.  S^  und 
S^'  hohen  ein  Gewinde  S^  gemeinsctm,  werm  in  einem  Netse  8^ ,  das  durdt 
ein  Gewinde  8,^  von  S^  geht,  alle  durch  8^,  gehenden  Biischel,  die  ja  8^ 
ausfüllen,  das  System  S^^  in  S^  berühren;  daraus  folgt,  dass  dann  S'^, 
zu  den  Polarge  weben  aller  Gewinde  von  S^,  also  zu  ^S^'  gehört  Beide 
Netze  8.^  und  S./  befinden  sich   im  Tangentialgewebe  jS^  von  iS^,   und 
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däkei'  henihren  auch  alle  durch  S^  gehenden  Büschel  von  S^'  das  System 
S/  m  S^. 

Der  Schnitt  von  S^  sowohl  toie  von  8^'  mit  8^  hat  in  8„  ein  Doppel- 
gewinde  und  verfällt  daJter  in  zwei  m  demselben  sieh  sehneidende  Büschel. 

Das  Netz  Sg  liege  so  zu  8^,  dass  die  Büschel  in  ihm,  welche  von 
zweien  seiner  Gewinde  fächerförmig  ausgehen,  in  diesen  Gewinden  8^^ 
ierOhren;  daan  gehören  dieselben  und  infolge  dessen  auch  ihr  Büschel 
S,  zu  den  Polargeweben  aller  Gewinde  von  8^,  also  zum  polaren  Netze 
S^'.  Jedes  Gewinde  von  S^  befindet  sich  demnach  in  seinem  Polar- 
gewebe   so  dass  dei   ganze  Büschel   S,  m  8     enthalten  ist 

Beide  Nftze  iS  und  S  gehören  zi  dem  Polai  gebilsche  S  des  Sj 
und  folglich  beiühren  alle  Büschel  des  einen  wie  des  andern  das  b} 
'tem  S^^  je  m  den  fechnittge winden  mit  8^  Die  beiden  u  einandet 
polaten  Netze  herihien  b/  und  einaidet  m  allen  Geumden  ton  \  (Be 
lühiung  zweiter  Art) 

Endlict  machen  wu  dieselbe  Votaussetßtmg  fm  die  S  sd-el  lon  S 
dte  ton  3  heltfbtyen  Gewinde»  F  P     P     auf,stiahlen      Diese   und   also 
das  ganze  Netz  S'   befinden  sich  m   den  F  3laig''wphpn   aller  <    wmio 
von   '^     also  jsi  5j   mit  &    identisch 

Das  ganze  Netz  S.^  ss  S^    geholt  zu  \  . 

Wenn  zwei  in  Bezug  auf  ZT/  polare  Netze  8^,  S/,  also  zwei  sich 
stützende  Netze  ein  S^  gemein  haben,  so  gehört  dies  zu  H^  und  ist 
ein  Str ahl enge büs che.  Die  Äsen  der  Strahlengebüsche  eines  jeden  der 
beiden  Netze  erfüllen  die  Grund -Regelsehaar  des  andern,  die  Leitachaar 
der  eigenen.  Zwei  verbundene  Kegelschaaren  haben  eine  und  nur 
eine  Gerade  gemein,  wenn  sie  in  zwei  Strahlenbüschol  (0,  ra),  (0',  m'), 
bezw.  (0,  ro'),  (0',  ro)  zerfallen.  Ein  Gewindenetz,  dessen  Grund-Regel- 
schaar  in  zwei  Strahlenbüschel  zerfällt,  berührt  das  Hauptsystem  SJ 
in  dem  Strahlengebüsche,  dessen  Axe  der  Doppelstrahl  des  Büschel- 
paars ist,  und  dasselbe  thut  das  zu  ihm  in  Involution  befindliche  Netz. 

Wenn  aber  die  beiden  Netze  einen  ganzen  Büschel  gemeinsam 
haben,  so  ist  dies  nicht  anders  möglich,  als  dass  die  zwei  Büschel 
(0,  (o),  {ff,  0)')  und  infolge  dessen  alle  4  zusammenfallen.  Dadurch 
erhalten  wir  ein  besonders  interessantes  specielles  Netz  von  Gewinden,  mit 
dem  wir  uns  etwas  genauer  vertraut  zu  machen  haben. 

In  der  Leitschaar  X  einer  zu  einem  Gewinde  F  gehörigen  Begel- 
schaar  q  haben  wir  bekanntlich  eine  Involution  von  Geraden,  die  in 
Bezug  auf  F  polar  sind.  Machen  wir  diese  Dupel  zu  Leitgeraden  von 
Strahlennetzen,  so  erzeugen  die  durchgehenden  Büschel,  zu  denen  allen 
F  gehört,  ein  Netz  von  Gewinden;  denn  alle  diese  Strahlennetze  und 
Gewinde  gehen  durch  p. 
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Wir  lasseii  p  in  zwei  Strahlenbüschel  mit  gemeinsamem  Strahle 
zerfallen,  so  geschieht  dies  auch  bei  l,  und  die  polaren  Geraden  durch- 
laufen diese  Büschel  von  X  projectiv.  Fallen  die  beiden  Büschel  von 
p  in  einen  {0,  ro)  zusammen,  so  vereinigen  sich  in  diesen  Strahlen- 
büache!  von  J^  auch  die  beiden  Büschel  von  A;  jeder  Strahl  g  desselben 
ist  dann  ja  sich  selbst  polar.  Das  Strahlennetz,  das  er  aus  F  aus- 
scheidet, ist  ein  singuläres  mit  diesem  Strahle  als  der  einzigen  Leit- 
geradeu:  es  wird  durch  die  Strahlenbüschel  von  F  erzeugt,  zu  denen 
g  gehört,  oder  die  Projectivitat,  die  ausser  der  Leitgeraden  zu  seiner 
endgiltigen  Bestimmung  noch  erforderlich  ist,  ist  die  durch  das  Ge- 
winde bestimmte,  in  der  je  der  Seheitel  und  die  Ebene  eines  durch 
(f  gehenden  Strahlenbüschels  von  F  einander  entsprechen.     Also: 

^n  Strahlenbüschel  (0,  ra)  eines  Gewindes  F  scheidet  aus  F  oo'  sin- 
gulare StrdklennetBe  aus,  für  wdche  die  verschiedenen  Strahlen  von  (0,  w) 
die  einsigen  Leitgeraden  sind;  die  Büschel  dwch  diese  Strahlemietge  er- 
zeugen em  Nets  S^  von  Gewinden. 

Jeder  von  diesen  Büscheln  hat  nur  ein  Strahlengebüsche,  oder 
die  Strahlen  gebüsclie,  die  sich  auf  die  Strahlen  von  (0,  ra)  stützen,  — 
ihr  Büschel  möge  mit  [0,  m]  bezeichnet  werden  —  sind  die  einzigen 
im  Netze.  Folglich  hat,  abgesehen  von  dem  Büschel  [0,  m],  jeder 
Büschel  von  S^  nur  ein  Gebüsche,  das,  in  dem  er  den  {  0,  m  }  sehneidet ; 
sein  Grund -Strahlennetz  ist  auch  singulär  und  dessen  einzige  Leit- 
gerade gehört  zu  (0,  (o). 

(0,  ej")  gehört  zu  jedem  Gewinde  des  Netzes,  und  die  Grund- 
Strahlennetze  des  von  demselben  au^sgehenden  Büschels  von  ,9^  werden 
ebenso  aus  ihm  durch  die  Strahlen  von  (0,  o)  ausgeschieden,  so  dass 
das  (retvinde,  von  dem  mir  ausgingen,  dureh  jedes  andere  ans  dem  Netse 
ersefst  werden  kann. 

Ein  durch  wiser  INete  gelegtes  Gehiische  von  Geicinden  liat  stets  zwei 
vereinigte  Grtindgeraden ;  da  der  Doppel-Strahlenbüschel,  welcher  drei 
Gewinden  des  Netzes  gemeinsam  ist,  von  einem  vierten  Gewinde  des 
Gebüsches  in  einem  (doppelten)  Strahle  geschnitten  wird. 

Das  Netz  S^',  welches  zu  unserem  Netze  S^  in  Involution  ist, 
wird  aus  dem  auf  F  sich  stützenden  Gewebe  S^  durch  die  Bedingung 
ausgeschieden,  dass  seine  Gewinde  den  Büschel  (0,  w)  enthalten;  denn 
dadurch  werden  diese  Gewinde  sowohl  zu  F,  als  zn  allen  Strahlen- 
gebüschen von  82  in  Involution  gebracht  und  demnach  auch  zu  allen 
Büscheln,  dureh  die  wir  Sg  erzengt  haben. 

Dies  neue  Netg  S^  ist  von  derselben  Art  wie  82-  Die  Strahlen- 
gebüsche, deren  Axen  den  (0,  ro)  bilden,  gehören  ihm  an;  denn  sie 
befinden   sich  in  S^   nnd  gehen  bei  der  obigen   Ausscheidung   in  S^ 
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über;  alle  Bttscliel  von  S^'  haben  singulare  Griiud-Strahleuiietze ;  in 
der  Leifegeraden  haben  je  die  beiden  Grundgeraden  des  Gebüsches  durch 
$2  sich  vereinigt,  das  auf  den  Büschel  sieh  stützt. 

Beide  Netze  S^  und  S^'  berühren  (in  zweiter  Art)  das  Hauptsystem 
fl^/  in  allen  Strahlen  geh  ü  sehen  des  ihnen  gemeinsamen  Büschels  { 0,  ro ) . 

Wenn  endlich  iS^  mit  dem  zu  ihm  nach  H/  polaren  Netze  S^' 
ganz  zusammenfällt,  so  liegt  es  in  H^^  wir  haben  in  der  That  Netse, 
ivelche  gans  aus  Strahlengebiisch&n  iestehen:  die  oben  besprochenen  Bündel 
und  Felder  von  St^ahlengebüscken;  in  einem  solchen  Netse  ist  jedes  Ele- 
ment m  jedem  andern  tmd  mi  sich  selbst  in  Involidion;  denn  ein  Strahlen- 
gebtische  ist  zu  sich  selbst  und  zu  jedem  andern  in  Involution,  dessen 
Äxe  die  seinige  trifft. 

Wenn  S4-;  zu  Ä  polar  ist  in  Bezug   auf  S/   (i  =  0, 1,  2,  3),   so  671 
hat  Si^i  mit  S/  einen  Schnitt  2.  Grades  von  der  Stufe  4-|-4 — -i — 5 
=  3  —  i.    Die   Tangentialgewebe    der    Gewlude    dieses   Schnitts  Ss— ; 
gehen  durch  St  (Nr.  669);    und   umgekehrt,  Ss-i  isi  der  Ort  der  Bc- 
rufmmgsgetcinde  der  durch  S,  gehenden  Twngentialgewebe  von  S^^. 

Es  seien  swei  quadratische  Systeme  4.  Stufe  S^  und  S^*  von  Ge-  672 
winden  vorgelegt;  sie  führen  mi  einem  Büschel  von  solchen  Systemen. 
Jedes  Gewinde  F  bestimmt  eins;  wir  ermitteln  in  jedem  der  00*  von 
r  ausgehenden  Büschel  in  der  Involution,  welche  durch  die  Paare 
der  Schnittgo winde  mit  S^  und  S/*  festgelegt  wird,  das  dem  F  ge- 
paarte Gewinde;  alle  diese  Gewinde  erzeugen  das  System.  Wenn  der 
Büschel  von  F  nach  einem  der  Gewinde  des  Systems  4.  Grades  3,  Stufe 
Sg*  geht,  welches  beiden  gegebenen  Systemen  gemeinsam  ist,  so  wird 
die  Involution  parabolisch  und  das  erzeugende  Gewinde  fällt  in  jenes 
Gewinde.  Also  geht  das  erzeugte  System  durch  das  System  S^*.  Um 
uns  zu  überzeugen,  dass  es  in  jeden  Büschel  8^  2  Gewinde  sendet, 
bilden  wir  wiederum  das  Netz,  welches  S^  mit  F  verbindet,  in  ein 
Punlitfeld  ab  und  erhalten,  da  wir  ja  nur  die  durch  F  gehenden  Bü- 
schel zu  betrachten  haben,  welche  S^  treffen  und  deshalb  in  das  Netz 
FSi  fallen,  die  analoge  Construction  eines  Kegelschnitts,  der  einem 
Kegelschnitt-Büschel  angehört. 

Es  sei  nun  \S^^\  das  aus  F  coustruirte  System,  F'  ein  zu  ihm 
gehöriges  Gewinde.  Durch  den  Büschel  FF'  gehen  oc'  Gewinde-Netze; 
jeder  von  den  00*  von  F  oder  F'  ausgehenden  Gewindebüscheln  fällt 
in  eins  dieser  Netze,  in  jedes  00'-.  Mit  einem  dieser  Netze  B  schnei- 
den wir  S/,  S/*,  lÄ/l  in  drei  quadratischen  Systemen  1.  Stufe  @,*, 
®i^*    l®iM?   '011   deneu   das  letzte   aus   den   beiden   ersten   durch  die 
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eben  beschriebene  lavolutions-Construetion  erhalten  wird,  wenn  von 
den  durch  F  gehenden  Gewinde- Büscheln  nur  die  in  B  fallenden  be- 
nutzt werden,  darunter  FF']  also  gehört  F'  zu  j©/!-  Die  Abbildung 
des  Netzes  in  ein  Punlitfeld  lehrt,  dass  ;@4^|  ebenso  aus  T'  construirt 
werden  kann.  Durchlaufen  wir  daher  alle  co^  Netze  durch  FF',  so 
erkennen  wir,  dass  das  aus  T  construirte  |S/|,  wenn  F'  eins  seiner 
Gewinde  ist,  ebenso  aus  diesem  construirt  werden  kann. 

Nun  ist  klar,  dasa  der  erhaltene  Büschel  von  8^^  in  jedem  Büschel 
S^  von  Gewinden  eine  Involution  hervorruß,  da  eben  durch  jedes  Ge- 
winde r  von  iSi  nnr  ein  System  geht,  dessen  zweites  Schnittgewinde 
mit  Si  eindeutig  und  involutorisch  durch  J"  bestimmt  ist. 

Man  erhält  den  Büschel  von  5/  am  besten,  wenn  man  F  einen 
Büschel  durchlaufen  lässt,  welcher  das  Basiasyatem  S^*  schneidet;  weil 
dana  die  Involution  parabolisch  ist  und  jedes  System  des  Büschels 
sich  nur  einmal  ergiebt. 

Die  Polargewebe  eines  Folgewindes  F  in  Bezug  auf  die  Systeme  S/ 
eines  Büschels  bilden  selbst  einen  Büscitel;  d.  h.  jedes  der  cxj^  Gewinde, 
welche  zweien  von  diesen  Geweben  gemeinsam  sind,  gehört  auch  jedem 
der  übrigen  an.  Es  sei  F'  ein  Gewiode,  das  zu  den  Polargeweben 
von  F  in  Bezug  auf  S^^  und  auf  iS/*  gehört;  so  sind  F  und  F'  zu 
den  Sehuittge winden  ihres  Büschels  mit  S/  und  mit  iS^^*  harmonisch, 
also  wegen  der  Involution  in  diesem  Büschel  zu  den  Schnittgewinden 
mit  allen  übrigen  Systemen  von  (S^^,  S^^*). 

Die  Basis  dea  Büschels  der  Polargewebe  ist  ein  Gebüsche. 

Wenn  man  den  Büschel  aus  F  so  legt,  dass  er  zwei  Gewinde  der 
Basis  S^^  von  {S^^,  8^^*)  enthält,  so  fällt  das  vierte  harmonische  Ge- 
winde in  die  Basis. 

673  Es    habe    ein   Gewinde  F^  in  Bezug  auf  alle   Systeme   SJ'   eines 

Büschels  das  nimhche  Polar^ewebe  U^,  so  '^md  m  der  Involution  eine 
jeden  Buschels  aus  Tg  dies  Gewinde  und  das  Schnittgew  in  de  mit  17^ 
die  Doppel  demente  d  h  da&jenij,e  System  des  Büschels  welches  dnch 
^^  geht,  hat  mit  jedem  von  F^  ausgehenden  Büschel  zwei  m  F^  ver 
einigte  Gewinde  gemein     Also 

Wenn  etn  Ge^i  inde  m  Be  mj  auf  alle  Systeme  S^  eines  Buscheis 
das  namhche  Polatgeuebe  hat  sc  ibf  es  em  ,  Doppelgew t^ide"  emes  Sybtenis 
de),  Buscheis    und  umgekehrt 

Döis  Polatgeuebe  emes  heliehigm  Gewindes  tn  Bezug  auf  ein  System 
S^    mit  Doppelgeu  mde  geht  durch  äub  Boppelgcumde 

Dies  eigiebt  sich  unmittelbai   ins  der  Dehnition  des  Polargewebe« 
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In  Bezug  auf  ein  bolclies  System  S^  mit  einem  Doj}  eigen  mdc  T^ 
gilt  nocJ  folgendeb 

Es  enthält  jeden  Busdd  dei  F^  mtt  einem  andern  von  seinen  Ge- 
winden vetbmdet  mllstandig  und  dahei  co^  ton  dem  r„  ausgehende  Bn 
sckel  welclie  es  ganz  etfitllm  Also  geht  es  durch  Folansitmig  w  Bezug 
auf  Fo  tn  stcli  selbst  übe  3eim  em  (jewinde  m  Bezu^  luf  ein  inderes 
polarisirt,  transformirt  sich  stets  in  eins,  das  dem  verbindenden  Büschel 
fuigehört. 

Legt  man  durch  F^  ein  Netz  S^,  so  ist  dessen  Schnitt  mit  S^^ 
ein  quadratisches  System  1.  Stufe  mit  T^  als  Doppel  gewinde;  daher 
Kerfällt  er  in  zwei  durch  r„  gehende  Büschel.  Ist  S^  ein  beliebiger 
durch  r^  gehender  Bösehel  von  S^  und  S/  der  au  ihm  in  Bezug  auf 
jene  Büschel  harmonische,  so  leuchtet  sofort  ein,  dass  irgend  zwei 
Gewinde  von  Sj  und  S^'  in  Bezug  auf  ^4^  conjugirt  sind;  und  so  sehen 
wir,  alle  Netze  durch  Sj  betrachtend,  dass  sämmtliche  Gewinde  von 
Si  in  Bezug  auf  S/  das  nämliche  Polargewebe  haben. 

In  Bezug  auf  evn  System  SJ^  mit  einem  Doppelgewinde  T^  Jutben 
alle  Gewinde  eines  dwch  dasselbe  gehenden  Büschels  das  nämliche  Polar- 
gewehe —  ein  Tau gentialge webe,  wenn  der  Büschel  dem  S^^  selbst  ange- 
hört.   So  ei-geben  sich  nur  00*  Polargewebe. 

Mn  beliebiges  Gewebe  ist  Folargetvehe  des  r,,,  und  nur  dann  auch 
eines  andern  Gewindes  F  und  infolge  dessen  aller  Gewinde  des  Bü- 
schels FFf),  wenn  die  Polargewebe  von  5  Constitnenten  des  Gewebes 
ausser  F^  noch  ein  Gewinde  und  dann  eben  einen  Bfisehel  gemeinsam 
haben. 

ÄUe  von  eimem  gegeben&t  Gewinde  F^  ausgehmdm  Büschel,  tvelche 
ein  beliebiges  System  S^^  tangiren,  bilden  ein  quadratisches  Sifstem  4.  Stufe 
mit  r^  als  Doppelgewinde.  Denn  das  Netz  S^,  welches  ein  Büschel  S^ 
mit  r„  bestimmt,  schneidet  ein  Sj^  aus,  an  das,  wie  die  Abbildung 
in  ein  Punbtfeid  lehrt,  von  F^  zwei  berührende  Büschel  kommen,  und 
die  beiden  Schnitte  derselben  mit  Si  sind  die  einzigen  in  S^  befind- 
liehen Gewinde  des  erzeugten  Systems.  Jeder  Büschel  aber  durch  F^ 
hat  mit  ihm,  wenn  er  nicht  selbst  berührender  Büschel  ist,  nur  F^, 
gemein. 
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Der  Büschel  (juadratischer  Systeme  4.  Stufe  von  ftewiudeii  durch  einen 

Complex  2.  Grades;  seine  Polarfigui'  nach  dem  Hauptsystem;  die  durch 

die  Congrncnz  der  singnifiren  Strahlen  gehenden  Nebeneomplexe  und 

deren  polare  Complexe. 

674  Wir  kehren   za  dem  Nr.  620  vedasseneo  Büschel  6(1'^)    quadra- 

tischer Systeme  4.  Stufe  von  Gewinden,  der  durch  den  gegehenen  Com- 
plex „geht",  Kurnck.  Zu  ihm  gehört  stets  daa  Hauptsystem  H^^,  und 
seine  Basis  ist  das  System  3.  Stufe  4.  Grades  H^*(]y)  der  Strahlen- 
gebüsche, welche  die  Strahlen  von  T^  zu  Äxen  oder  Leitgeraden  haben. 

Wir  haben  erkannt,  dass  der  Comples  T^,  in  Bezug  auf  jedes  der 
6  Fundamentalgewinde  Fi  polariairt,  in  sich  selbst  übergeht  (Nr.  541.). 

Zwei  sieh  zweimal  achneidende  Regeischaaren  von  F^  gehen  in 
eben  solche,  zwei  Regeischaaren  aus  demselben  Gebüsche  von  T^,  weil 
in  demselben  Gewinde  befindlich,  wieder  in  zwei  ßegelschaaren  über, 
welche  demselben  Gebüsche  angehören.  In  dem  Gewindenetze  durch 
eine  Regelsehaar  q  von  T*  befindet  sich  ein  Büschel,  der  zu  F,  in 
Involntion  ist,  der  Schnitt  des  Netzes  mit  dem  auf  Fi  sich  stützenden 
Gewebe;  seine  Gewinde  werden  durch  die  Polarisirung  in  Bezug  auf 
Fi  in  sich  selbst  transformirt  {I,  Nr.  106);  daher  muss  q,  die  der  p 
entsprechende  Regelscbaar,  ebenfalls  in  dem  Grund-StraWennetze  dieses 
Büschels  enthalten  sein,  also  p  zweimal  schneiden.  Folglich  führt  die 
Folarisirting  in  Bezug  auf  äas  Fimäammtal- Gewinde  Fi  jedes  Begel- 
schaar-Gehüsche  Xg  von  V^  in  das  verhiüpfte  Gebüsche  H^'  Ober. 

Die  Leitschaar  A  von  p  geht  in  diejenige  A'  von  p'  über,  und 
daher  der  £3,  Ü^'  zugeordnete  consinguläre  Comples  in  sieh  selbst, 
was  wir  jedoch  schon  wissen.  Aber  auch  der  Gewindebündel  (A)  geht 
in  den  Gewindebündel  (A')  über;  da  q  und  q'  zu  verknüpften  Gebüschen 
gehören,  so  befinden  sich  (A)  und  (A')  in  demselben  quadratischen 
Systeme  S^^  durch  r*.  Also  geht  auch  dtirch  die  Folaridrung  in  Bemig 
auf  Ff  jedes  der  durch  F^  gehenden  qmdratischen  Systeme  S/  4.  Stufe 
von  Gewinden  in  sich  selbst  Ober. 

Nun  sind,  wenn  in  Bezug  auf  ein  Gewiude  F,  polariairt  wird, 
zwei  entsprechende  Gewinde  stets  mit  ihm  in  demselben  Büschel  und 
das  dem  Fi  in  Bezug  auf  sie  harraonisch  zugeordnete  Gewinde  ist  das 
einzige  G-ewinde  des  Büschels,  das  sieh  auf  F,-  stützt  (I,  Nr.  107). 

In  irgend  einem  Büschel  aus  Fi  sind  also  die  beiden  Schnitt- 
gewiude  mit  einem  der  durch  F^  gehenden  Systeme  8/  entsprechend 
in  der  Polarisirung,  und  das  vierte  harmonische  Gewinde  ist  der  Schnitt 
des  Büschels  mit  dem  Polargewebe  von  Fi  in  Bezug  auf  dieees'Syatem, 
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aber  andererseits  auch,  weil  dieses  Gfewinde  zu  Fi  in  Involution  ist, 
der  Schnitt  des  Büschels  mit  dem  Polargewebe  von  Fi  in  Bezug  auf 
das  Hauptsystem.     D.  h. 

Fi  hat  in  Semig  auf  alle  Systeme  Si  von  B  {F^)  das  nämliche  Folar- 
gewdie  oder  ist  Doppelgewinde  desjenigen  diesem  Systeme,  zu  dein  es  gehört. 

Die  Leitscbaaren  l  der  Regelschaaren  p  des  Doppelgebüsches 
2^8,;  E^  ^3,;  erzeugen  Fi,  also  enthalten  alle  Bündel  (;i)  dies  Gewinde 
Fi)  und  somit  gehört  es  zu  dem  Systeme  Si,,,  welches  diesem  Doppel- 
gebüsche Ss,i  zugeordnet  ist. 

Die  6  Systeme  Sl,;  aiis  dem  Büschel  6(1"*),  welche  den  Doppel- 
gehüscken  2^3,i  mgeordnet  sind,  iiahen  in  den  Bugehörigen  G-ewimdm  Fi 


Weü  die  6  Gewinde  F;  gegenseitig  in  Involution  sind,  so  i 
gemeinsame  Polargewebe  eines  jeden  von  ihnen  in  Bezug  auf  den 
B(r^)  dwck  die  5  tmdern,  und  sie  bilden  also  das  gemeinsame  Polar- 


Hätte  noch  ein  System  S/  unseres  Büschels  ein  Doppelgewinde, 
so  würde  dieses  wiederum  ein  und  dasselbe  Polargewebe  in  Bezug  auf 
alle  S/  des  Büschels  haben  mid  dies  müsste  durch  die  6  Doppelge- 
winde Fi  gehen;   dieselben  gehören  aber  nicht  demselben  Gewebe  an. 

Nehmen  tvir  als  Polgewmde  ein  Gebüsche  [^,  In  jedem  der  Polar-  675 
gewehe  P^  von  [i]  in  Bemg  auf  ein  System  von  B  {T^)  betraehten  tvir 
auch  nur  die  Stri^leng^MsiAe;  ihre  Axen  büden  ein  Gewinde  —  das 
sich  auf  Pi  stützende  —  mid  diejenigen,  welche  mt  den  GehüschfM  der 
Basis  P3  des  Büschels  der  P^,  einem  GewindegehOsche,  gehören,  iilden  ein 
Strahlennets  (I,  Nr.  144,  147);  wir  erhalten  so  einen  Gewindebüsdiel  mit 
diesem  Strahlenneise  als  Basis. 

Wir  Jiönnen  diese  Gewinde  und  dies  Nets  die  Polargemnde  und  das 
Folar-Strahlennets  von  l  in  Bemg  auf  F'  nennen;  denn  sie  sind  mit 
den  Gebilden,  die  wir  früher  (Nr.  512)  mit  diesen  Namen  belegt  haben, 
identisch. 

Verbindet  man  nämlich  das  Gebüsche  \J,\  mit  irgend  einem  (jle- 
büscke  [^'j  aus  H^{F'),  dessen  Äse  g'  —  ein  Strahl  von  F'  —  die 
l  sehneidet,  so  besteht  der  ganze  verbindende  Büschel  aus  Strahlen- 
gebüschen, deren  Axen  den  Büschel  ^l  bilden.  Also  nicht  blos  das 
erste  Sehnittgewinde  [g'~\  dieses  Büschels  mit  irgend  einem  der  S^ 
von  B(r''),  sondern  auch  das  zweite  ist  ein  Gebüsche  \J"\,  in  II^*{F^) 
befindlich  und  fest;  das  vierte  harmonische  dem  [^]  zugeordnete  ist  das 
Gebüsche  unseres  Büschels,  dessen  Axe  p  der  vierte  harmonische  Strahl 
ist,  der  l  zugeordnet  ist  in  Bezug  auf  g',  g";  es  ist  auch  für  alle  iS/  das 
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nämliche  und  befindet  sich  daher  inPg,  seine  Axe  p  also  in  dem  oben 
erwähnten  Strahl ennetze. 

Aher  diese  vierten  harmonischen  Strahlen  p,  die  einer  Geraden  l 
zugeordnet  sind  in  Bezug  auf  je  zwei  Strahlen  g',  g"  von  F^,  welche 
mit  l  zu  demselben  Strahlenbüschel  gehören  und  die  alle  in  diesem 
Strahlennetze  sich  befinden,  bilden  selbst  [ein  Strahlennetz,  das  wir 
eben  früher  das  Polar- Strahlennetz  von  l  in  Bezug  auf  F^  genannt 
haben;  also  sind  beide  identisch,  woraus  dann  auch  die  Ideatität  der 
durchgehenden  Gewinde  folgt. 

Somit  sehen  wir,  dass  ein  jedes  von  den  <xi^  Polargetvmden  einer 
Chraden  l  einem  bestimmten  von  den  oo'  durch  F^  gehenden  quadraUschen 
Systemen  4.  Stufe  S^  zugeordnet  ist:  es  wird  durch  die  Axen  der  Sirak- 
Imgdmche  gebüäet,  die  in  dem  Folargewebe  von  \l]  in  Bemg  auf  dies 
System  sich  befinden. 

Da/mit  ist  es  auch  einem  Gebüschepaare  ig,  2?^'  tmd  einem  Dupel- 
systeme  U^  von  F^  mgeordnet. 

Für  den  Büschel  der  Tangen tialge winde  eines  Strahls  g  von  F^ 
haben  wir  eine  solche  Zuordnung  schon  erkannt;  bei  ihr  entspricht 
jedem  Tan gentialge winde  dasjenige  Gebüschepaar  2J^,  S^,  zu  dem 
die  Rege  Ischaaren  von  F'^  gehören,  die  durch  g  gehen  und  die  Schnitt- 
congruenz  mit  dem  Tangentialgewinde  bilden.  Wir  wollen  die  Iden- 
tität der  beiden  Zuordnungen  nachweisen. 

Es  sei  p  eine  von  den  durch  g  gehenden  Regeis chaaren,  die  sich 
im  betrachteten  Tangentialgewinde  von  g  befinden,  S^  das  Gebüsche, 
zu  dem  sie  gehört,  welchem  also  bei  der  früheren  Zuordnung  das 
Tangentialgewinde  zugeordnet  ist;  ferner  sei  g'  eine  zweite  Gerade  von 
p,  so  dass  gg'  ein  Dupel  des  S^  ist,  das  dem  Z'^  (und  S^)  zugeordnet 
ist.  Somit  gehört  der  Gewindebüschel  durch  \gg'}  zu  dem  Systeme 
iS/,  das  wiederum  S^,  S^  und  Er,  zugeordnet  wird.  Dieser  Büschel, 
ein  durch  das  Polgewinde  {gl  gehender,  gehört  also  ganz  dem  S^  an, 
die  beiden  Schnittgewinde  und  also  auch  das  vierte  harmonische  Ge- 
winde werden  unbestimmt;  der  ganze  Büschel  befindet  sieh  daher  auch 
im  Polargewebe,  also  gehört  auch  das  zweite  Gebüsche  [^J  demselben 
an,  oder  g  gehört  dem  Polar-  oder  Tangentialgewinde  von  g  nach  8^' 
an.  Dies  gilt  für  jeden  Strahl  des  gegebenen  Tangentialgew  indes,  und 
die  Identität  der  beiden  Zuordnungen  ist  erkannt. 

676  Das  Polargewebe   von   [i]   in  Bezug   auf  ein  System  Si,,-  enthält 

dessen  Doppelgewinde  T,-;  daher  ist  das  Polaj'gewinde  von  l,  weil  in 
Involution  zu  allen  Gewinden  des  Gewebes  (I,  Nr.  152),  insbesondere 
auch  zu  J*,'  in  Involution. 
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Die  6  Getmmh  eines  Sw^clielb  voij  Polai yewmden,  wehhe  den  6  Sj/ 
Sternen  Sl,  'uijeotdnet  sind,  sind  htati    su  dem  iituffmden  Fundmnental 
;  r,  m  Intohition 

Nunmeiii  eikeniien  wir,  dass  alle  dte^  oc*  Batchel  von  Polaj 
',,  den  verschiedenen  Geraden  l  des  Batims  zugehotiq,  ptojicliv  sind 
mit  solchen  Gewtnäen  als  entspt eckenden ,  welche  dembdhen  Systeme  S^' 
v<yn  B(jr^)  sugeoidnet  sind 

Das  Gebmche  \l]  geitoti  stets  su  diesem  Bubdiel  und  swat  ist  tb 
dem  Sa/wptsybteme  H^   mtgeoidnet 

Denn  wir  haben  va  Nr  6b*l  yefundeu,  dass  das  Polat  udtr  Im 
gentialgew  ebe  eineii  (jebusches  ]T]  in  Bezug  auf  das  Hauptsystem  H^  d  it> 
Gewebe  iat,  welches  die  Axe  l  zum  Grundstrahle  hab;  also  ist  das  Gewinde 
der  Axen  der  in  diesem  Gewebe  enthaltenen  Gebüsche  das  Gebüsche  \l\. 

Das  andere  Gebüsche  iu  einem  Büschel  von  Polargewindeu,  das 
die  Polare  V  von  l  zur  Ase  bat,  ist  keinem  festen  Systeme  aus  6(1^^) 
zugeordnet. 

Weil  der  Büschel  der  Polargewinde  einer  Geraden  l  in  Bezug  auf 
r^  den  verschiedenen  Gebüschepaareu  von  F'  und  den  verschiedenen 
consingulären  Complexen  projectiv  zugeordnet  ist,  so  kann  man  als 
das  Doppeiverhältniss  von  4  Complexen  der  Eeihe  i^{r^)  auch  das 
Doppelverhälfmiss  der  4  Gewinde  in  dem  Polargewinde-Büsehel  irgend 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  irgend  eineu  der  Complexe  der  Reihe  an- 
nehmen; und  diese  Definition  stimmt  noth wendig  mit  der  früheren 
(Nr.  538)  überein,  da  jeder  solche  Büschel  auch  zu  jedem  Tangeuten- 
büachel  von  ^  projectiv  ist  mit  solchen  Elementen  als  entsprechenden, 
die  demselben  Complexe  aus  ^(-f'^J  augeordnet  sind. 

Dasjenige  Gewinde  eines  Poiargewinde- Busch  eis,  welches  einem 
Doppelgebüsehe  2^3,,-  oder  einem  Sl,i  (durch  Z'^)  oder  einem  Funda- 
mental-Gewinde  Ti  zugeordnet  ist,  befiudet  sich  zu  diesem  in  In- 
volution. Sucht  man  also  aus  dem  Büsche)  der  Polargewinde  einer 
Geraden  l  (in  Bezug  auf  F^)  die  6  Gewinde,  welche  zu  den  Funda- 
mental-Gewinden  F  bezw.  in  Involution  sind,  so  sind  deren  3  unab- 
hängige Doppelverhältnisse  die  absoluten  Invarianten  der  Keihe  %(T'^). 
Sie  ändern  sich  nicht,  wenn  man  einen  andern  Complex  aus  der  Eeilie 
zu  Grunde  legt.  Nimmt  man  noch  das  Gebüsche  [i]  hinzu,  das  ja 
auch  dem  Polargewinde-Büsehel  angehört  und  zwar  dem  F^  seibat 
zugeordnet  ist,  so  sind  die  4  unabhängigen  Doppel  Verhältnisse  dieser 
7  Gewinde  die  absoluten  Invarianten  von  Tl 

Halten   wir   ein  bestimmtes    (von  H^  verschiedenes)   System  5"^^  677 
aus  B(r'')  fest,   so  können  wir  nach  dem  Orte  der  Geraden  l  fragen, 
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deren  dem  S^  zugeordnetes  Polargewinde  Gebüsche  sind  (mit  der  Po- 
lare r  von  l  als  Ase). 

Bewegt  man  l  in  einem  StrahlenböBchel ,  so  besehreibt  [{]  auch 
einen  Büschel;  das  Polargewebe  in  Bezug  auf  S/  besehreibt  ebenfalls 
einen  Büschel  (Nr,  665),  ebenso  das  Gewinde  der  Axen  der  Strahlen- 
gebßaehe  in  dem  Polargewebe  oder  kurz  das  Polargewinde  von  l: 
Grimd-Stralilennetz  dieses  Büschels  ist  das  Netz  der  Axen  der  Strah- 
lengehüsche,  welche  sich  in  dem  Basis- Gebüsche  des  Büschels  der 
Polargewebe  befinden.  Weil  dieser  flewiadebüschel  2  Gebüsche  ent- 
hält —  ihre  Axen  sind  die  Grimdstrahlen  des  eben  erwähnten  Basis 
Gebüsches  — ,  so  haben  wir: 

Die  StrakUn  l,  deren  einem  hestimmfpti  Systeme  8^  aus  ätm  Busokd 
B(r^)  eugeord/nete  Polargemnäe  Gebüsche  bmd,  etzmgen  einen  Com^lex 
2.  Grades. 

Solcher  Complexe  erhaltm  wir  oo'-  lou  denen  jede)  eirmn  Sjfhtcnie  fi/ 
aus  B(r^)  mgehört. 

Wir  wollen  diese  quadratischen  Complese  die  Nebmtcomplexe  von 
r^  nennen  und  mit  J"  bezeichnen. 

Wir  haben  in  Nr.  526  gefunden,  dass  sämmtliche  Polargewinde 
eines  singularen  Strahls  von  P^  Gebüsche  ist;  folglich  befindet  sieh 
die  Oongruenz  4.  Grades  S  der  singularen  Strahlen  in  allen  Neben- 
complexen. 

Die  Gongruenz  4.  Grades  der  singularen  Strahlen  ist  vollständiger 
Schnitt  des  F^  mit  co^  andern  quadratischen  Complexen,  seinen  Neben- 
complexen. 

Damit  haben  wir  den  Büschel  von  Complexen  2.  Grades  durch 
S  erhalten,  auf  den  wir  in  Nr.  537  hinwiesen. 

Wenn  l  ein  Strahl  von  F^  ist,  so  fällt  l'  mit  l  zusammen,  das 
Gebüsche  [V]  ist  dann  als  [l]  dem  H^    zugeordnet. 

Also  ist  der  dem  Sauptsysteme  H^  zugeordnete  Nebencomplex  der 
F^  selber. 

i  Betrachten  wir   einen   der  Büschel   (i',  S),    der,    wie   wir   wissen, 

aus  lauter  singularen  Strahlen  besteht. 

Der  Büschel  der  Polargewinde  eines  jeden  dieser  Strahlen  besteht 
aus  Gebüschen,  deren  Axen,  die  Polaren  des  Strahls,  die  weiteren  Tan- 
genten der  0  in  dem  singularen  Punkte  sind,  der  dem  Strahle  zuge- 
hört; sie  bilden  also  den  Büschel  in  d  um  den  zweiten  Schnitt  des 
Strahls  mit  dem  Kegelschnitte  [d].  Die  einzelnen  Strahlen  desselben 
sind  somit  projectiv  den  Systemen  S/  zugeordnet.  Die  demselben 
e  S^^  zugeordneten  Polaren  der  verschiedenen  Strahlen  von  (Ejö) 
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lanfen  in  einen  Punkt  von  [d]  zusammen.  Denn  die  Polargewinde 
dieser  Strahlen,  welche  dem  S/  zugeordnet  sind,  bilden  einen  Büschel, 
weil  die  Strahlen  dies  thun,  und  beide  Büschel  sind  projectiv;  sämmt- 
liche  Polargewinde  sind  Gfebüsehe,  also  bilden  ihre  Axen,  das  sind 
nnsere  Polaren,  ebenfalls  einen  Büschel,  der  auch  zu  {E,  S)  projectiv 
ist.  Die  entsprechenden  Strahlen  schneiden  sich  stets  auf  [ö];  also 
liegt  auch  der  Scheitel  des  Polarenbüseheis  auf  diesem  Kegelschnitte. 
So  wird  jedem  Systeme  S/  von  B  (F^)  ein  Fmikt  eines  jeden  der  Kegelr 
scknüte  [d]  zugeordnet. 

Einem  84,^1  ist  ein  Polargewinde  zugeordnet,  das  sich  auf  f;  stützt; 
da  es  für  einen  Strahl  von  {E,  S)  ein  Gebüsche  ist,  so  liegt  dessen 
Axe  in  Fi  und  geht  deshalb,  als  Strahl  von  d,  durch  den  Doppelpunkt 
D  auf  [i5],  welcher  der  Nullpunkt  von  §  in  Bezug  auf  JJ-  ist  oder, 
was  dasselbe,  der  der  singulärea  Ebene  S  von  C;^  zugehörige  singulare 
Punkt  ist. 

In  unserer  Frojectiittaf  i>md  dahet  den  "iiftlenien  Si,i  diese  6  Doppel- 
pxnkte  zugeordnet,  also  ist  bie  die  um  bchon,  beliamite,  in  welcher  jedem 
8^^  der  Pimlct  E  entspricht,  welche}  de)  d  m  detn  S^  zugeordneten  con- 
singulä/ren  Complexe  mkommt  (Nr.  540). 

Duales  gilt  für  einen  Büschel  (D,  i). 

Da  dei  Bischd  dei  K.egel     die  von  eiuem   l  ehfbi^  n  iuuLte    m  (79 
die  Complexe   des     }    Biischels   kommei      3  tbenenia^it,     ntbalt     s 
haben  wir 

Von  den  stngulaten  Flaihen  ^{^  )  die  su  den  Nebencomple loi  1 
eines  gegebenen  Complexes  F^  gehoten  und  unter  denen  suJi  dessen  sm 
guläre  Flaciie  'S  'ielbst  hefindd,  gehen  5  d%uch  einen  beliebigen  FnnH  und 
heruhren  3  eine  beheb  ige  Ebent 

Die  4  Grundetiahlen  jenes  Kegelhusehels  fuA  die  4  smguUiei 
Strahlen  von  I  '  Lasten  wii  ilao  den  Punkt  auf  die  0  f  illen  nach 
S,  so  vereinigen  sieh  zwei  vi.n  ihnen  m  den  zu  S  gehmgen  smgi 
lären  Strahl  &  (fvr  524)  von  den  3  Bbenenpaaren  %  ereinigen  aicl 
daher  zwei  in  das  zu  F^  gehoiige  hibenenpaai    dessen  Doppelhnie  a  ist 

Biiich  einen  Punkt  det  singulaten  Flaclie  0  des  F^  geht  dte  sin 
gidäre  Fludie  eines  emsigen  {von  F'  tejscinedeiien)  Nebencomplexes  A 

Die  Sehnittcurven  der  *  mit  den  ^(jf)  überziehen  *  einfach 

Ist  8  ein  Punkt  der  Curve  2"-"',  auf  der  die  dreipunktig  beiuhitn    ObO 
den  singuläreD  Strahlen  von  F^  tangiren,  so  fallen  in  s  sogar  3  von 
den  singulären  Strahlen  des  F^  zusammen  (Nr.  547);  also  fallen  alle 
3  Ebenenpaare  des  Kegel  biischels  in  das  zu  F'^   gehörige  Ebeuenpaar 
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zusammen.  Demnach  ergiebt  sich  P*^  als  SeliDitt  der  0  mit  einer 
$  (A^)  für  den  Fall,  wo  ^^  sieh  mit  T^  vereinigt,  oder  ist  Durchschnitt 
der  Fläche  *  mit  der  singularen  Fläche  desjenigen  Nebencompleses, 
der  dem  F^  unendlich  nahe  benachbart  ist.  Sie  ist  also  Grenzlage 
von  Schnittcurven  der  0  mit  andern  Flächen  4.  Ordnung,  mithin  selbst 
eine  solche  Schnitt eurve.  Für  jede  der  andern  Haupttangenten-Gurven 
der  0  ergiebt  sieh  dasselbe  vermittelst  des  consingulären  Complexes, 
dem  sie  zugehört,  und  seiner  Nebenconiplexe.     Also: 

Die  HatipUcmgmten-Curven  der  Kummer' sehen  Fläche  sind  Grund- 
atrven  von  Fläckmhüsdidn  4.  Ordnung  oder  können  mit  jedem  Funkte 
durch  eine  Fläche  4.  Ordnung  verbunden  werden.*) 

Die  16  Büschel  (E,  ä),  sowie  die  16  Büschel  (D,  b)  gehören  ganz 
zur  Congruenz  S  der  singulären  Strahlen  von  F^,  also  zu  allen  Com- 
plexen  J.^;  folglich  liegen  die  Punkte  E  und  J)  auf  allen  0{J'')  und 
die  Ebenen  d,  s  berühren  sie. 

Der  Kegelbüschel  aus  einem  Punkte  E  oder  I)  besteht  aus  lauter 
Ebenenpaaren  mit  der  einen  festen  Ebene  ö,  bezw.  i,  die  veränderliche 
nmss  sich  also  um  eine  Gerade  drehen.  Ebenso  bestehen  die  Curven- 
schaaren  in  ä  oder  in  s  aus  lauter  Punktepaaren  mit  dem  einen  festen 
Punkte  E,  bezw.  I);  der  zweite  Punkt  durchläuft  eine  Gerade. 

Für  einen  Punkt  D  aber  hat  sich  in  dem  zu  F^  gehörigen  Ebe- 
nenpaare auch  die  zweite  Ebene  mit  s  vereinigt;  folglich  liegt  auch 
die  Axe  des  Büschels  der  zweiten  Ebenen  in  s  und  ist  Doppellinie 
aller  Ehenenpaare,  gemeinsamer  singulärer  Strahl  aller  ^. 

Wenn  ein  Büschel  von  Kegeln  2,  Grades  mit  3  vereinigten  Grund- 
strablen  übergeht  in  eine  —  in  unserm  Falle  parabolische  —  Involution 
von  Ebenenpaaren,  so  geht  jener  3  Grundstrahlen  reprasentirende 
Strahl  iß  die  gemeinsame  Doppellinie  über.  Bewegen  wir  uns  also 
auf  der  dem  Complexe  F^  zugehörigen  T^'^  der  Berührungspunkte  der 
dreipunktig  fcangirenden  singulären  Strahlen,  so  fällt  jener  Strahl  stets 
in  diesen  singulären  Strahl,  eine  Erzeugende  von  V;  gelangen  wir 
daher  in  einen  der  Punkte  D,  so  ergiebt  sich  der  ausgezeichnete  sin- 
gulare Strahl  (3.  Ordnung)  Sß  (Nr.  5i9),  und  dieser  wird  also  gemein- 
same Doppellinie  aller  Ebenenpaare  oder  gemeinsamer  singulärer  Strahl 
aller  J^.     Die  duale  Betrachtung  ergiebt  das  nämliche  für  die  sj. 

Die  Nehencomplexe  A^  von  F^  haben  33  gemeinsame  singulare  Strah- 
len: die  Strahlen  So  und  ss,  welche  fii/r  F^  vierpunMig  herührende  singu- 
lare Strahlen  sind. 


ind  für  daa  Folgende  Keye,  Journal  f.  Mathematik  Bd.  97 
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Die  BerüJmmgsehene  einer  ^(A^)  in  einem  Funkte  D  geht  daher 
stets  durch  Sd,  die  ScJmittcurve  von  0  mU  0{A^)  hat  in  D  einen  Doppel- 
punkt, dessen  Tangenten  die  beiden  Schnittkanten  des  Kegels  [D}  mit  det- 
Deriihrungsehene  sind;  von  ihnen  ist  sb  stets  die  eine.  Wenn  A^  in  F^ 
übergeht,  so  fällt  die  Bertthrungsebene  iu  die  Tangentialebene  £ 
des  Kegels  (D)  längs  So.  Der  Punkt  D  wird,  wie  wir  schon  wissen, 
für  die  Curve  2'"',  die  wir  als  Sclinittcnrve  in  diesem  Falle  erhalten, 
Rückkehrpunkt  mit  s/,  als  B.ückkehr-Tangeute  und  s  als  Schmiegungs- 
ebene. 

Ebenso  ergiebt  sich  durch  die  duale  Betrachtung  jede  der  Ebenen 
d  als  Doppel-Beriihrungsebene  des  Torsus  der  die  0  und  eine  0(A^) 
zugleich  beiuhienden  Ebenen  und  als  Wende  ßeiuhiuiigsebeue  von  T' 
mit  Sä  als  Tangente  und  E  als  Beiührungspunlit 

TFßHM  dl'io  auch  die  Schnitlciirve  der  0  mit  der  btngulaten  Flache 
des  dem,  F'  unendlich  fu^en  A^  Haitpttangenten  Cw  oe  T^°  ist  und  zwar 
die  dem  F  suyehoitge,  so  fallen  keineswegt  die  übrigen  Schnittcurven 
{0,0{A'')]  mit  den  iibrigen  Haapttangenten  Curven  msamnmi  Denn 
jene  haben  m  den  D  Doppelpunkte,  diese  ßuctkehi punkte,  von  jenen 
geht  durch  jeden  Punkt  der  Flache  nur  eine,  von  diesen  7wei 

Wii  können  wie  oben  ^eiunden  wuide,  jede  dei  Haupttangenten 
Curven  dtr  0  mit  einem  beliebigen  Punkte  P  durch  eme  Flache 
4.  Ordnung  veibmden,  \on  dem  einfach  unendlichen  F^  Systeme  ^j, 
das  sich  so  eigiebt,  gehen  duiuh  leden  Punkt  2,  die  Punkte  auf  0 
beweisen  dies,  da  ja  duich  jeden  /wei  Curven  1^    laufen 

Ein  einfach  unendliches  i^'^'-System,  von  dem  durch  jeden  Punkt 
zwei  Flächen  gehen,  ist  immer  in  einem  i^"-Netze  enthalten;  denn  ein 
gemeinsamer  Punkt  von  3  Flächen  des  Systems  ist  auf  allen  gelegen, 
weil  auf  mehr  als  zweien  (vergl.  Nr.  544).  Also  haben  die  Flächen 
unseres  i*'*-Systems,  ausser  den  Punkten  D,  noch  32  Punkte  gemein, 
einschlieasheh  P, 

Daraus  folgt  weiter,  dasa  die  F*-jBüschel  durch  die  Saupttangenten- 
Curven  von  0  ein  doppelt  u/nendliches  F*- System  2^  bilden,  von  dem 
durch  zwei  beliebige  Pmthte  ä  gehen. 

Dieses  System  befindet  sich  in  einem  F^'-G-ebOsche. 

Es  seien  F^*,  F^,  F^,  F^  4  unabhängige  Flächen  des  Systems, 
d.  h.  solche,  die  nicht  schon  demselben  Netze  angehören  und  die  also 
ein  Gebüsche  G  bestimmen;  3  bestimmen  ein  Netz  ^  in  G  und  das 
durch  irgend  einen  (von  den  D  verschiedenen)  Grundpunkt  desselben 
bestimmte  einfach  unendliche  System  S^  gehört  zu  demselben;  ein 
zweites  Tripel  aus  jenen  4  Oonstituenten  liefert  ein  anderes  Netz  JV"  in 
G  mit  einem  zweiten  Systeme  2^,';  jeder  aber  von  unsern  erzeugenden 
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Jf^-Büscheln  hat  eine  Fläche  in  S^  und  eine  im  allgemeinen  von  ihr 
verschiedene  in  S^',  also  befindet  sich  der  ganze  Büschel  in  G. 

680  Wir  erinnern  uns,   dass  die  Paare  verknüpfter  Gebüsche  Ü^,  S^' 

von  r'^  durch  die  Gewindenetze,  für  welche  die  Regeischaaren  dieser 
Gebüsche  selbst  die  Basen  sind,  zu  den  quadratischen  Systemen  ©/ 
führen,  in  denen  die  eonsingulären  Complexe  enthalten  sind. 

Wir  wollen  diese  Systeme  jetzt  als  Polarflguren  der  durch  F^ 
gehenden  jS/  in  Bezug  auf  das  Hauptsystent  M^^  nachweisen.*) 

Es  sei  r  ein  beliebiges  Gewinde,  11  sein  Polargewebe  in  Bezug 
auf  ein  System  S/,  in  dem  der  Complex  F^  enthalten  ist;  F'  das 
Gewinde,  das  sich  auf  11  stützt  oder  zu  ihm  nach  dem  Hauptsystem 
H^^  polar  ist.  Ist  F  ein  Gebüsche  [l],  so  ist  I*  dasjenige  Polar- 
gewinde von  l  in  Bezug  auf  F^,  welches  dem  Systeme  iS/  zugeordnet 
ist.  Auch  F'  bestimmt  F  eindeutig;  denn  zu  jedem  F'  giebt  ea  ein 
zu  ihm  nach  HJ'  polares  Gewebe  i7  und  zu  diesem  ein  Gewinde  F, 
von  dem  es  das  Polargewebe  nach  S/  ist. 

Durchläuft  F  einen  Büschel,  so  thut  es  auch  F',  imd  umgekehrt; 
also  beschreibt  F'  ein  quadratisches  System  4.  Stufe,  5/^,  wenn  F 
sich  durch  S^  bewegt.  Zwei  in  Bezug  auf  3^  conjiigirte  Gewinde  F 
und  Fl  sind  harmonisch  zu  den  Schnitten  ihres  Verbindungsbüschels 
mit  S^,  also  sind  auch  ihre  Polargewebe  harmonisch  zu  den  Tangen- 
tialgeweben  dieser,  und  demnach  wiederum  die  in  Bezug  auf  JT/  po- 
laren Gewinde  jener  zu  den  ebenfalls  nach  H^^"  polaren  dieser  Gewebe, 
d.  h.  zu  den  Schnitten  des  Verb iuduugsbüscli eis  der  ersteren  mit  jS/^; 
wenn  also  F  und  F^  in  Bezug  auf  S^  conjugirt  sind,  so  sind  es  F' 
und  fj'  in  Bezug  auf  S/^;  oder  aus  einem  Gewinde  F  und  seinem 
Polargewebe  in  Bezug  auf  S/  ergeben  sich  F'  und  sein  Poiargewebe 
in  Bezug  auf  jS/^  Wenn  wir  zunächst  8/^  entstehen  Hessen  durch 
ein  Gewinde  T',  das  sich  auf  ein  Tangentialgewebe  von  S^  stützt, 
so  sehen  wir  jetzt,  dass  auch  das  Tangentialgewebe  von  S/^  in  F' 
sich  stützt  auf  dasjenige  Gewinde,  in  dem  jenes  das  System  S^   berührt. 

Es  falle  r'  mit  F  zusammen,  dann  hat  F  in  Bezug  auf  H^  und 
auf  S^^  das  nämliche  Polargewebe,  also  auch  in  Bezug  auf  alle  Sy- 
steme des  Büschels  beider,  d.  h.  des  B(r^),  und  ist  Fundamental- 
gewinde von  F^;  aber  es  stützt  sich  dann  auch  auf  sein  Polargewebe 
nach  jS/^,  also  ist  es  auch  Pundamentalgewinde  für  r"^,  den  in  S^'^ 
enthaltenen  Complex. 

"*)  Vergl.   für   das  Folgende  wiederum  Keyo,   Journal  f.  Mathematik  Bd.  95 
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Das  r',  welches  einem  Gebüsche  [^j  zugehört,  ist,  wie  oben  schon 
erwähnt  wurde,  Polargewinde  des  l  in  Bezug  auf  r*^,  und  die  Polare 
l'  von  l  in  Bezug  auf  F^  ist  Polare  von  l  in  Bezug  auf  dies  Polar- 
gewinde; denn  l  und  l'  sind  Leitgerade  des  Grutid-Strahlennetzes  aller 
Poiargewinde  von  l. 

Wenn  nun  l'  die  l  sehneidet,  so  muss  das  Polargewinde  F'  ein 
Gebüsche  sein,  dessen  Axe  l^'  in  dem  Büschel  W  sich  befindet;  [?j'J 
stützt  sich  auf  das  Polargewebe  von  [l]  in  Bezug  auf  j?/  oder  ist  zu 
ihm  nach  U^^  polar;  also  ist  das  Gewebe,  das  sich  auf  [l]  stützt  oder 
zu  ihm  nach  U^^  polar  ist,  Polargewebe  von  [?/]  nach  S/^,  oder  [l] 
ist  Polargewinde  von  i/  in  Bezug  auf  F'^;  d.  h.  auch  die  Polare  von 
?j'  in  Bezug  auf  dieses  Polargewinde  ist  unbestimmt  jeder  Strahl  des 
genannten  Büschels.  Scheitel  und  Ebene  desselben,  welche  singulär 
sind  für  F'-',  sind  es  auch  für  J"^;  T'^  ist  consingulär  zu  F^. 

Wenn  also  die  durch  F^  gehenden  Systeme  S^  in  Bezug  auf  H^ 
polarisirt  werden,  so  ergeben  sich  Systeme  S/^,  welche  durch  die  con- 
singulären  Complexe  gehen. 

Man  kann  auch  sagen: 
^  Unter  detv  Tanyeiiiidigewehen  eines  S^    durch  F^  giebt  es  ao',  weldic 
einen  Grundstrahl  haben;  diese  Grundstrahlen  erzeugen  den  consingiüären 
Complex. 

Wir  wissen  aus  Nr.  619,  dass  die  consiugulären  Complexe  in  den 
Systemen  @/  enthalten  sind. 

Die  jetzt  erhaltenen  Systeme  S/^  sind  mit  den  ©/  identisch. 

Denn  jedes  Gewinde  F  von  S^  gehört  zu  2  Reihen  von  Netzen, 
weiche  dem  Systeme  angehören:  ihre  Grund -Begelschaaren  bilden 
2  Reihen  in  der  Schnittcongruenz  des  F  mit  dem  consingulären  Com- 
plexe, der  durch  die  Leitschaaren  der  ßegelschaaren  des  Gebüsche- 
paars von  F^  entsteht,  dem  S/  zugeordnet  ist;  diese  Netze  befinden 
sieh  dann  ganz  in  dem  Tan  gentialge webe  von  F  (Nr.  669),  und  da  F' 
sich  auf  dies  Gewebe  stützt,  so  stützt  es  sieh  auf  alle  diese  Netze 
und  geht  durch  die  Leitschaaren  der  Grund-Regelsehaaren  derselben, 
d.  h.  durch  Regelschaaren,  die  zu  dem  genannten  Gebüschepaare  selbst 
gehören,  befindet  sich  also  in  dem  @/,  das  diesem  Gebüschepaare  und 
dem  S^^  zugeordnet  ist.  Also  jedes  zu  S^'^  gehörige  Gewinde  gehört 
auch  zu  ©/,  womit  die  Identität  bewiesen  ist. 

2wei  msammmgehorige  Gemndesysteme  ß^^  und  iS/  —  jenes  ge- 
bildet durch  die  Gewinde,  welche  durch  die  Begelschaaren  eines  Paars 
verlmüpfter  Gebüsehe  2^,  S^  mn  F^  gehen,  dieses  durch  die  Gemjide, 
welche  durch  deren  Leitschaaren  gehen  —  sind  su  einander  in  Besug  auf 
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das  Haapisyslem  polar.  Dies  leßndet  sich  sowohl  unter  den  S^,  als  unter 
den  @4^*) 

Und  swiscken  den  Gewinden  der  beiden  Systeme  S^  und  'B.^,  tvelche 
SU  einander  gehören,  haben  wir  eine  eindeutige  Beziehung: 

Jedem  Gewinde  des  einen  Systems  ents^idtt  im  andern  dasjenige, 
welches  sich  auf  das  Tangeniiälgewebe  des  ersten  stützt.  Oder  ein  Gewinde 
von  ©4*  schneidet  F^  in  einer  Congruens,  von  der  ein  Faar  Regelschaar- 
Beihen  im  mgeordneien  Gebüschepaare  2g,  U^'  sich  befindet;  das  Gewinde 
durch  die  confocak  Congruens,  welche  die  Leitschaaten  enthäU,  ist  das 
entsprechende  in  S^^.  Und  ebenso  schneidet  jedes  Gewinde  von  S,*  tn  den 
sugeordnefen  consingulären  Con^ilex  eine  Congruens  mit  swei  Begelschaar 
'Reihen,  deren  Leitschaaren  in  2^3,  S3  sich  befinden  und  im  entspnthni 
den  Gewinde  von  ©/  enthalten  sind. 

Entsprechende  Gewinde  sind  stets  in  Involution, 

1  Die  5*/  bilden,  wie  wir  wissen,  einen  Büschel:  Basis  ist  das  System 

S.^^(r^,  der  Inbegriff  der  Gebüsche,  welche  die  Strahlen  von  U^  y.a 
Äxen  haben. 

Daher  bilden  die  ©^^  etne  Schaar:  gemeinsame  Tangentialgewd)e  von 
allen  sind  die  Gewebe,  welche  sich  auf  die  genannten  Gebüsche  stützen, 
also  die  Gewehe,   welche  die  Strahlen  von  F^  gn  Grundstrahlen  haben. 

Das  Tangentialgewebe  eines  S/  in  einem  der  Basis  H^^{F^)  an- 
gehörigen  Gewinde,  also  in  einem  Gebüsche,  dessen  Axe  g  zu  F^  ge- 
hört, stützt  sich  auf  dasjenige  Tangential  gewin  de  des  F^  in  g,  das 
dem  S/  zugeordnet  ist.  Folglich  wird  ©^^  von  dem  Gewebe  (ß)  (d.  h. 
mit  dem  Grnndstrahle  g),  welches  sich  auf  das  Gebüsche  [g]  stützt, 
in  diesem  Tangentialgewinde  berührt. 

Die  einem  besUmmten  S^  mgeordneien  00^  Tangentialgewinde  gehören 
SU  dem  entsprechenden  ®^^  und  sind  die  Serührungsgewinde  desselben  mit 
den  allen  'B^  gemeinsamen  Tangentialgeweben. 

Ein  gemeinsames  Gewinde  zweier  ©^^  stützt  sich  auf  ein  gemein- 
sames Tangentialgewebe  der  beiden  correspondirenden  ä/.  Wir  nähern 
eins  dieser  S/  dem  andern;  die  beiden  Gewinde,  in  denen  sie  von 
diesem  Tangentialgewebe  berührt  werden,  nähern  sich  und  da,  so  lange 
die  Vereinigung  noch  nicht  stattgefunden  hat,  das  eine  dem  einen, 
das  andere  dem  andern  S^  zugehört,  so  rücken  sie  auf  ein  Gewinde 
der  Basis  Il^'^{F^)  zu;  also  stützen  sich  die  gemeinsamen  Gewinde 
zweier  unendlich  naher  ©4^  auf  die  Tangentialgewebe   des   einen  S,," 

*)  Klein,  Mathem.  Annalen  Bd.  3  S.  224;  Reje,   Journal  f.  Matheni.  Od.  98 
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in  einem  Schnittgewinde  mit  dem  unendlich  nabeUj  demnach  in  einem 
Gebüsche  [g\  von  Il^^(r^)  und  sind  die  Tangentialgewinde  des  V^,  die 
dem  ersten  S"/  zugeordnet  sind;  also  ist  der  obige  Ort  3.  Stufe  der 
Tangentialgewinde  von  F^  in  denen  @,^  von  den  gemeinsamen  Tan- 
gen tialge  wehen  beruht t  wir]  1er  Schnitt  mit  lern  menllieh  nahen 
©/;  odei  de  I  hej  ff  aHi  Tanqenti tljeii  nlp  le  F  t,i  liP  Ei  e 
lojype     1er  S^ 

Duck  jedes  Gemnd  F  jfhei  5  von  der  Sjtenen  ©/  denn  die 
5  Paare  ßegelschaar  Re  1  en  n  dei  tongnenz  jT^r"  gehoien  zu  el  enso 
vielen  Gebuscheia^ieo    und  diesen  s  nd  d  e  ©^^    zigeoiduet 

Foljltch  hPi   hen  a  eh,  5  mter  dm   '5/  et   gejeberes  G-euebc 

AVir  wollen  nun  in  unsere  @/  Schia  —  welche  ebenso  wie  der 
iS/'B  sthel  de  Rehe  1er  cons  ng  liien  Lomilese  i  s  w  imumsal 
ist  —  eine  Pi  jectivitat  legen  lie=ie  luft  m  einem  Cew  ndel  sei  cl  5^ 
eine  Correspondenz  [10,  10]  hervor.  Denn  durch  jedes  Gewinde  F  von 
S^  gehen  5  Systeme  ©/;  die  ihnen  in  dem  einen  Sinne  entsprechenden 
Systeme  liefern  5.2  Gewinde  F*  in  S^,  und  ebenso  correspondiren 
jedem  F*  10  Gewinde  F.  Indem  die  Projectivität  aber  zwei  vereinigte 
Elemente  hat,  ergeben  sich  2.2  sich  seibat  entsprechende  Gewinde 
dieser  Correspondenz;  die  16  übrigen  Ooincidenzen  sind  Gewinde  von 
S,,  in  denen  sich  zwei  verschiedene  entsprechende  Systeme  ©/  schnei- 
den. Lassen  wir  nun  unsere  Projectivität  in  eine  solche  übergehen, 
in  der  jedem  Systeme  ©^^  das  ihm  (auf  der  einen  Seite)  benachbarte 
correspondirt,  so  erhalten  wir  die  in  S^  befindlichen  Gewinde  der 
Enveloppe  der  @/  oder  Tangentialgewinde  von  J"^. 

Die  Tangentialgemnde  von  F^  bilden  ein  System  4.  Stufe  16.  Grades. 

Unter  den  S^  haben  wir  6  ausgezeichnete  mit  Doppelgewinde  Fi,  683 
die  Sl  .\  als  Tangeutialgewebe  eines  solchen  Systems  im  weiteren  Sinne 
gelten  alle  Gewebe  durch  T,-,  yon  denen  jedes  zwei  des  allgemeinen 
Falls  repräsentirt.  Einem  jeden  S^^  entsprechend  ergiebt  sieh  unter 
den  @/  das  (doppelte)  Gewebe  ©;  der  sich  auf  F,  stützenden  Gewinde. 
Aber  im  engeren  Sinne  hat  S^ .  00^  Tangeiiti(ügewehe,  jedes  allen  Gewinden 
eines  der  00*  von  Fi  ausgekmden  Büschel  von  8^^  zugehörig,  also  auch 
den  beiden  Gebüschen  dieses  Büschels;  und  das  Gewinde  von  @/,  das  sich 
aiff  ein  solches  TangenUalgewebe  von  S^  ^  stüM,  ist  das  Taitgentialgewinde 
von  F^,  das  in  den  Äxen  der  beiden  Gebüsche  berührt  (Nr.  633).  Zu 
jedem  dieser  Gewinde  gehören,  als  Tangeutialgewebe  des  ausgearte- 
ten ©/,  die  Gewebe,  die  sich  auf  die  Gewinde  dea  Bttsehels  in  Sf. 
stützen, 
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6S3  Wir  fanden  oben,  dass  jedes  Gewebe  5  Systeme  S^  tangirt,  und 

erkennen  sofort,  dass  von  deu  5  Berührun gagewinden  je  zwei  zu  ein- 
ander conjugirt  sind  in  Bezug  auf  die  beiden  Systeme,  die  in  ihnen 
berührt  werden;  also  sind  sie  cODJugirt  in  Bezug  auf  alle  Systeme  von 
B(r*)  und  daher  auch  in  Bezug  auf  II^%  also  gegenseitig  in  Involu- 
tion. Andrerseits  sind  sie  alle  5  in  Involution  zu  dem  Gewinde,  das 
auf  das  gegebene  Gewebe  sich  stützt. 

Ein  beliebiges  Gewinde  V  und  die  5  Geicmde,  m  denen  Systeme  aus 
dem  Büschel  B  (V^)  von  dem  Gewd>e  berührt  loerden,  welches  auf  jenes 
sich  stüttst,  bilden  stets  eine  Gnippe  von  6  Gewinden  in  Involution. 

Ist  das  gegebene  Gewinde  ein  Fundamental -Gewinde  F,,  des  V^, 
80  ergiebt  sich  die  Gruppe  aller  6  Fund  amental -Gewmde;  „berührt" 
werden  die  5  andern  Sl^  im  weiteren  Sinne,  indem  das  sich  auf  I^ 
stützende  Gewebe  durch  ihre  Dop pelge winde  gebt, 

Die  5  Gewebe,  welche  sieb  bezw.  auf  die  5  Berührungsgewinde 
stützen,  gehen  je  durch  T"  und  die  4  andern  B er Ührungsge winde  und 
sind  in  I"  die  Tangentialgewcbe  der  5  durch  dies  Gewinde  gehen- 
den ©.^l 

Wenn  von  den  5  Systemen  ^^,  welche  durch  r"  gehen,  zwei 
sich  vereinigen,  so  vereinigen  sieh  auch  zwei  von  den  berührten  S/j 
sowie  die  Gewinde,  in  denen  sie  berührt  werden;  da  diese  aber  in  In- 
volution sind,  so  kann  die  Vereinigung  nur  in  einem  Gebüsche-  ge- 
schehen (I,  Nr,  108),  und  weil  dies  auch  auf  T'  sich  stützt,  so  liegt 
seine  Axe  in  T'\  als  Gebüsche  eines  der  5/  hat  es  seine  Äxe  in  P^, 
und  da  T'  sieh  auf  das  Tangentialgewebe  des  Gebüsches  in  Bezug  auf 
das  Si  stützt,  so  ist  es  das  Tan gentialge winde  von  F^  in  dieser  Axe. 
Von  den  durch  ein  Tangentialgewinde  von  F^  gehenden  5  Systemen 
©/  hohen  sich  zwei  vereinigt  und  swar  in  dasjenige  ©4^,  dessen  corre- 
spondirendem  yS/  das  Tangentialgewinde  zugeordnet  ist. 

Unter  den  5  Systemen  @/,  die  durch  ein  Gebüsche  \l]  gehen, 
befindet  sich  immer  M^^;  in  jedem  der  4  andern  ist  l  ein  Strahl  des 
in  ihm  enthaltenen  consingulärea  Complexes,  und  so  sehen  wir,  im 
unser  frUher  erhaltener  Sats,  dass  äwrch  jeden  Strahl  4  von  den  consin- 
gulären  Gorrvplexen  gehen,  sich  als  Specialfall  des  allgemeineren  SatMS 
eiyiebt,   dass   durch  jedes  Gewinde  5  Systeme  aus  der  Schaar   der   S^^ 


684  Zu  jedem  Strahle  l  haben  wir  einen  Büschel  von  Polargewinden, 

jedes  einem  5/  aus  dem  Büschel  B(r^)  zugeordnet.  Von  den  beiden 
Gebüschen  eines  Büschels,  deren  Axen  l  selbst  und  seine  Polare  l' 
nach  r^  sind,  ist  das  erstere  immer  dem  Hauptsysteme  H^'^  zugeordnet. 
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Nun  haben  wir  weitet  gefunden,  dass  diejenigen  l,  deren  ßinem 
bestimmten  S^  aus  B(r^)  zugeordnete  Polargewinde  Gebiisclie  sind, 
einen  der  Nebencomplexe  A^  erzeugen;  die  Äsen  solcher  Gebüsche 
können  dann  nur  die  Polaren  l'  dieser  l  sein,  und  es  fragt  sich,  was 
für  einen  Comples  sie  erzeugen.  Die  Polaren  abei-  der  Strahlen  eines 
Complexes  2.  Grrades  erzeugen  einen  Complex  14.  Grades  (Nr.  576); 
in  unserm  Falle  jedoch,  wo  der  Nebencomplex  A^  durch  die  Congruenz 
S  der  aingulären  Strahlen  geht,  von  denen  jeder  alle  Strahlen  seines 
^-Tangentenbüschels  zu  Polaren  hat,  sondert  sich  der  Tangenten- 
complex  12.  Grades  der  ^  ab,  und  es  bleibt  em  Complex  vom  2  Grade 

Also  bilden  auch  die  Axm  der  Gebüsche,  die  au  äe^i  tinem  he'itimm 
im  8^  des  Büschels  B(r^)  sugeoräneten  Folaigmindeii  gehören,  etnc» 
Complex  3.  Grades. 

Nennen  wir  diesen  (zum  Nebencomple->ce  P  nach  r  polaren) 
Complex  jt'^*) 

Wenn  p  ein  Strahl  des  Polargewindes  von  l  ist,  welches  dem  yS^^ 
y,ugeordnet  ist,  so  heisst  das  (Nr.  675):  das  Gebüsche  [p]  gehört  zu 
dem  Polargewebe  von  [l]  in  Bezug  auf  S,^,  oder  [p]  und  [l]  sind  in 
Bezug  auf  8/  conjugirt. 

Es  seien  Ij^,  \  die  in  einem  gegebenen  Strahlenbüschel  (P,  ra) 
befindliehen  Strahlen  von  A^,  ?,',  '3'  ihre  Polaren,  also  zu  A'^  gehörig; 
dies  sind  die  Leitgeraden  des  Grund -Strahlenuetzes  des  Büschels  der 
(dem  yS/  zugeordneten)  Polargewinde  der  verschiedenen  Strahlen  von 
(P,  %)  als  die  Axen  der  Gebüsche  in  diesem  Büschel.  Der  Büschel 
(P,  3t)  enthält  aber  auch  zwei  Strahlen  q^,  g/  von  A'^\  sie  sind  die 
Polaren  von  zwei  Strahlen  gj,  q^  ^°^^  ^^i  letztere  müssen  l^,  l^  treffen. 
In  der  That,  fg/]  ist  Polargewiode  von  q^  für  jS/;  in  ihm  befinden 
sich  ?!,  l^,  weil  sie  g/  treffen;  also  sind  [y,  [i^]  dem  \_q^\  in  Bezug 
auf  S^  conjugirt,  und  q^  gehört  auch  den  Polargewinden  von  l^,  \ 
an,  trifft  deren  Axen  l^,  ^';  und  dasselbe  gilt  für  q^- 

Die  Polargewebe  der  Gewinde  eines  Netzes  S^  in  Bezug  auf  S^ 
bilden  selbst  ein  Netz;  d.  h.  sie  gehen  sämmtlich  durch  das  in  Bezug 
auf  8^  zu  A3  polare  Netz  8^  (Nr.  669).  Nehmen  wir  an,  S.j,  sei  ein 
Bündel  [P]  oder  ein  Feld  \%\  von  Gebüschen  (Nr.  669).  Die  Polar- 
gewinde der  Strahlen  von  P  oder  %,  d.  h.  die  Oerter  der  Äsen  der 
Gebüsche,  die  in  den  Polargeweben  (der  den  Strahlen  als  Axen  zuge- 
hörigen Strahlen geb tische)  enthalten  sind,  geheu  daher  alle  durch  den 
Ort  der  Axen  der  Gebüsche  in  S^',  also  durch  die  Leitschaar  der 
Grund-Regelschaar  von  S^'.     Nennen   wir  diese  Leitschaar  die  Polar- 

'■'")  Hierzu  vergl   man  Se^re,  Sulla,  geometria  della  i-etta,  Hr.  130  (F. 
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Hegelschaar  des  Punktes  P  oder  der  Ehene  %  in  Besttg  auf  S^.  Die 
Polargewinde  also  aller  Stvalilen  von  P  oder  ra  gehen  durch  diese 
Polar-llegelschaar. 

Nun  haben  wir  in  P  oder  x  einen  Kegel,  bezw.  Kegelschnitt 
von  J^;  für  seine  Strahlen  sind  die  Polargewinde  Gebüsche;  dieselben 
gehen  auch  durch  die  Polar-ßegeUchaar  und  die  Axen  erzeugen  daher 
die  verbundene  Regelschaar,  die  obige  Grund- Regelsehaar,  die  dem- 
nach in  A'^  sich  befindet.  Ihre  Geraden  sind  somit  polar,  in  Bezug 
auf  r^,  zu  den  Geraden  des  P-Kegels,  der  ir-Ourve  von  A*. 

Ferner  haben  wir  aus  P,  in  K  auch  einen  Kegel,  einen  Kegel- 
schnitt von  A'^;  q  sei  ein  Strahl  desselben,  q  der  entsprechende 
Strahl  von  A^.  Es  ist  also  das  Gebüsche  \q']  Polargewinde  von  q; 
in  ihm  befindet  sich  der  P-Kegel,  bezw.  die  jr-Ourve  von  A^  voll- 
ständig. Ist  daher  l  ein  Strahl  dieses  Kegels  oder  dieser  Curve,  so 
sind  die  Gebüsche  [l]  und  [g]  in  Bezug  auf  Ä/  conjugirt,  q  gehört 
auch  zum  Polargewinde  von  l,  das,  weil  l  zu  A^  gehört,  ein  Gebüsche 
ist  mit  der  Äse  l',  der  in  A'^  befindlichen  Polare  von  l.  Jeder  q 
trifft  also  die  Polare  l'  eines  jeden  ü;  die  q  und  die  l'  bilden  zwei 
verbundene  Regel  seh  aar  on.  Die  der  l'  ist  aber,  nach  dem  Voran- 
gehenden, die  Regelschaar,  welche  der  Polar-Regelschaar  von  P  oder 
rc  verbunden  ist;  also  erfüllen  die  q  diese  Polar- Regelschaar  selber, 
Sie  ist  in  A^  enthalten,  und  die  Polaren  ihrer  Geraden  erfüllen  den 
P-Kegel,  die  Ji-Cnrve  von  A'^. 

Somit  haben  wir  zwei  verbundene  Rcgp/schaaren,  ton  dfnen  die  eine 
m  A^,  äie  cmdere  zu  A'^  gehört:  die  er'yttre  ist  die  Polar  Begelschaar 
von  P  oder  %  in  Bemg  auf  da^enige  S^,  dem  A^  und  i  ^  mgeordnet 
sind,  die  emdere  die  Qrund-Segelschaaj  des  Netzes,  diireh  dob  die  Polar- 
gewebe aller  Gebüsche  des  Bimdels  [P]  oder  des  Felde''  [je]  in  Bezug 
auf  SJ  geheiz. 

Lassen  toir  P  den  gansm  Baum  durchlaufen,  bo  ethalten  u.»  tm 
Begelschaar-G-ehüsche  von  A^,  und  A"  ist  consingulat  sv.  A^,  weil  er  die 
verbundenen  Rege  Ischaar  en  enthält,  und  da,  wenn  x  den  Baum  dwth 
läuft,  derselbe  consinguläre  Comples  1  ^  sich  eigiebt,  &o  ist  das  dabei 
entstehende  Begelschaar-Gebüsche  von  P  m  dem  vorigen  vetlnupft  In 
der  That,  wenn  P  und  %  ineident  sind,  &o  haben  sie  einen  Strahlen 
böschel  gemein.  Seinen  Strahlen  entspricht  em  Büschel  von  Polar- 
gewinden,  und  in  dessen  Grund- Strahlen  netze  sind  die  Polar-Uegel- 
schaaren  von  P  und  it  enthalten;  folglich  tragen  sie  einander.  Dreht 
man  also  3i  um  P,  oder  bewegt  P  in  jt,  so  erhält  man  Felder  von 
Eegelschaaren  in  A\ 

Jedes   der   6   Fundamental-Gewinde  von   T'^  transformirt   P^,    ein 
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jedes  von  den  Paaren  verknüpfter  Regelsehaar -Gebüsche,  also  jedes 
der  zugeordneten  Systeme  8^,  die  Congrueiiz  S  der  singulären  Strahlen 
und  jeden  der  Complexe  A^  und  A'^  in  sich  selbst.  Dalisr  sind  die 
Fi  auch  Fimdamental- Gewinde  für  diese  Complexe  A^,  A'^  {Nr.  618).*) 
üass  ein  A^  und  ein  A''',  welche  zu  einander  gehören,  dieselben 
Fundamental-Gewinde  haben,  folgt  aus  ihrer  eben  erhaltenen  Ooo- 
aingularität. 

Die  verschiedenen  Complexe  A^  bilden  einen  Büschel;  also  füllen  685 
die  Complexcurven  in  jr  diese  Ebene  einfach  ans.  Die  Polaren  der 
Tangenten  einer  jeden  dieser  A^-Complexciirven  in  a  bilden  eine  Hegel- 
sckaar,  und  zwar  offenbar  eine  Regelschaar  der  Congntens  (3,  2)',  die 
durch  die  Polarett  der  Strahlen  von  Ji  entsteht  (Nr.  570),  und  wir  er- 
halten eine  Begelsdiaar-Beihe  in  dieser  Congrnenz,  von  der  in  jedem  der 
Complexe  A'^  sich  eine  Begelschaar  befindet.  Die  verbundenen  Regel- 
schaaren  bilden  eine  Reihe  in  einer  der  confocalen  Oongruenzen;  diese 
Regelscbaaren  siad  die  Polar -Regeischaaren  der  %  in  Bezug  auf  die 
einzelnen  6'/  von  B(r^). 

Daher  erzeugen  auch  die  Polar  -  Hegelschaaren  einer  Ebene  %  in 
Besug  auf  die  versehieäenm  durch  T^  gehenden  S/,  welche  Segelschaaren 
m  den  verschiedenen  A^  gehörest,  eime  Congruens  (3,  2),  die  confocal  ist 
SU  der  Congnmis  (3,  2)'  der  Polaren  der  Strahlen  von  %.  Sie  ist  die 
früher  behandelte  Congruenz  (3,  2)"  der  Strahlen,  welche  in  it  fallende 
Polaren  haben,  oder  der  Polaren  der  %  in  Bemg  auf  die  Complexlcegel 
aiis  den  Punlcten  von  %  (Nr.  570). 

Wir  fanden  ja  auch,  dass  die  Polaren  der  Geraden  einer  Polar- 
Regelschaar  die  Complescurve  von  A'^  in  re  umhüllen. 

Jede  (gerade  ist  Polare  für  9  Gerade  (Nr.  577),  die  sieh  auf  9 
von  den  Complexen  A^  vertheilen. 

Demnach  gehen  durch  jeden  Strahl  9  von  dm  Complexm  A"^. 

Bemevkenswerth   sind    die   Complexe  A^  und  A'^,    die  zu  einem  686 
Doppel gebü sehe  Ss,i  nnd  dem  zugeordneten  Systeme  S^  ^  gehören. 

Es  sei  Pi  das  entsprechende  Eundamental-Gewinde,  ein  Doppel- 
gewinde dieses  Systems  Sl  ^. 

Wir  fanden  (Nr.  577):' 

Die  r^-Polaren  der  Strahlen  eines  Pundamental-Gewindes  von  F^ 
erzeugen  ebenfalls  dieses  Gewinde  und  zwar  derartig,  dass  jeder  Strahl 
desselben  zu  7  andern  Strahlen  des  Gewindes  als  Polare  gehört. 

Aber  der  Strahl  gehört,  wie  wir  eben  sagten   noch  zu  zwei  andern 


*)  Segre,  Jouraal  f. 
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Strahlen  als  Polare,  und  da  die  Geraden,  deren  J'^-Polaren  ein  Ge- 
winde bilden,  selbst  einen  Complex  3.  Grades  erzeugen  (Nr.  568),  so 
entsteht  durch  diese  beiden  weiteren  Geraden  der  Complex  2.  Grades, 
welcher  mit  Fi  den  eu  T;  gehörigen  derartigen  cubischen  Complex 
zusammensetzt. 

In  einen  Tangentenbüschel  (5',  a)  von  $  sendet  Fi  die  zu  Q''  ge- 
hörige Doppeltaugente,  die  dann  als  solche  noch  zu  einem  zweiten 
Tangentenbüschel  gehört.  Die  singulären  Strahlen  in  diesen  Tangenten- 
büscheln haben  die  Doppeltangente  zur  gemeinsamen  Polare;  da  sie 
imn  nicht  selbst  zu  Ff  gehören,  denn  eben  nur  die  Doppeltangente 
gehört  in  jedem  der  beiden  Büschel  im  allgemeinen  zu  F,  so  befinden 
sie  sich  in  dem  zweiten  Bestandtheil  des  eubigchen  Compleses,  in  dem 
vom  2.  Grade.  Polglich  geht  dieser  durch  die  Congruenz  S  der  sin- 
gulären Strahlen  und  ist  ein  Nebencomplex  A^  des  F^;  der  zu  ihm 
polare  Complex  ji'^  ist  das  Fnndamental-Gewinde  F/,  doppelt  ge- 
rechnet, in  dem  ja  eben  jeder  Strahl  von  Fi  für  2  Strahlen  dieses 
A^  Polare  ist. 

So  neigt  eich,  dass  von  den  beiden  einem  Doppelgebilsche  Ez,i  mi- 
gehörigen  Complexen  A^,  A'^  der  zweite  das  ehenfalls  dem  2^3,.  sugeord- 
nele  Fundamental-Gewinde  Fi,  doppelt  gerechnet,  ist. 

Der  andere  sei  A?.  Von  den  9  Sirahlen,  für  welche  ein  Strahl  von 
Fi  Polare  ist,  liegen  7  auch  in  Fj,  die  beiden  übrigen  in  A,^. 

Zwischen  Fi  und  A^  besteht  also  eine  Correspondenz  [1,  2].  Da 
ein  l  von  Ai^  eindeutig  seine  Polare  V  in  Fi  bestimmt  und  diese  wie- 
derum eindeutig  den  zweiten  Strahl  l-^  in  A?,  von  dem  sie  Polare  ist, 
und  l  aus  l^  ebenso  hervorgeht,  so  ist  die  Beziehung  swischen  dem  su 
demselben  Strahle  l'  von  Fi  gehörigen  Strahlen  l  und  l^  von  A?  ein- 
deutig und  involittorisch.  Lassen  wir  also  V  in  Fi  eine  ßegelfläche 
durchlaufen,  so  durchlaufen  l  und  l^  involutorisch  die  entsprechende 
Regelfläche;  jene  sei  ein  Strahlenbüschel  (P,  je)  von  Fi,  so  können 
wir  denselben,  doppelt  gerechnet,  auffassen  als  Coraplexkegel  von  Ai'^ 
für  den  Punkt  P  und  die  correspondireude  involutorische  Regelfläche 
in  Ai'  ist  die  Polar- Regel  seh  aar  von  P  in  Bezug  auf  S\  ..  Aber  wir 
können  ihn  auch  ais  Complexcurve  von  %  ansehen  und  dieselbe  Regel- 
schaar  wird  Polar-Regelschaar  von  %. 

Im  allgemeinen  Falle  bilden  die  Polar-Regelschaaren  der  Punkte 
P  und  der  Ebenen  jr  zwei  verknüpfte  Gebüsche  im  Nebencomplexe 
A^\  hier  sind  diese  Gebüsche  zu  einem  Doppelgebüsche  zusammen- 
gefallen, und  jede  der  Polar-^gelschaaren  ist  sugUich  Folar-liegelschaar 
für  einen  Funkt  P  imd  eine  Ebene  n,  die  dann  cäs  NuUpunht  und 
Nullebme  in  Bezug  auf  Fi  . 
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Das9  bei  eiaem  S^  ^  an  Stelle  7011  J,'^  das  Gewinde  F;  tritt,  kann 
mau  auch  daraus  ableiten,  daes  V,,  als  Doppelgewinde  von  Sf  ^,  zu 
allen  Polarge  weben  gebort,  also  in  dem  Easisnetze  S./  der  Polar- 
gewebe  der  Gewinde  eines  Netzes  S^,  speciell  eines  Bündels  [P]  oder 
eines  Feldes  [u]  von  Gebüsebeu  sich  befindet.  Die  verbundenen 
Regeischaaren  der  Grand -Eegelschaaren  dieser  Netze  S^',  die  Polar- 
Eegelschaaren  der  F  oder  w  in  Bezug  auf  S^  .  erfüllen  den  Ji^,  und 
die  Gruud-Regelschaaren  selbst  den  J/^.  Nun  ist  aber  H  in  allen 
Netzen  enthalten,  also  ist  er  das  Erzeugniss  aller  ihrer  Grund-ßegel- 
sehaaren. 

Innerhalb  P;  haben  wir  eine  Correspondef)%s  [1,  7]  zwischen  den  V 
und  /,*)  und  die  Gruppen  der  7  Strahlen  l,  welche  dieselbe  Polare  l' 
haben,  sind  geschlossen,  da  aus  jedem  von  ihnen  die  sechs  übrigen 
in  gleicher  Weise  sich  ergeben;  ao  dass  die  Beziehung  zwischen  den 
zu  demselben  l'  gehörigen  l  involutoriseh,  aber  nicht  eindeutig  ist. 


Die   linearen  Systeme   niedrigerer   Stufe   in   einem  quadratischen 
Systeme  4.  Stufe  von  Gewinden. 

Da  jedes  quadratische   System   4.  Stufe   S^    von  Gewinden  durch  687 
einen  Complex  F^  geht,   so  können  wir  aus  einem  durch  einen  Com- 
plex  2.  Grades  gelegten  S^  die  allgemeinen  Eigenschaften  eines  solchen 
Systems  ablesen. 

Mn  S^  besitzt  gwei  getrennte  Systeme  von  Netzen  von  Gewinden, 
jedes  aus  oo^  Ndsen  bestehend,  deren  Grund-ßegeischaaren  die  Leit- 
schaaren  der  Regeischaaren  des  einen  und  des  andern  der  beiden  ver- 
knüpften Gebüsche  von  i"^  sind,  denen  S/  zugeordnet  ist. 

Zwei  Regeischaaren  des  F^  aus  demselben  Gebüsche  befinden 
sich  in  dem  nämlichen  Gewinde,  also  gilt  dies  auch  für  die  Leit- 
achaaren {I,  Ni-.  98).     Mithin: 

Zwei  Neige  von  8^'  aus  demselben  Systeme  haben  ein  Getvinäc  gemein. 

Zwei  Regelsehaaren  von  /"*  aus  verknüpften  Gebfischen  befinden 
sich  im  allgemeinen  nicht  in  demselben  Gewinde  oder  aber,  wenn  sie 
sich  tragen  (zweimal  sehneiden),  in  einem  Büschel  von  Gewinden. 


*)  Auf  diese  Correspoadenz  in  emera  Gewinde  ist  alier  nicht  das  Covi'üapon- 
denz-Princip  in  der  Form,  wie  ea  in  I,  Nr.  y06  ausgeaproclien  wurde,  ananwenden, 
weil  sie  nicht  eine  endliche  Zahl  von  Coincidensieni  hat,  sondern  ucendiich  viele, 
alle  Strahlen  von  FT.. 
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Zwei  Netze  des  S/  «iis  vetschiedenen  Systemm  hahen  tm  aMgemexnen 
lein  Gewinde  gemein,  tm  besondern  FoUp  c^xr  glewit  emen  gansen  Baschel 

Im  Sauptsysteme  S^  sind  die  einen  Nitze  die  Bündel,  die  andern 
die  Felder  von  Strahlengebäseken;  odei  m  dei  kürzeien  Ausdrucksweise, 
bei  der  die  Strahlengebüsche  durch  ihre  Äsen  ersetzt  werden 

Die  Netze  S^  des  Hauptsystems  sind  die  &ti ahlenbundel  und  die 
Strahlen  fei  der;  zwei  Felder  oder  zwei  Bündel  haben  einen  Strahl  ge- 
mein, ein  Feid  und  ein  Bündel  im  allgemeinen  keinen,  im  besoudem 
Falle  einen  ganzen  Strahlenbüschel. 

Ein  Gewinde -Uebüs ehe  S^  schneidet  S/  in  einem  quadratischen 
Systeme  2.  Stufe  S^^;  denn  ein  in  8^  enthaltener  Büschel  j?i  trifft 
diesen  Schnitt  in  den  2  tiewinden,  in  denen  er  S^  schneidet. 

Geht  aber  S^  durch  ein  in  SJ'  enthaltenes  iSg,  so  ist  der  fernere 
Schnitt  mit  8^^  ein  isweiies  8^,  aber  aiis  dem  andern  Systems;  weil  dem- 
selben Äg  angehörig,  haben  die  beiden  /%  einen  Büschel  gemeinsam; 
oder,  die  Grundgeraden  des  S^  müssen  auf  den  Grund- Regeischaaren 
beider  S^  liegen;  folglich  haben  auch  die  beiden  Regeischaaren  von 
r^,  deren  Leitschaaren  diese  sind,  zwei  Gerade  gemein,  tragen  ein- 
ander und  gehören  zu  verknüpften  Gebüschen  des  Oomplexes. 

Ist  S^  das  Hauptsystem,  so  hat  man: 

Wenn  ein  Gebüsche  8^  von  Gewinden  durch  einen  Bündel  (oder  ein 
Feld)  von  StrahUngebüschen  geht,  so  enthält  es  noch  ein  Feld  {oder  einen 
Bündel)  von  Gebüschen.  Denn  die  Grundgeraden  des  8^  müssen  durch 
den  Scheitel  des  Axen-Bündels  gehen;  also  schneiden  sie  sich  und 
erweitern  sich  zu  einem  vollen  Strahlenhüsehel ,  der  allen  Gewinden 
von  S^  gemeinsam  ist;  seine  Ebene  trägt  die  Äsen  des  Feldes. 

Sagen  wir  von  swei  solchen  in  demselben  S^  enthaltenen  S^  des  S^, 
dass  sie  einander  tragen. 

Jedes  Sg  von  jS/  trägt  oo^  S^  atis  dem  aiidern  Systeme,  so  viele 
als  5^3  durch  S^  gehen.  Ist  p  die  Regelsehaar  von  r%  deren  Leit- 
schaar  die  Basis  jenes  S^^  ist,  so  sind  die  Grund-Regelschaaren  der 
von  8^  getragenen  Netze  die  Leitschaaren  der  von  p  getragenen 
Regel  seh  aar  en  von  F^. 

Ändere  jSg,  als  die  besprochenen,  können  sich  nidit  in  S^^  befinden; 
denn  die  Äxen  der  in  8^^  enthaltenen  Strahlengebüsche  bilden  eben 
den  r*,  durch  welchem  S/  geht;  die  Axen  der  Strahlengebüsche  von 
8^  erfüllen  die  Leitschaar  der  Grund-Regelschaar;  diese  Leitschaar 
muss  also  zu  F^  gehören- 

Strahlennctze  enthält  ein  allgemeiner  Oomplex  2.  Grades  nicht; 
wir  werden  dies  als  eine  Eigenschaft  specieller  quadratischer  Complexe 
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erkennen.     Also  giebt  es  in  dnem  S^^  keine  linearen  Systetne  von  höherer 
als  3.  Stufe. 

Dass  es  in  S^    oo^  Netze  giebt,  Izann  man,  ohne  Seransiehung  des  688 
in  $4^  enthaltenen  Complexes,  in  folgender   Weise  erkennen: 

Es  sei  r  ein  Gewinde  von  i5/,  II  sein  Polar-  oder  Tangential- 
gewebe,  der  Schnitt  2.  Grades  3.  Stufe  /ZS/  besteht  (Nr.  669)  aus 
oo^  von  r  ausgehenden  Büscheln,  jedes  Gewinde  Z*  desselben  gehört 
einem  solchen  Büschel  an,  wie  auch  umgekehrt  jeder  von  F  ausgehende 
Büschel  von  8^  sich  in  II  und  IlS^  befindet.  Daher  ist  der  Büschel 
ri"  in  n  und  in  II',  dem  Tan gentialge webe  von  f,  enthalten  und 
demnach  in  dem  Schnitte  2,  Grades  2.  Stufe  S^^  ^  S^^nn'.  Sei  T" 
ein  diesem  Schnitte,  aber  nicht  dem  Büschel  Fr"  angehöriges  Ge- 
winde, so  sind  rr',  rr"  in  n  enthalten,  also  das  ganze  Netz  rTT"; 
ebenso  ißt  es  in  n'  enthalten.  Wie  FF',  so  befinden  sich  auch  FF", 
F' F"  in  S/.  Alle  von  F  ausgehenden  Büschel  von  JI  berühren  S^^ 
in  r,  die  dem  Netze  FF' F"  angehÖrigen  schneiden  dann  noch  je  in 
einem  Gewinde  von  FT",  also  fallen  sie  in  5/;  und  somit  gehört 
dies  Netz  ganz  zu  S^'  und  bildet  einen  Theil  von  S^^-  Ersetzt  man 
F"  durch  ein  ausserhalb  dieses  Netzes  befindliches  Gewinde  von  S/, 
so  ergiebt  sieb  das  zweite  Netz,  das  natürlich  auch  durch  den  Büschel 
rr'  geht  und  mit  dem  ersten  zusammen  y?^^  bildet. 

Nun  sind  F,  F',  F"  oo*-,  oo%  ocMach  bestimmbar;  in  jedem  be- 
stimmten Netze  aber  ist  jede  der  3  Constituenten  cxj^-fach  bestimmbar. 
Folglich  ist  die  Mannigfaltigkeit,  in  der  wir  nach  der  vorangehenden 
Methode  in  S^^  Netze  herstellen  können,  4  +  3  +  2  —  3-2  =  3. 

FF"  und  im'  sind  polar  in  Bezug  auf  S^  und  jener  Büschel 
liegt  in  diesem  Gewebe;  folglich  muss  der  Schnitt  S^''  von  JT//'  mit 
5/  in  zwei  Netze  zerfallen  (Nr.  669). 

Wir  erwähnten  eben,  dass,  wenn  F  za  S^''  gehört,  der  Schnitt  von 
Ä'/  mit  dem  Tau  gentialge  webe  11  von  F  aus  co''  von  F  ausgehenden 
Büscheln  besteht,  und  umgekehrt,  jeder  Büschel  aus  F  in  S/  ganz  in 
JI  und  HS^  sich  befindet.  Da  nun  ein  Büschel  bei  jedem  seiner 
Gewinde  sich  in  dieser  Weise  ergiebt,  so  erbalten  wir: 

Si    hesitzt  co*+^~^,  also  oo^  Büschel. 

Jedes  Netz  enthält  oo'^  Büschel. 

Wir  haben  uns  zu  überzeugen,  dass  diese  oo"  Büschel  nur  die  in 
den  Netzen  von  S^^  enthaltenen  sind  und  jeder  Büschel  zu  einer  end- 
lichen Zahl  von  diesen  Netzen  gehört. 

Es  sei  also  Si  ein  Büschel  von  S^•,  die  Tangentialgewebe  aller 
seiner  Gewinde  enthalten  ihn;    sie  bilden  einen  Büschel,  dessen  Basis 
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ein  Gebüsche  8g  ist.  Dies  Gebüsche  admeidet  S^  in  einem  S/,  zu 
welchem  S^  gehört;  und  dies  S^^  zerfällt  in  zwei  Netze,  welche  beide 
dnreh  5,  (den  obigen  Fr")  gehen  und  zu  verschiedenen  Systemen 
gehören. 

Umgekehrt,  jedes  durch  S^  gehemSe  ganz  zu  S/  gehörige  Netz 
ist  den  Tangentialgeweben  alier  Gewinde  von  Si  gemeinsam.   Also: 

Durch  jeden  Büschel  von  S/  gehen  Z  Netse,  die  in  diesem  Systeme 
ganz  enthalten  sind  tmä  2m  verschiedmen  Systemen  seiner  Netse  gehören. 
Daraus  ergiebt  sich  von  neuem,  daas  S/  oo^~^  Netze  enthält. 

Enthält  S^  ein  Doppelgewinde  Ty,  so  befindet  sieh  dies  in  allen 
Poiargeweben,  also  auch  in  S^  und  gehört  daher  dem  S^^,  als  dem 
Schnitte  von  S^  mit  S/,  doppelt  an;  da  ein  Sg  ^ß'"  Doppelgewinde 
haben  kann,  so  gehört  Vg  zu  beiden  Netzen,  welche  den  Schnitt  S/ 
zusammensetzen.  Deuken  wir  uns  8j  als  Büschel  eines  beliebigen 
Netzes  von  S/,  so  folgt: 

Jedes  Nets  S^,  das  in  einem  System  S^^  mit  Doppelgewinde  erd- 
haüm  ist,  geht  durch  dieses  Gewinde. 

Wir  wissen  (Nr.  649,  650),  dass  die  Büschel  von  5^^  sich  auch 
so  ergeben.  Wenn  g,  g  zwei  Strahlen  des  F^  sind,  von  der  Beschaff'en- 
heit,  dass  die  beiden  Regelachaaren  p,  q  dea  Complexes,  die  sieh  in 
ihnen  schneiden,  zu  den  verknüpften  Gebüschen  X^,  S^  gehören,  denen 
S^  zugeordnet  ist,  so  befindet  sich  der  Büschel  durch  das  Strahlen- 
uetz  \g ,  j/']  in  S^.  Sind  X,  l'  die  Leitschaaren  von  q,  q',  so  gehören 
die  Netze  (A),  (;i')   ebenfalls   zu  SJ'  und   gehen   durch   diesen  Büschel. 

Weil  es  im  Ganzen  oc'  Netze  in  S/  giebt,  so  müssen  durch 
jedes  Gewinde  F  von  S^^  00^+^-*,  also  00'  Netze  gehen,  die  dann 
natürlich  alle  im  Tangential  gewebe  voq  T  sieh  befinden.  Es  besteht 
daher  der  Schnitt  von  S/  mit  dem  Tangentialgewebe  von  F  aus  zwei  ein- 
fach unendlichen  Systemen  van  Neigen,  so  jedoch,  dass  jedes  Gewinde  des 
Schnitts  (und  der  es  mit  F  verbindende  Büschel)  sowohl  in  einem  Netze 
des  einen,  als  in  einem  Netze  des  andern  Systems  sich  heßnäet  und  also 
die  Gewinde  der  Netze  des  einen  Systeme   schon  den  Schnitt  ausfüllen. 

Die  verschiedenen  voq  F  ausgehenden  Büschel  eines  Netzes  des 
einen  Systems  sind  ihm  gemeinsam  mit  den  verschiedenen  Netzen 
des   andern. 

Die  Leitschaaren  der  ßegelschaaren  zweier  verknüpfter  Gebüsche 
von  F^  bilden  zwei  verknüpfte  Gebüsche  eines  eonsingulären  Com- 
plexes; ein  Gewinde  F  dea  zugeordneten  Systems  S^  enthält  aus 
jedem  dieser  Gebüsche  eine  ßeihe,  und  die  Netze  durch  die  Regel- 
schaaren  dieser  beiden  Reihen  sind  die  durch  F  gehenden. 

Im  Hauptsysteme   gehört  jedes  Strahl  enge  bUsche   zu  cx>'  Büudeln 
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und   zu  c»^  Feldern  von   Strahlengebüschen,    oder   seine   Axe   zu   ao'- 
Bündeln  und  zu  oo^  Feldern  von  Geraden. 

Der  Grad  n  eines  Systems  2.  Stufe  S^"  in  jS/  ist  die  Anzahl  der  G89 
Gewinde,  die  es  mit  einem  S^  gemein  hat  oder  mit  dem  S^^  in  dem 
dieses  das  S/  schneidet;  zerfällt  dieser  Schnitt  in  zwei  Netze  S^,  so 
vertheilen  sich  die  gemeinsamen  Gewinde  auf  dieselben.  Es  habe  S^" 
also  l  Gewinde  in  dem  Netze  S^  aus  dem  einen  Systeme ,  m  =  n  —  l 
in  dem  Netze  Sg'  aus  dem  andern. 

Zu  zwei  Regeischaaren  des  JT^  aus  demselben  Gebüsche  giebt  es 
immer  co'-  Regelachaaren,  welche  beide  zweimal  schneiden;  daraus 
folgt,  dass  es  zu  zwei  Netzen  von  S^^  aus  demselben  Systeme  oo'-  aus 
dem  andern  giebt,  welche  mit  beiden  durch  ein  8^  verbunden  werden 
können.  Daraus  wiederum  ergiebt  sich,  dass  die  Zahl  l  für  alle  S^ 
und  die  Zahl  m  für  alle  S/  die  nämliche  ist. 

Projiciren  wir  nun  unser  System  S./^  oder,  mit  genauerer  Bezeich- 
nung, jSg*+^  aus  einem  festen  Gewinde  i^  von  S/  auf  ein  Gewebe  @^ 
durch  Büschel.  Da  sind  diese  Büschel  zu  unterscheiden  in  solche, 
welche  in  S^"  fallen,  und  solche,  die  es  nicht  thun.  Jene  liegen  alle 
in  dem  Tau gentialge webe  //„  von  Fq,  und  die  Schnitte  mit  ©^  fallen 
in  den  Schnitt  des  Gebüsches  'B^^^'.^^n^^  mit  S/,  welcher  ein  @g^ 
ist.  Jedes  der  oo^  Netze  iS^  durch  rj,  schneidet  ©^  in  einem  Büschel 
und  ebenso  jedes  der  Netze  S2  durch  Pq,  Wir  erhalten  so  'S./  erfüllt 
mit  zwei  Systemen  von  Büscheln,  ebenso  wie  eine  Fläche  2.  Grades 
mit  zwei  Geradenschaaren  erfüllt  ist.  Jedes  Gewinde  von  ©2^  rührt 
von  einem  ganz  zu  5/  gehörigen  Büschel  her,  weil  es  sich  in  dem 
Schnitte  von  77^  mit  yS/  befindet;  durch  diesen  Büschel  geht  ein  jS^ 
und  ein  S^'  von  den  durch  Tg  gehenden;  d.  h.  durch  jedes  Gewinde 
von  ©/  geht  aus  jedem  der  beiden  Systeme  ein  Büschel,  und  jeder 
Büschel  des  einen  Systems  von  ©^^  schneidet  jeden  des  andern.  Die 
l  Gewinde,  welche  S^"  mit  jedem  durch  F„  gehenden  S^  von  S^^  ge- 
mein hat,  projiciren  sich  in  l  Gewinde  eines  Büschels  der  ersten  Art 
von  ©2^,  und  ebenso  erhält  jeder  der  zweiten  Art  m  Projectionen,  so 
dass  wir  durch  diese  Projectionen  in  ®/  ein  ©j'+™  erhalten,  das  analog 
ist  zu  einer  Raumeurve  «'™  Ordnung  auf  einer  Fläche  2.  Grades,  die 
deo  einen  Geraden  Z-mal,  den  andern  m-mal  begegnet. 

Jedes  Netz  in  ©4  ist  Schnitt  eines  durch  F^  gehenden  S^,  und 
dessen  n  Schnittgewinde  mit  S^"  bringen  auf  das  Netz  n  Projectionen 
von  Gewinden  des  /Sg".  Folglich  ist  die  Projection  dos  S^"  auf  ©j  so 
beschaffen,  dass  sie  mit  jedem  Netze  dieses  Gewebes  n  Gewinde  ge- 
mein hat;   sie  ist  selbst  n'^°  Grades  2.  Stufe:  ©g™,   aber  in   einem  Ge- 
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webe  gelegen  („eben"),  was  bei  S^"  nicht  der  Fall  ist.  In  dem  'B,'+'" 
schneidet  sie  das  System  ©ä^. 

Es  sei  nun  S/'  oder  genauer  S/'^'"'  ein  zweites  in  S^^  gelegenes 
System  2"*^  Stufe;  seine  Projection  auf  ©4  ist  ein  ©2"';  welches  dem 
©g*  in  einem  ©^'  +""'  begegnet. 

Nach  dem  verallgemeinerteu  Bezout'sclien  Satze  haben  die  in 
demselben  Gewebe  befindlichen  Systeme  2.  Stufe  und  w^™,  bezw.  m'*™ 
Grades  nn  Gewinde  gemein;  zu  diesen  gehören  aber  die  Gewinde,  in 
denen  sich  die  beiden  in  dem  quadratischen  Systeme  2.  Stufe  @/  be- 
findlichen Systeme  1.  Stufe  ©/+"*,  @^''+m'  begegnen.  ©^^  befindet 
sich  in  dem  Gebüsche  ©j,  und  weil  dies  sich  collinear  in  den  Punkt- 
raum von  3  Dimensionen  abbilden  lässt,  so  entnehmen  wir  aus  dem 
bekannten  Cbasles'schen  Satze  über  die  Zahl  der  Begeguungspuukte 
zweier  auf  derselben  Fläche  2.  Grades  gelegenen  Eaumcurven,  dass 
ihre  Zahl  Im  -^  ml'  ist.  Diese  den  Projectionen  ©j"  und  ©2"'  ge- 
meinsamen Gewinde  kommen  von  Büscheln  durch  F^^  her,  die  ganz  in 
jS^^  fallen  und  zwei  verschiedene  Gewinde  von  82"  und  S^"'  projiciren. 
Es  bleiben  also  {l  -\-  m)  (f  -\-  m')  —  Im  ■ — ■  ml'  =  W  -j-  mm,  welche 
von  gemeinsamen  Gewinden  des  S^"  und  des  iSg"'  herrühren,  nämlich  je 
dem  zweiten  Schnitte  des  projicirenden  und  nicht  in  S/  fallenden  Bü- 
schels mit  S^.     Also: 

Zwei  m  einem  guadratisdien  Systeme  4.  Stufe  S^  enthaltene  Systeme 
3.  Stufe,  welche  den  einen  Netzen  von  S^  in  l,  hezw,  l',  den  anda~n  in  m, 
hezw.  id  Gewinden  hegegnen,  haben  IV  +  mm'  Gewinde  gemein.*) 

In  dem  Hauptsysteme  H^",  in  dem  wir  wiederum  die  Gebüsche 
durch  ihre  Axen  ersetzen  wollen,  sind  die  S^  die  Bündel  und  die  S^ 
die  Felder,  und  ein  «8'^'+'"  ist  eine  Strahleneongruenz  l*^  Ordnung  und 
«j.'*''  Klasse  (eigentlich  der  Inbegriff  der  Strahlen gebüs ehe,  welche  die 
Strahlen  dieser  Congruenz  zu  Axen  haben).  Zwei  Congruenzen  S^''^"', 
^2''+""'  haben  W -\- mm'  Strahlen  gemeinsam:  Halphen's  Satz 
(I,  Nr.  34). 

*)  Man  beachte  den  Untemchied  zwischen  den  quadratiacten  Räumen  4  und 
2   Stufe,  es  besteht  der  allgemeine  &T.ti     In  jedem  quadrabscten  K^ume  gerader 

yj^CP  +  i) 
Stufe  2p  giebt  e«  zwei  verschiedene  Sj--teuie  von  je  cxj  linearen  Bäumen 

p*^'  Stute  "ip,  b  Es  schneiden  sieh  zwei  lui  verschiedenen  Systemen  in  einem 
Punkte  und  zwei  aua  denselben  ni'ht,  wenn  p  ungeiade  lat,  hingegen  umgckehit, 
wenn  p  gerade  i-.t  Zwei  in  ö|  befindliche  S'''"',  S^'  ,  welche  den  6^  in  }, 
bezw  1,  den  b'  m  m  beaw  m  Pnnkten  begegnen,  haben  Im  -\- ml  odi»r 
II  -\- m>n  Punkte  gemein,  je  nachdem  p  ungeiade  odei  gpiade  ist  Regie, 
Studii  Bulle  tinadiicbe  eto  Nr  SO  4U,  41  Fui  diespn  ginzpu  Ab'iclinitt  i-t  mit 
begie  >s  Abhandlnng  sehi  nfltzlicli  Reweeen 
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Ein  System  S/  mit  einem  Doppelgewinde  r„  —  deren  der  Büschel  690 
B(F^)  ja  6  enthält  —  bedarf  aber  noch  genauerer  Betrachtung, 

Wir  wissen  (Nr.  688),  dass  jedes  in  ihm  enthaltene  Netz  S^  durch 
das  Doppelgewinde  geht.  Damit  haben  jede  zwei  Netze  des  Systems 
ein  Gewinde  gemeinsam;  die  unterscheidende  Eigenschaft  zwischen  den 
S^  und  den  8^'  hat  aufgehört,  die  beiden  Systeme  von  Netmi  sind  su- 
sammengef allen,  ähnlich  wie  auf  der  Fläche  2.  Grades  mit  Doppelpunkt 
die  beiden  Geradenschaaren,  Dies  entspricht  bei  den  6  derartigen 
Systemen  8\.  in  B(r'^  dem  Zusammenfallen  der  zugeoriJneten  Ge- 
büsche von  liege  lach  aar  en  des  F^.  Haben  zwei  Netze  ausser  F^  noch 
ein  zweites  Gewinde  gemein,  so  schneiden  sie  sich  in  dem  Büscbelj 
welcher  es  mit  r^,  verbindet. 

Jeder  Büschel,  der  T^  mit  einem  beliebigen  Gewinde  von  5/  ver- 
bindet, hat  3  Gewinde  mit  dem  Systeme  gemeinsam  und  gehört  ihm 
ganz  an;  und  so  zerlegt  sich  das  System  S^^  in  oo^  vom  Doppelgewinde 
r^  ausstrahlende  Süsckel  (Eegel  2.  Grades  4.  Stufe).  Da  jeder  mit 
einem  S^  ein  Gewinde  gemein  hat,  so  können  wir  sie  auffassen  als 
die  Büschel,  welche  aus  Fg  die  Gewinde  des  Schnitts  @g^  von  S/  mit 
S^  projiciren;  und  jeder  in  ©3^  befindliche  Büschel  führt  zu  einem 
Netze  von  5/. 

Während  in  einem  allgemeinen  S^  durch  einen  Büschel  nur  zwei 
Netze  gehen,  aus  jedem  der  beiden  Systeme  der  S^  und  der  S^'  eins, 
geiien  jetet  durch  einen  Büschel  Sj  unseres  S^,  der  das  Doppelgetvinde  fj, 
enthält,  00'  Netze.  Das  bangt  damit  zusammen,  dass  alle  Gewinde 
eines  solchen  Büschels  ein  und  dasselbe  Tangentialgewebe  haben 
(Nr.  673). 

Dies  Gewebe  tritt  hier  an  die  Stelle  der  Basis  8^  des  Büschels 
der  verschiedenen  Tangentialgewebe  der  Gewinde  eines  Büschels  in 
einem  beliebigen  S^  (oder  eines  nicht  durch  F^  gehenden  Büschels 
des  jetzigen  S/)  (Nr.  688),  und  an  Stelle  des  Schnitts  8^^  von  83  mi* 
8^  tritt  der  Schnitt  8^  dieses  Tangentialgewebes  mit  S^.  Wie  wir 
dort  vermittelst  eines  in  8^,  aber  nicht  iu  Sy  befindlichen  Gewindes 
F  erkannten,  dasa  das  ganze  Netz  S^F  dem  S^  angehört  und  dieses 
also  in  zwei  Netze  zerfällt,  so  führt  jetzt  ein  F  in  8^,  aber  ausser- 
halb 5j  zu  einem  ganz  in  jS^^  enthaltenen  Netze,  sodann  wiederum  ein 
dem  Sß^,  aber  nicht  diesem  Netze  angehöriges  F  zu  einem  zweiten 
Netze;  und  wir  zerlegen  auf  diese  Weise  uach  mid  nach  8^  in  00^ 
durch  5{  gehende  Netze. 

Umgekehrt,  jedes  in  5/  befindliche  Netz,  zu  dem  ein  bestimmtes 
Gewinde  dieses  vSystems  gehört,  ist  ganz  in  dessen  Tangentialgewebe 
enthalten  (Nr,  669),  also  müssen  alle  durch  den  Büschel  8^  gehenden 
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Netze  von  iS/  in  dem  gemeinsamen  Tangentialgewebe  aller  Gewinde 
von  Ä'i  enthalten  sein. 

Da  nun  auch  jedes  Netz  von  S^  cso^  Büschel  enthält,  welche  durch 
das  Doppelgewinde  F^  gehen,  so  haben  wirr 

In  einem  quadraiischen  Systeme  4.  Stufe  S^  von  Gewinden  mit 
eimem  Boppelgewinde  F^  gelten  durch  dasselbe  oo*  Bilsckel  und  oo"  Netse, 
welclie  so  zu  einander  liegen ,  dass  jeder  von  den  Büscheln  imd  jedes  von 
den  Netsen  mit  oo'  von  den  Netzen,  iesw.  von  den  Büscheln  mddmt  ist. 

In  dieser  Weise  müssen  also  auch  die  co"  Gewinde  und  die  oo" 
Büschel  des  Schnitts  S^^  von  S^  mit  einem  S^,  welche  durch  unsere 
in  Tfi  zusammenlaufenden  Büschel  und  Netze  von  S^^  projicirt  werden, 
gelagert  sein. 

Ein  Bild  davon  gieht  das  S^^  der  Strahlengebösche ,  welche  die 
Strahlen  eines  Gewindes  F  zu  Äsen  haben,  der  Schnitt  des  Haapt- 
systems  Zf/  mit  dem  Gewebe  S^,  das  sieh  auf  V  stütat.  Es  hat  tx>^ 
Gewinde  und  cx)*  Büschel,  entsprechend  den  oo^  Strahlen  und  den  oo' 
Strahlenbüscheln  von  F;  jedes  Gewinde  gehört  zu  oo'  Büscheln,  jeder 
Büschel  enthält  oo^  Gewinde. 

Andere  als  die  durch  das  Dqppelgeivvnde  Fq  gehenden  Netm  mthält 
S^  nickt,  wohl  aber  weitere  BüscJtel  denn  jedes  von  den  Netzen  ent- 
hält ja  oo^  nicht  duich  F^  gehende  Busche!  aber  jeder  solche  Büschel 
befindet  sieh  nur  in  eznem  Netze  das  ausserdem  ja  noch  durch  F^ 
bestimmt  ist.  Und  im)  haben  00°  Bmthel  in  S^^;  also  sind  die  Man- 
nigfaUigJceiten  3  und  'S  det  Netze  and  de*  Büschel  in  S^^  mit  Boppd- 
gewinde  dieselben  wie  tm  allgemeinen  Falle  jedoch  die  gegenseitige  La- 
gerumg  ist  eine  a/ndete. 

691  Bei  den  6  deraitigen  ^jstemen    Si  ^  im  Büschel   B(F^)  ist   dies 

ersichtlich;  denn  die  Doppeigehusche  Si  ,■  enthalten  co^  Rogelschaaren 
p,  die  zugeordneten  Systeme  Z'^ ,  oo-'  Dupel  d.  Die  Leitschaaren  A 
jener  erfüllen  Fi,  und  dies  gehört  daher  zu  allen  Netzen  des  jS^^^.  Die 
Dupel  d  des  ^5,;,  gebildet  durch  irgend  2  Gerade  einer  ßegelschaar 
von  £3,*,  führen  zu  Strahleunetzen,  die  sie  zu  Leitgeraden  haben,  und  die 
durch  dieselben  gehenden  Gewindebüschel  sind  die  Büschel  von  jS^  j.  Sie 
gehen  nur  dann  durch  Fi,  wenn  die  beiden  Geraden  von  d  in  Bezug 
auf  dieses  Gewinde  polar  sind.  Da  A  in  Fi  sich  befindet,  so  trägt  9 
eine  Involution  solcher  polaren  Geraden,  also  gehen  in  jedem  Netz 
{X)  von  8^ .  00^  Büschel  durch  Fi .  umgekehrt  wissen  wir,  daas 
durch  zwei  in  Bezug  auf  Fi  polare  Geraden  co^  Eegelachaaren  p  von 
^s^i  gehen  {Nr.  633);  die  00'  entsprechenden  Netze  (i)  von  S^  ^  gehen 
durch  den  Büschel,  der  das  auf  jene  Geraden  sich  stözende  Strahlen- 
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netz  zur  Basis  liat  und,  wcgon  der  Polarität  der  beiden  Leitgor'iden, 
Fi  enthält. 

Die  ex*  Hegelschaaren  K  in  Tf  hildm  in  dem  seeh--fach  unendlichen 
Inbegriffe  sämmüicher  Begdsckaarm  dieses  Gewindes  em  etgenthumlyshes 
System  ©3,  i  (A).  In  ein  heliebiges  Strahlenneta  von  F;  sendet  dieses  System 
"keine  Begelschaar,  da  die  Leitgeraden  dea  Netzes  dann  auf  dei  Regel 
schaar  p,  von  der  A  die  Leitsehaar  ist,  also  in  F  hegen  mussten, 
was  für  ein  beliebiges  Strahlennetz  von  F;  nicht  gilt  Nut  die  00 
Strahlenneke  von  Fi,  deren  eine  Leitgerade  und  dann  {Ni  541)  mi^h 
die  andere  su  F^  gehört,  enthalten  Regelsckaaren  von  ©3  ,{A)  und  datm 
gleich  co^,  und  umgekehrt  du^ch  jede  der  l  gehen  00^  von  diesen  Netzen, 
offenbar  alle  Strahlennetze  von  Fi,  die  durch  l  gehen 

Ein  Feld  [;i„]  entsteht  durch  die  00^  Regelsehaaien  A,  die  m  den 
00'  Netzen  durch  Ag  sich  befinden. 

Während  die  Gewindenetze  {X),  deren  Grund-Regeiechaaren  A  den 
Eegelschaaren  p  des  DoppelgebÜaches  A,.  verbunden  sind,  das  quadra- 
tische System  S^  i  erzeugen,  entsteht,  wie  wir  wissen,  durch  die  Netze 
(p)  selbst  ein  lineares  System  und  zwar  das  Gewebe  ©,,  das  sich 
auf  Fi  stützt  und  deshalb  durch  die  übrigen  Fundamental- Gewinde 
geht,  das  gemeinsame  Polargewebe  von  F,  iu  Bezug  auf  alle  (von  S|  ^ 
verschiedenen)  Systeme  S^    von  B(r*) 

Der  Schnitt  eines  S/  mit  einem  Geiiebe  S,  enthalt  tm  allgemeinen 
kein  Nets  oder  im  iesondere^t  gleich  2  Reihen  lon  00^  Netzen.  In  der 
That,  da  8^  stets  zu  einem  bestimmten  B(r'^)  gehört,  -io  sind  die 
Leitschaaren  der  Grand -Regel  seh  aar  en  dei  Netze  von  S^  die  Eegel- 
schaaren der  beiden  verknüpften  Gebüsche  £^,  S^,  denen  S^  zu- 
geordnet ist,  die  Leitschaaren  hingegen  der  Grund -Regelsehaaren  der 
Netze  von  S^  sind  die  Regeischaaren  des  Gewindes  F,  auf  das  S^  sieh 
stütat.  Nun  sendet  die  Schnittcongruenz  F^F  nicht  in  jedes  beliebige 
Gebüechepaar  von  F^  Rege  1  seh  aar  en,  sondern  nur  in  5  und  in  diese 
je  2  Reihen. 

Wenn  S^  ein  Doppelgewinde  F^  hat,  so  sind  die  Gewebe,  die 
dasselbe  nicht  enthalten,  in  der  allgemeinen  Lage;  da  ja  dann  alle 
Netze  von  S^  durch  F^  gehen,  so  kann  keins  in  ein  solches  Gewebe 
fallen.  Geht  aber  8^  dtwch  F^,  so  erhält  man  die  stvei  Reihen  von  ge- 
meinsainen  Netsen  audt  in  folgender  Weise:  Wir  schneiden  S^  dann 
noch  mit  einem  beliebigen  Gewebe  iSf/;  der  Schnitt  von  8^,  8^,  S/ 
ist  ein  S^^  in  dem  S^,  in  welchem  sich  S^  und  S/  begegnen;  dieses 
jS/  hat,  nach  der  Analogie  der  Fläche  2.  Grades,  2  Reihen  von 
Büscheln;  die  Projeetion  aus  F^  führt  dann  zu  2  Reihen  von  Netzen, 
welche  S^*  und  8^   gemeinsam   sind;    denn  jeder  Büschel,   der  F^  mit 
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einem  Gewin'le  des  Schnitts  jS/S/   verbindet,   bat  3  Gewinde  mit  S/ 
gemein  und  gehört  ihm  ganz  au. 

Das  System  S^^  (mit  Fi  als  Doppelgemnäe)  und  das  Gewebe  ©?, 
das  nicht  durch  jT,-  gehi,  haben  also  Icein  Nete  gemein;  das  bedeutet,  dass 
keine  Regelschaar  von  Ss,i  Leitschaar  einer  andern  Begelachaar  des- 
selben Gebüsches  ist;  aber  das  folgt  schon  daraus,  dass  zwei  ver- 
bundene Eegelachaaren  nicht  demselben  Gewinde  angehören. 

Wohl  aber  hat  Sf  .  mit  ©*,  das  durch  Fi  geht,  3  Beihen  von  Netzen 
gemeinsam.  Als  Grund  -  Kegelschaaren  von  Netzen  des  S^  .  befinden 
sie  sich  in  dem  Systeme  ©8,  i(^)  von  H,  d.  h.  sind  Leitschaaren  von 
Regelschaaren  von  Ss,i. 

Jedoch  ihre  Zugehörigkeit  zu  &i  beweist  noch  nicht,  dass  sie  zu 
Z'g/i  gehören;  denn  ©*  hat  insgesammt  oo^  Netze.  Und  sie  können 
es  auch  nicht;  denn  befände  sich  eine  von  diesen  Reihen  von  Regel- 
schaaren  in  Z^g,  t,  so  wäre  sie  eine  Reihe  aus  -T^ff;  die  Leitschaaren 
würden  dann  zu  27s, j  und  zu  Fi,  also  zu  F^JHt  geboren,  und  diese 
beiden  Congruenzen  waten  confocal;  was  einem  früheren  Ergebnisse 
widerspricht  (Nr.  639).  Unsere  beiden  Regelschaar -Reihen  werden 
vielmehr  durch  die  Leitschaaren  derjenigen  Regelsehaaren  von  FTt 
gebildet,  welche  in  .Sg,  *  sich  befinden  (Nr.  638). 

Die  beiden  Systeme  4.  Stufe  der  Regeischaaren  von  F^  und  ihrer 
Leitschaaren  sind,  da  ihre  Stufensumme  unter  der  Mannigfaltigkeit  9 
aller  ßegelschaaren  bleibt,  windschief  gegen  einander.  F'^  enthält 
'keine  Begelschaw  und  zugleich  ihre  Leitschaar.  Das  ist  schon  beim 
Complexe  1.  Grades  F  der  Fall,  obwohl  er  oo^  Regeischaaren  enthält; 
die  Leitschaaren  derselben  sind  die  Grund-Regelschaaren  der  Netze  in 
dem  Gewebe,  das  sich  auf  F  stützt;  gehörte  eine  von  ihnen  auch  zu 
r,  so  würde  dies  zu  dem  Net/.e  und  dem  Gewebe  gehören,  also  zu  sich 
selbst  in  Involution  sein.  Dies  tritt  nur  bei  einem  Strahlen gebü sehe 
ein;  und  da  sind  ja  sogar  oo"  Regelsehaareti  vorhanden,  die  sich  mit 
den  Leitschaaren  vereinigt  haben;  weil  das  Gebüsche  so  viele  Kegel 
2.  Grades  und  Kegelschnitte  enthält. 
692  Die  in  Nr.  680  erhaltene  eindettUge  Beeiehimg  der  Gewinde  zweier 

m  einander  gehöriger  Systeme  ©^^  und  S^^  artet  am,  wenn  dies  Paar 
aus  einem  doppdten  ®i  und  einem  Sf  .  besteht. 

Die  Congruenz  C^,  welche  durch  ein  beliebiges  Gewinde  von  ©; 
in  r^  eingeschnitten  wird  und  2  Regel  seh  aar -Reihen  in  2s,i  sendet, 
hat  die  confocale  Congruenz,  die  durch  deren  Leitschaaren  entsteht, 
in  Fi,  und  dies  Gewinde  ist  ständig  das  entsprechende  in  S^  ..  Es 
sei  nun  aber  F  ein  beliebiges  Gewinde  dieses  Systems;  dann  gehört 
der  Büschel  FFi  demselben  ganz   an  und  durch  ihn  gehen  oo'  Netze 


y  Google 


in  einem   qvmtlratisi^lieii  ^ysLoiii  4,  ytufe  von  üi;\vindün  247 

von  Sf  .;  oder  in  aeinom  ürimd-Stralilennetae  liabeu  wir  oo'  Regel- 
schaaven  A  aus  dem  Systeme  @3,i-(A)  von  Ff,  d.  h,,  welche  Leitacliaaren 
von  Regel  seh  aar  en  p  von  2a,i  sind.  Diese  q  haben  die  Leitgeradeu 
des  Netaea  gemein;  ihre  Congruenz  hat  dieselben  zu  Doppelstrahlen, 
und  die  Reihe  der  p  vertritt  in  ihr  sogar  2  Paare  verknüpfter  Reihen 
(11,  Nr.  407);  die  l  bilden  keine  confocale  Congrueua,  liegen  sie  doch 
alle  in   einem  Strahlen  netze. 

Die  einschneidenden  Gewinde  aus  &i  sind  die  2?s, ;  zugeordneten 
Tangentialge winde,  von  denen  jedes  zu  zv/ei  Geraden  von  F^  gehör!, 
die  zu  einander  polar  sind  in  Bezug  auf  F,  und  die  Doppelstrahlen 
der  eingeschnittenen  Congruenz  2.  Grades  werden  (Nr.  633).  Daher 
ist  die  Corresptmdenz  swisckm  den  Elementen  von  ©,-  tmd  8f  ^  so,  dass 
einem  beliebigen  Gewinde  von  ®,-  stets  das  Boppelgewinde  Fi,  einem  Ge- 
toinde  aber  von  @f,  das  ein  Tangentialgewinde  ist,  alle  Gewinde  eines 
durch  Fi  gehenden  Büschels  tm%  S^^  etitsprechen. 

Den  beiden  verhnii^ßen  E^elschaar- Seihen  m  2^s,i,  die  durch  ein 
beliebiges  Gewinde  von  @f  ausgesondert  werden,  entspreehen  swei  verknüpfte. 
Leitsehaar-Reihen  in  Fi  oder  genauer  in  @3,;(A),  die  eine  ordentliche  Gon- 
gruens  2.  Grades  erseugen. 

Ein  SU  @j  gehöriges  Tangential- Gewinde  sondert  hingegen  eine  einzige 
{quaternäre)  Beihe  aus,  deren  Ledtschaoi-en  Iceine  Congnwns  2.  Grades, 
sondern  ein  Strahlennets  in  Fi  bilden,  dessen  Leitgerade  die  geineinsamen 
Geraden  aller  Begelschaaren  jener  Reihe  und  die  Doppelstrahlen  ihrer 
Congruenz  sind. 
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von  Gewindeu  durch  eine  Congruenz  2,  Grades,    bezw.   eine  Regel- 

fläehe  4.  Grades. 

Wir  haben  in  Nr.  659,  660  den  Büschel  B(C^)  der  quadratischen  i 
Systeme  3.  Stufe  S^  gefunden,  welcher  durch  eine  quadratische  Con- 
gruenz O  oder  Jff/(C*)  geht  und  in  dem  Gewebe  8^  von  Gewinden 
enthalten  ist,  das  zu  dem  eigenen  Gewinde  F  von  C^  in  Involution  ist. 
In  Bemg  auf  ein  solches  System  S^^  kann  man  das  Folargebiische  eines 
in  §4  befindlichen  Geicindes  F  construi^-en,  d,  h.  in  allen  oo^  von  F  aus- 
gehenden und  in  S^  enthaltenen  Gewindebüscheln  —  und  nur  in  S^ 
enthaltene  Büschel  sehneiden  S/  zweimal  —  das  dem  F  zugeordnete 
vierte  harmonische  Gewinde  in  Bezug  auf  die  beiden  Schnittgewinde 
mit  SJ  construiren:  ihr  Inbegriff  ist  das  Polargebüsche.    Die  zu  Nr.  665 
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analoge  Betrachtung  im  einzelnen  vorzunehmen,  ist  wohl  unnöthig*); 
wir  beschränken  ans  auch  hier,  wie  hei  einem  S^  (Nr.  675),  auf  Ge- 
hSache  als  Polgewinde  und  die  Strahlen  geh  üsche  in  den  Polar  gebü  sehen 
und  ersetzen  diese  StrahlengebÜsche  durch  ihre  Axen.  Da  wir  durch- 
weg in  1S4  bleiben,  so  liegen  alle  fraglichen  Axen  in  f. 

So  erhalt  man,  abgeordnet  einem  bestitttmten  Sg^  von  B[0)  oder  dem 
correapondireaden  Dupelayateme  ©3  von  C^  (Nr.  661),  011  jedem  Strahle 
l  von  r  ein  Folar-SirahUwnetg,  das  durch  die  Axen  der  Strafilenffebüsche 
mtstektj  die  sich  in  dem  Polargebüsche  des  [l]  in  Bemg  auf  S^^  befinden, 
■und  allen  diesen  Polar- StraMennetzen  gemeinsam  eine  Segelschaar.  Diese 
Polar -Strahlennetze  und  diese  Regelsehaar  ergeben  sich,  ähnlich  wie 
in  Nr.  675,  identisch  mit  den  Polar- Strahlennetzen  und  der  Polar- 
Regelschaar,  die  in  Nr.  586  deÖEirt  sind. 

Diese  Ergebnisse  kann  man  einfach  aus  den  auf  F^  bezüglichen 
durch  Schuitt  mit  S^  oder  F  erhalten,  aber  nicht  die  folgenden,  da 
der  Schnitt  eines  StrahlengebÜsehes  mit  einem  Gfewinde  im  allgemeinen 
nicht  ein  singuläres  Strahlenneta  ist. 

Wir  suchten  früher  den  Ort  der  Geraden  l  auf,  deren  Polargewinde 
in  Bezug  auf  ein  gegebenes  S/,  das  durch  F^  geht,  ein  Gebüsche  ist: 
wir  fanden  einen  der  Nebencomplexe  J^  und  als  Ort  der  Axen  l'  dieser 
Gebösehe  —  der  Polaren  der  l  in  Bezug  auf  F^  —  einen  zweiten 
Complex  2.  Grades  A'^. 

Wir  suchen  nunmehr  den  Ort  der  Geraden  /  (in  F),  deren  einem 
bestimmten  S^^  durch  C^  zugeordnetes  Polar-Strahlennetz  singulär  ist; 
wir  erinnern  una  (Nr.  586),  dass  die  Leitgeraden  eämmtÜcher  Polar- 
Strahlennetze  eines  Strahles  l  von  F  die  Leitschaar  der  Polar-Regel- 
achaar  involutoriach  durchlaufen;  l  ist  der  eine,  die  Polare  V  von  l  in 
Bezug  auf  O  der  andere  Doppelstrahl  dieser  Involution,  und  dieser 
wird  Leitgerade  eines  singulären  Polar -Strahlennetzes  (das  mit  der 
Leitgeraden  l  ist  dem  Systeme  H^^S^  =^.  H/{F)  zugeordnet,  das  zu 
B(C')  gehört). 

Wenn  l  in  F  einen  Strahlenbüschel  durchläuft,  ao  beschreibt  das 
Polargewinde  in  Bezug  auf  das  S^^  eines  durch  C^  gehenden  F^,  in 
dem  sich  S^^  befindet,  auch  einen  Büschel,  sein  Schnitt  mit  F,  das 
Polar-Strahlennetz  in  Bezug  aiif  C^,  also  ebenfalls  einen  Büschel,  deasen 
Basis  eine  Regelschaar  von  F  ist;  die  Leitgeraden  dieses  Strahleu- 
netzes  durchlaufen  die  Leitschaar  involutorisch ,  und  zweimal  wird  es 
singulär. 

*)  Und  noch  weniger  ist  es  nothwendig,  iDaerhall)  eines  Geböschea  S^  die 
Polarität  in  Bezug  auf  ein  quadratischeB  System  2,  Stufe  S^'  z«  untersuchen,  da 
wir  ja  Sa  in  den  Punktraum  abbilden  können. 
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Die  Strahlen  l  von  F,  deren  in  Bemg  auf  ein  bestimmtes  B^  durch 
O  genommene  Folar-Strdhlmneise  Singular  sind,  erzeugen  eine  (in  F  be- 
findliche') Gongruenz  2.  Grades  L^.  Wir  nennen  sie  Nebejieoiigrueiiz 
der  C^. 

Die  Leitgerailen  dieser  Strahlenoetze  sind  jo  die  Polaren  l'  der 
Strahlen  l  in  Bezug  auf  Ü\  und  nach  Nr.  589  würden  sie  eine  Con- 
gruenz  10.  Grades  erzengen.  Aber  zur  Congruetw  L^  gehört  die  Segel- 
fläche 8.  Grades  der  singulären  Strahlen,  und  jeder  von  ihnen  hat  oo' 
Polaren,  den  ganzen  Tang  entert  büschel  der  Brennflä«he  *'  in  dem 
Punkte,  in  welchem  er  sie  vierpunktig  berührt;  alle  Polar-Strahlen- 
netKe  eines  singulären  Strahls  sind  singulär  (Nr.  Ö87j.  Diese  Tan- 
gentenbuBchel  oder  Scbmiegungsstrahlen- Büschel  der  singulären  Be- 
rührungscurve  von  C^  erzeugen  eine  Congruenz  8.  Grades  (Nr.  550), 
die  sich  von  der  des  10.  Grades  ablöst.  Es  bleibt  demnach  eine  Con- 
gruenz 3.  Grades  L'^  als  Erzettgniss  der  Leitgeraden  der  singulären 
Strahlennetze,  welche  dem  Systeme  8/  sugeordnete  Fölar-Sf^ahlennetze,  in 
Bezug  auf  O,  der  Strahlen  von  \J  sind. 

Diese  Congruenz  L'^  befindet  sieh  auch  in  f,  da  sie  ja  durch 
Polaren  (von  Strahlen  von  F)  in  Bezug  auf  O  gebildet  wird. 

Jedem  Systeme  S^",  das  durch  C*  geht,  oder  jedem  Dupelsysteme  ©^ 
von  O  ist  daher  ein  solches  Congritensen^Paar  U,  L'^  sugeordnet. 

Jedoch  sMwi,  mjcm«  F^  em  ieliehiger  durch  O  gehender  Complex  694 
2.  Grades  ist,  diese  Congruenzen  nicht  Schnitte,  mit  F,  der  Complexe 
A^,  j(^,  welche  dem  S^  durch  J"^  sugeordnet  sind,  in  welchem  8g^  ent- 
halten ist.  Das  ist  aber  der  Fall,  wenn  F,  das  eigene  Gewinde  von  C^ 
für  F^  Fundamental-Gewinde  ist.  Dann  ist  mnächst  die  Polare  V  eines 
Strahls  l  von  F  in  Bemg  auf  F^  auch  Polare  von  l  in  Bemg  auf  O. 
Denn  V  liegt  in  diesem  Falle,  wie  wir  wissen  (Nr.  541),  auch  in  F; 
folglich  geht  F  durch  die  Leifcgeraden  l,  V  des  Polar-Sirahlennetzes 
von  l  in  Bezug  auf  F^,  und  diese  Geraden  sind  in  der  Leitsehaar  der 
Pol ar- Regel 8 cb aar  von  l  in  Bezug  auf  O  —  dem  Schnitte  jenes  Polar- 
Strahlennetzes  mit  F  —  als  Gerade  von  F  die  beiden  Doppelstrahlen 
der  Involution  in  Bezug  auf  F  polarer  Strahlen.  Diese  Paare  polarer 
Geraden  sind  die  Leitgeraden  der  verschiedenen  Polar- Strahlennetze 
von  l  in  Bezug  auf  C^;  und  der  von  l  verschiedene  Doppelstrahl  V  ist 
die  Polare  von  l  nach  O. 

Wenn  nun  l,  wie  oben,  einen  Strahlenbüscbel  {L,  X)  in  F  durch- 
läuft, so  sind  alle  Polargewinde  in  Bezug  auf  F'^  zu  F  in  Livolution 
(Nr.  541);  betrachten  wir  wiederum  nur  die  Polargewinde  dieser  Strah- 
len, die  dem  durch  S^  gehenden  S^  von  T^  zugeordnet  sind  und  einen 
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Büseliel  bilden,  so  müssen  die  Axen  /j',  l^  der  Gebüsche  dieses  Bü- 
schels wegen  der  Involution  in  F  gelegen  sein;  l^,  \  mögen  die  St-rab- 
leii  von  (L,  A)  sein,  denen  die  Gebüsche  als  Folargewinde  angehören, 
so  befinden  sich  diese  in  dem  Ä'  und  jene  in  dem  A'^,  welche  dem 
8^  zugeordnet  sind. 

Das  Polar- Strahlennetz  von  l^  in  Bezug  auf  C,  welches  dem  S^^ 
zugeordnet  ist,  wird  durch  F  aus  dem  Polargewinde  von  i^  in  Bezug 
auf  r'^,  das  dem  S/  zugeordnet  ist,  ti.  h.  dem  Gebüsche  [/j']  ausge- 
schnitten; und  da  dessen  Äse  in  F  liegt,  so  ist  das  Strahlenneta  ein 
singaliires  mit  dieser  Axe  als  Leitgeraden;  und  ähnliches  gilt  für  l^,  l^. 
Demnach  befinden  sich  \,  l^  in  L^,  l^,  l.^  in  L'^;  und  die  obige  Behaup- 
tung, dass  L^,  L'^  in  A^,  A'^  enthalten  siud,  ist  bewiesen. 

Nun  ist  aber  F,  weil  fundamental  für  F^,  auch  fundamental  für 
A"  und  A'^,  und  daher  sind  L^  und  L'^,  die  Schnitte  dieser  beiden  con- 
singulären  Complexe  l^Nr.  684)  mit  einem  gemeinsamen  Eundamental- 
Gewinde,  selbst  consmgulür  {Nr.  641).*) 

AVenn  es  sich  um  das  System  H^^^F)  im  Büschel  B{0)  handelt, 
so  ist  für  ied.en  durchgehenden  Complex  das  Hauptsystem  H^  das- 
jenige, welches  jenes  in  Rieh  aufnimmt.  Benutzen  wir  wiederum  einen 
Complex,  für  den  F  fundamental  ist,  so  ist,  weil  die  H^^  zugeordneten 
A,  A'^  sich  mit  F^  vereinigen,  ersichtlich,  dass  auch  U  und  L'^  in  O 
fallen. 

695  Der  Büschel  B(C^)  der  S^',   die  durch  C^  gehen,    ist  Schnitt  des 

iiuf  das  eigene  Gewinde  F  von  C^  sich  stützenden  Gewebes  S^  mit 
dem  Büschel  B[F^)  der  S/,  in  welchen  ein  durch  C^  gehender  F^  ent- 
halten ist. 

Dieser  Büschel  kann  sich,  wie  sich  aus  der  selbständigen  Herstellung 
in  Nr.  660  ergiebt,  nicht  ändern,  wenn F^  sich  ändert.  Machen  wir  uns  dies 
direkt  klar.  Es  sei  f",^  ein  zweiter  durch  O  gehender  Complex  2.  Grades. 
Durch  jedes  Gewinde  F'  geht  ein  System  SJ'  aus  dem  Büschel  B(r^)  und 
eins  aus  dem  Büschel  B(ri^};  wenn  F"  zu  S^  gehört,  so  bedeutet  dies, 
(läse  F'  zu  einem  Sg^  aus  dem  Büschel,  der  durch  jenen,  und  zu  einem  aus 
dem  Büsche],  der  durch  diesen  in  S^  eingeschnitten  wird.  Zwei  Syste- 
men S^^  in  einem  S^  ist  ein  jSj*  2.  Stufe  gemeinsam,  in  unserm  Falle 
JI^^(0),  der  Inbegriff  der  Strahlengehüsche,  deren  Axen  die  C^  erfüllen. 
Unsere  beiden  S^^  haben  ausserdem  noch  F'  gemeinsam;  folglich  sind 
sie  identisch.  In  der  That,  ein  Netz  8^  von  Gewinden,  das  zu  8^  ge- 
hört, F"  und  irgend  ein  Gewinde  F"  aus  einem  der  beiden  Sg^  enthält, 

,  Sulla  gcometria,  della 
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schneidet  beide  S^^  in  quadratischen  Systemen  1.  Stufe,  von  denen  das 
eine  V"  enthält  und  welche  F'  und  die  4  Gewinde  gemeinsam  haben, 
in  denen  das  Netz  S^  dem  H^'^^O)  begegnet.  Die  Abbildung  des  Netzes 
in  ein  Punktfeld,  bei  der  diese  Systeme  1.  Stufe  in  Kegelschnitte  über- 
gehen, lehrt,  dasa  sie  zusammenfallen;  d.  h.  r"  gehijrt  auch  zum  an- 
dern S^^. 

Also: 

Die  Büschel  B[r^),  welche  den  lei^cluedenen  dmck  die  quaätahsihe 
Congrueng  C  gehenden  Complexen  2.  Gladem  F  suqehoien,  schneiden  m 
das  lineare  System  4..  Stufe  S^,  welchcb  sich  auf  das  Geimnde  F  von  C'' 
stützt,  einen  und  denselben  Büschel  B(0)  von  S^^  mn,  zu  dein  aucli  das 
System  H^^(r)  gehört,  der  Inbegriff  der  Sttahlmgehuiüire,  deren  Äxen  dab 
Gewinde  F  bilden,  als  Schnitt  von  H^,  das  ja  tn  allen  B{F^)  nit 
halten  ist. 

Ebenso  ist  (Nr.  663)  eine  Regelfläche  4.  Grades  p*  mit  zwei  dop- 
pelten Leitgeraden  u,v  oder  vielmehr  das  System  Öj*((i^)  der  Strahlen- 
gebüsche, für  welche  die  Strahlen  von  p*  Axen  sind,  Basis  eines  Büschels 
von  S^  in  einem  S^.  Dieses  System  S^  ist  das  Gebüsche  von  Ge- 
winden, welches  u,  v  zu  Grundgeraden  hat;  zu  ihm  gehört  das  System 
2.  Stufe  2,  Grades  von  Strahlengebüschen,  deren  Äxen  das  Netz  [n,v} 
erzeugen. 

Der  Büschel  von  82^,  den  wir  8(9*)  genannt  haben,  wird  in  S^ 
durch  den  Büschel  B(J''')  von  S^^  irgend  eines  durch  die  E,egelfläche 
gehenden  Compleses  F'^  oder  durch  den  Büschel  B{C^  von  Sg^  irgend 
einer  durch  sie  gehenden  Congruenz  C^  eingeschnitten. 

Dass  dieser  B(p*)  sieh  mit  F^  o<ier  C^  nicht  ändert,  bedarf  kaum 
eines  Beweises,  weil  wir  uns  innerhalb  eines  S^  bewegen  und  dieses 
ja  auf  den  Pimktraum  abbilden  können,  wodurch  die  S^^  von  B  (3*) 
und  ^1^(0*)  in  die  Flächen  eines  Büschels  2.  Ordnung  und  die  Grund- 
curve  4.  Ordnung  übergehen. 

Jede  quadratische  Congruenz  C^  enthält  00'  Regelflächen  q\  weit  696 
jede  Gerade  eine  ausscheidet  (die  sich  dann  stets  noch  bei  einer  zwei- 
ten Geraden  ergiebt);  da  nun  die  Mannigfaltigkeit  der  p'  16,  die  der 
C^  18  ist,  so  folgt  daraus,  dass  durch  jede  Eegelfläche  p*  00*  Congrttengen 
O  gehen  (18  -|-  4  — 16),  in  jedem  de^~  00^  Gewinde,  die  durch  das  Strnh- 
lenneiz  von  9*  gehen,  oc^,  von  denen  jede  in  dies  Gewinde  durch  00'' 
Complese  F^  eingeschnitten  wird. 

Ebenso  enthält  jeder  F^  ao^  Regelflächen  p*,  seine  Mannigfaltig- 
keit ist  19;  daher  gehen  durch  jede  p*  00*^  Complexe  F^  (19  -j-  8  —  16). 

Durch  jede  von  den  00^  Congruenzea  C^,  welche  durch  p*  möglich 
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Kißfl,  lassen  sich  zwar  wieiierum  oo^  Complexe  F^  legen  (Nr.  625); 
aber  in  einem  bestimmten  F'-',  der  dureb  p*  gefttbrfc  ist,  giebt  es  ja 
co^  durch  p*  gehende  O;  sie  werden  durch  die  Gewinde  des  Büschels 
eingeschnitten,  dessen  Basis  das  die  0*  enthaltende  und  sie  in  F^  ein- 
schneidende Strahlennetz  [u,  v]  ist.  Und  so  zeigt  sieh,  dass  durch  p* 
nicht  oo^+^,  sondern  nur  oo''+''~^  quadratische  Complexe  gehea. 

697  Von  den  oo^  Compleaien  F'^,   die   durch   eine  gegebene   quaäraUscke 

Gongruenz  O  gehen,  fällt,  wie  wir  schon  in  Nr.  644  zu  erwähnen  Ge- 
legenheit hatten,  bei  je  oo^  eins  der  Fundamental-Gemnde  in  das  durch 
O  gehmde  F. 

Wir  wollen  dies  a.  a.  0.  mit  S  bezeichnete  System  nun  consfruiren. 
Wir  erkalten  es,  indem  zvir  die  cinsebien  Systeme  S,^  durch  O  aus  F 
dwch  BOschel  prcificiren.  Jedesmal  entsteht  ein  System  S/,  weldtes  F 
svm  doppelteji  Gewinde  hat. 

In  der  Thafc,  ein  beliebiger  Büschel  S^  giebt  mit  F  verbunden  ein 
Netz  jSg,  welches  dem  S^  in  einem  Büsche!  begegnet,  der  das  5^^  in 
2  Gewinden  schneidet;  wie  das  aus  der  Definition  des  2,  Grades  von 
8g^  unmittelbar  hervorgeht.  Folglich  wird  auch  S^  ¥on  dem  Inbegriffe 
aller  projicirenden  Büschel  zweimal  getroffen,  so  dass  das  durch  sie 
gebildete  System  4.  Stufe  vom  2.  Grade  ist.  Aber  von  den  oo^  Bü- 
scheln durch  F  enthalten  nur  die  oo*  projicirenden  Büsche!  andere 
Gfewinde  dieses  Systems  als  F  (und  zwar  gehören  alle  ihre  Gewinde 
ihm  an);  die  übrigen  Bösciiel  treffen  nur  in  F,  was  die  Zweifaehheit 
dieses  Gewindes  beweist.*) 

Wie  das  projicirte  S/  durch  C  geht,  so  auch  das  S^'■,  d.  h.  der 
quadratische  Oomplex  J"^,  durch  den  letzteres  geht,  enthält  O;  und 
da  S/  ein  durch  F^  gehendes  System  mit  F  als  Doppelgewinde  ist,  so 
ist  F  eins  von  den  dem  F^  zugehörigen  Fund  amental -Gewinden;  und 
wir  haben  die  oben  erwähnten  oo'  durch  C^  gehenden  Complexe  F^. 

Wir  wissen  (Nr.  644),  die  5  andern  Fun  da  mental- Gewin  de  JT,,  ... 
F^  eines  solchen  Compleses  äudern  sieh  nicht,  wenn  F^  das  einfach 
unendliche  System  S  durchläuft:  sie  enthalten  die  coufocalen  Con- 
gruenzen  von  C^;  wir  nannten  sie  die  Fund  am  ental-Ge  winde  von  O. 

F  wird  von  ihnen  in  den  Fundamental- Strahlennetzen  dieser  Con- 
gruenz  geschnitten.  Die  Gewinde  F^,  ...  F^  befinden  eich  in  dem 
Gewebe  S^;  und  folglich  haben  die  Systeme  S^^  von  B(C^,  welche  aus 

*)  In  ähnlicher  Weiae  beweist  man  allgemeiner,  dasa  ein  S^"  aus  einem  Ge- 
winde r  in  ein  Sf,^  projicirt  wird,  für  welches  r  doppelt  ist 
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S^  dureli  die  5  Systeme  S^^  von  6(1^^)  ausgeschnitten  werden,  denen 
diese  Gewinde  doppelt  angehören,  sie  ebenfalls  zu  Doppel  gewin  den. 

Andere  Doppelgewinde  als  diese  können  hei  Systemen  S^^  unseres 
Büschels  nicht  vorkommen;  denn  ein  solches  Doppelgewinde  würde  in 
Bezug  auf  alle  S^^  des  Büschels  das  nämliche  Polargehüsche  haben, 
welches  durch  jene  5  gehen  müsste;  aber  die  F,,  . . .  befinden  sich 
nicht  in  einem  Gebüsche  {wie  die  6  Fundamental -Gewinde  eines  F^ 
nicht  in  einem  Gewebe). 

So  haben  wir  in  dem  Büschel  B(C)  von  S^^  6  Systeme  mit  einem 
Doppelgewinde,  je  einem  der  Fundamental- Gewin  de  von  C^. 

Diese  Doppelgewinde  haben  wir  in  Nr.  662  schon  auf  andere 
Weise  erkannt. 

Aehnliche    Fragen    entstehen   bei    der   Megelßäcke   9*    und   ihrem  698 
Strablennetze  [u,  v].    Ist  C^  eine  durch  sie  gehende  quadratische  Con- 
gruenz,  so  geht  ihr  Gewinde  F  von  selbst  durch  [u,  v]. 

Unter  den  00'^  durch  9*  gehenden  quadratischen  Cougruenzen  C^ 
wird  es  solche  geben,  bei  denen  auch  noch  das  Gewinde  -T",  in  dem 
eine  confocale  Congruenz  C'^  enthalten  ist,  durch  [m,  v}  geht.  Die 
4  Gewinde  Fj,  .  . .  F^  der  übrigen  confocalen  Congruenzeo  schneiden 
dann  in  [m,  v]  Regelsehaaren  ein,  in  Bezug  auf  deren  Trägerflächen 
polarisirt  p*  in  sieh  selbst  übergeht;  denn  T,  F',  I\  transformiren  C^ 
(Nr,  541,  555)  und  F'  in  sich  selbst;  also  führt  auch  das  Polarsystem 
der  Regelschaar,  die  ihnen  gemeinsam  ist,  oder  in  der  [m,  v]  von  F^ 
geschnitten  wird,  die  ßegelfläche  OF'  ^  9*  in  sich  über. 

Folglich  sind  die  4  ßegelschaaren  die  zu  q^  gehörigen  Funda- 
ment al-ßegelsch  aar  eu  Wo  (Nr,  596). 

Jede  von  dm  durch  p*  gehmdm  quadratischen  Conffium~e»,  welüte 
die  Eigenschaft  hat,  äass  auch  noch  das  Geitmide  einet  der  confoeaJm 
Congruensen  —  eins  der  Fundamentdl-Gewinde  ä&  Congruenz  —  dwih 
[uj  v]  geht,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  [u,  v]  eins  det  5  Fmidamental 
Strahlennetse  für  sie  ist,  senidet  ihre  4  andern  FundammtalrGewmde  dmcli 
die  l  Ftmdamental-Ilegelschaaren  von  p*.  Und  ebenso  senden  alte  diuch 
9*  gehenden  Complexe  F^,  von  deren  6  Fundamental -Geimnden  ^  durdt 
[m,  v]  gehen,  die  4  übrigen  Fundamental'  Gemnde  dur(h  diese  HegH- 
schaaren. 

Wir  können  die  cc^  Systeme  S/  von  B(p*)  aus  iigend  einem  Ge 
winde  F'  des  Büschels  durch  [u,  v]  projiciren  und  erhalten  00^  Systeme 
S^,  die  alle  dies  Gewinde  zum  doppelten  haben.  Da  die  S^^  Ji.lle  in. 
einem  S3  sich  befinden,  so  werden  diese  S^^  sämmtlich  von  dem 
S^  E^  FS3  in  sich  aufgt 
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Ein  S/  aber  „enthält"  eine  Congriienz  2.  Gradea;  d.  li,  die  in  ihm 
befindlichen  Strahlengebüsche  erzeugen  durch  ihre  Axen  eine  solche 
Congrnenz;  denn  ein  Bündel  oder  ein  Feld  von  Strahlengebüschen  (ein 
Netz  aus  H^^  hat  mit  S^"  2  Gewinde  gemeinsam. 

Somit  haben  wir  durch  p*  oo^  quadratische  Congruenxen  O  von 
der  Art,  dasa  ein  bestimmtes  Gewinde  F'  von  [w,  v]  für  ein  S^^  des 
Büschels  B(C)  Doppelgewinde  ist.  Das  durch  eine  solche  Congruenz 
O  gehende  Gewinde  F  enthält  ebenfalls  [u,  v].  Also  ist  jenes  Gewinde 
r'  eins  von  den  5  Fundamental- Gewinden  oder  eins  von  den  5,  welche 
in  F  die  Fundamental-Strahlennetze  einschneiden;  d.  h.  [u,  v\  ist  dies 
Fun  da  mental- Strahlennetz;  eine  von  den  confocalen  Congruenzen  hat 
daher  ihr  Gewinde  im  Büschel  [ii,  v]  und  die  Gewinde  der  4  andern 
schneiden  in  [i(,  v]  die  Fundamental-Eegelschaaren  ein. 

Verändern  wir  J^  im  Büschel  [tt,  v],  so  erhalten  wir  oo^  Con- 
(p-umsm  3.  Grades  durch  p*,  für  udclie  \ii,  i\  iundamenial  bhahlcn- 
netz  ist. 

Bewegt  sich  die  Congrums  durch  dttse  doppelt  'ineijdluhe  Maiimg 
faltigheit,  so  bleiben  die  d  iJbfigen  Fundamental  Gewinde  fest  sie  «md 
die  einzigen  Gewinde,  welche  je  das  Netz  durch  die  betieflende  Fun 
damental-Eegelschaar  mit  dem  Gebüsche  (u,  v)  gemein  hat,  das  sich 
auf  den  Büschel  durch  [u,  v]  stützt. 

Nachdem  durch  p*  eine  quadratische  Congruenz  C^  gelegt  ist,  von 
der  auch  die  eine  confocale  Congruenz  in  einem  Gewinde  F'  von  [m,  v] 
sich  befindet,  projiciren  wir  eins  der  S^^,  die  durch  diese  Congruenz 
gehen,  aus  dem  eigenen  Gewinde  F  derselben  durch  ein  j9/,  welches 
also  das  F  zum  Doppelgewinde  hat;  wir  haben  dann  einen  durch  O 
gehenden  Complex  2.  Grades,  für  den  F  Fund  amental- Gewinde  ist; 
C^  ist  sein  Schnitt  mit  ihm.  Also  sind  die  confocalen  Congruenzen  in 
den  andern  Fundament al-Ge winden  enthalten;  folglich  ist  F'  eins  von 
ihnen,  und  wir  haben  so  einen  durch  p*  gehenden  Complex  F^  er- 
halten, von  dem  zwei  Fundamental -Gewinde  in  den  Büschel  durch  [m,  ii] 
fallen.  Die  4  übrigen  müssen  durch  die  Fundamental -Regeischaaren 
von  p*  gehen.  Verändert  man  noch  F'  im  Büschel  [u,  v],  so  ergehen 
sich  durch  p*  oo^  Complexe  F^,  welche  [m,  «]  mm  Schnitte  von  zwd  Fun- 
damenfal-Gemnden  haben. 

Bewegen  wir  F^  dtwch  die  dreifach  unendliche  Mannigfaltigkeit,  für 
welche  mm  Fundamental- Gewinde  durch  [u,  v]  gehen,  so  Ueihen  die  4 
ahrigen  Fundammtal-Gewinde  fest 

So  sehen  wir,  dass  jeder  Begelflächc  4.  Grades  p*  mit  den  doppelten 
Leitgeraden  u,  v  vier  Gewinde  zugeordnet  sind,  ihre  Fundamental-Gewinde, 
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di^fmgen,  welche  das  Gdmsche  (it,  v)  von  Gewinden  mit  den  4  Neigen 
gemein  hat,  die  durch  die  4  Fundamental-Begdschaaren  von  9*  gehen. 

Aüe  00^  Congruengen  2.  Grades  durch  (»*,  für  tvelche  eine  der  eon- 
focälen  Congruensen  ihr  Gewinde  duich  [«  i]  sendet  oder,  hürser,  eins 
der  Fandamentdl-Gemnde  durch  [u  v\  geht,  hahen  ihre  weiteren  confo- 
calen  Congruenzen  in  diesen  Geumden  odet  haben  ste  m  ihren  weiteren 
Ftmäamental-  Gewinden . 

Alle  00^  Complexe  2.  Grades  duich  p*,  fm  uelehe  etmi  Fundamental- 
Gewinde  durch  [u,v1  gehen,  haben  sie  ^i  ihen  iieiteren  Fundamental- 
Gewinden.*) 

Bei  der  Abbildung  von  1%  m  dta  Punktraum  bei  der  die  S^^ 
Flächen  2.  Grades  werden,  die  duich  das  Bild  vjii  J9'j'(4)'')  gehen,  biicleii 
sich  diese  auch  zu  S^  ^  (w,  v)  gehörigen  (rewmde  in  die  Ecken  des 
gemeinsamen  Polartetraeders  ab 

Biese  Geivinde  sind  Doppelgei  inde  lon  4  "iysteinen  S^  des  BusrMs 
B(C^)  irgend  einer  von  jenen  oa  Congtueneen  olei  von  4  Systemen  S^ 
des  Büschels  6(1^^)  irgend  eines  tow  diesen  00'  Complexen  und  neiden, 
weil  in  Sg  befindlich,  Doppelgewinde  des  Büschels  B(p*),  m  flem  dei 
erst  genannte  Büschel  das  System  S^  schneidet. 

Diese  4  Systeme  S^  mit  Doppelgewinde  im  Büschel  B(p*)  kennen 
wir  schon  aus  Nr.  663. 

Die  S^  von  B(()*)  können  wir  aus  einem  Büschel  S^  (durch  Netze, 
die  von  8^  nach  den  einzelnen  Gewinden  eines  iS/  gehen)  projiciron 
und  erhalten  dadurch  00^  Systeme  8^,  welche  alle  Gewinde  des  S^  zu 
Doppelgewinden  hahen  und,  nach  Segre's  Bezeichnung,  zweifach  spe- 
cialisvrt  sind.     Solcher  S/  durch  ß*  hahen  wir  00^+^. 

Eine  Congrueuz  O  ist  Schnitt   eines   Gewindes   mit   einem   Com-  699 
plexe  r^,   eine  Regelfläehe  p*  Schnitt   eines  Strahiennetzes   mit  einem 
r^  oder  eines  Gewindes   mit  einer  O;   gehen   wir  noch  einen  Schritt 
weiter. 

4  Strählen  dner  Begelschaar  A  —  ein  Quadrupel  Q*'  —  können  wir 
ansehen  als  Schnitt  der  i  mit  einem  F^  oder  als  Schnitt  eines  Strah- 
lennetzes mit  einer  C^  oder  endlich  als  Schnitt  eines  Gewindes  mit 
einer  p*. 

In  dem  Netze  Sg  von  Gewinden,  welches  die  der  i  verbundene 
Kegelschaar  p  zur  Basis  hat,  befindet  sieh  dann  ein  Büschel  von  8^^, 
welche  alle  durch  die  4  Gebüsche  gehen,   deren  Axen  die  4  Strahlen 


*)  Für  ein  Gewinde  iat  ea   eine   vierfache  Bedingung,    durch   f 
KU  gehen;   daher  haben  wir  die  Mannigfaltigkeiten:  G  —  4  =  2, 
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von  ö*  sind:  Ha^(Q^)-  Er  wird  in  S^  durch  den  Büschel  B(e*)  ein- 
geschnitten, der  zu  irgend  einer  durch  Q*  gehenden  p*  gehört.  Man 
wähle  nun  die  p*  so,  dass  eins  von  den  4  Fundamental -Gewinden 
durch  l  geht;  dazu  projicire  man  aus  einem  Gewinde  F'  des  Netzes 
(l)  irgend  eins  der  Si^,  wodurch  sich  ein  S/  ergiebt  mit  F'  als  Doppel- 
gewinde. Die  Regelfläche  p*,  durch  welche  dies  S^^  geht  oder  welche 
durch  die  Axeii  der  in  ihm  befindlichen  Gebüsche  gebildet  wird,  ent- 
hält Q^  und  hat  r'  zu  einem  Fundamental-Gewinde.  Die  3  andern 
Fund  amental- Gewin  de  bleiben  fest,  wenn  p*  die  mögliche  dreifach  un- 
endliche Mannigfaltigkeit  durchläuft;  sie  können  die  dem  Quadrupel 
6*  mgeordneten  Ftmdamental-Gewinde  genannt  werden  und  sind  zugleich 
die  weiteren  Fund  amental- Gewinde  für  alle  durch  Ö*  gehenden  C^,  von 
denen  zwei  Fund  amental- Gewin  de  durch  A  gehen,  und  für  alle  durch 
^*  gehenden  Complexe  F'^,  von  denen  drei  Fund amental-Ge winde  durch 
A  gehen.  Wir  werden  nachher  zeigen,  dass  es  oo^  solche  C^  und  od^ 
solche  r^  giebt. 

Diese  3  Gewinde  schneiden  in  die  Regelschaar  l  3  Strahlendupel 
ein,  die  3  Fundamental-Dupel  zum  gegebenen  Quadrupel  ^:  ersicht- 
lich die  3  Paare  Doppelelemente  der  Involutionen,  zu  denen  die  Zer- 
iallung  von  (^  in  Paare  führt  und  welche  das  Quadrupel  in  sich  selbst 
trän  sformi  reu. 

Diese  3  Dupel,  doppelt  gerechnet,  und  Q*'  sind  4  Quadrupel  einer 
Involution  4.  Grades  auf  k,  derjenigen,  die  auf  k  durch  einen  der  obigen 
<xfi  Complexe  und  die  zu  ihm  consingulären  nach  Nr.  646  entsteht, 
die  ja  in  der  sechsfach  unendlichen  Mannigfaltigkeit  sich  befinden. 

Durch  diese  3  Dupel  und  die  Zugehörigkeit  zu  S^  ^  (ß)  (oder 
die  Involution  zu  (A))  sind  die  3  Gewinde  bestimmt. 

Die  3  Systeme  S^  aus  dem  Büschel  B(p*}  einer  durch  ^  gehen- 
den p^,  welche  diese  Fundamental- Gewinde  zu  doppelten  haben,  liefern, 
da  dieselben  sieh  in  8^  befinden,  für  den  eingeschnittenen  Büschel  der 
S^  drei  Mitglieder  mit  Doppelelementen,  welche  deshalb  je  in  zwei 
in  dem  Doppelelemente  sich  schneidende  Büschel  zerfallen. 

Wird  82  in  ein  Punktfeld  abgebildet,  so  haben  wir  4  Punkte,  den 
Kegelschnitt -Büschel  durch  sie  und  die  Ecken  des  Polardreiecks,  die 
den  Pundamental-Gewinden  entsprechen. 

Das  Hindurchgehen  durch  eine  Gerade  ist  eine  einfache  Bedingung 
für  einen  Complex,  also  giebt  es  00*^—*  Complexe  jT^  durch  (9*.  Da 
jeder  eine  endliche  Zahl  von  Fundamentai-Ge winden  hat,  und  das  Hin- 
durchgehen eines  Gewindes  durch  eine  Regelsehaar  eine  (5— 2)-fache 
Bedingung  ist,  weil  sie  durch  co^  Gewinde  erfüllt  wird,  so  giebt  es 
unter  den  00^''  (!omplexen   F^   durch  Q*  00'^  "^'^  oder  00°,   von   denen 
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drei  Fundamental-Ge  winde  duveh  l  gehea  (oder,  wie  wir  auch  sagen 
können,  eine  der  Fundamental-Eegelschaaren  eine  gegebene  ist,  was 
eine  9faehe  Bedingung  ist). 

Die  oo^^  Complexe  F^  durch  Q*  führen  zu  oo^^  Congriimzm  O 
durch  dies  Quadrupel;  jedes  durch  X  gehende  Gewinde*)  —  und  deren 
sind  oo^  —  schneidet  in  jeden  eine  solche  C^  ein,  andererseits  aber 
gehen  durch  eine  C^  cx>^  F^,  und  es  ergeben  sieh  oo^5+a~6  ^ä_ 

Die  Mannigfaltigkeit  der  Congruenz  C^  ist  18,  das  Hindurchgehen 
durch  eine  Gerade  ist  für  eine  Congruenz  eine  doppelte  Bedingung; 
also  konnte  mau  glauben,  dass  durch  (3*  cx)"-*"^*  Congruenzen  C^  gehen. 
Da  aber  die  4  Geraden  von  Q*^  derselben  ßegelsehaar  X  angehören,  so 
ist  nur  das  Hindurchgehen  durch  drei  je  eine  doppelte,  das  durch  die 
vierte  eine  einfache  Bedingung.  In  der  That,  wenn  C^  durch  jene  ge- 
legt ist,  so  ist  damit  X  in  das  durch  C^  gehende  Gewinde  F  gebracht 
und  hat  von  selbst  nun  mit  C^  noch  eine  vierte  Gerade  gemein  (I, 
Nr.  205);  dass  diese  eine  gegebene  sei,  ist  nur  noch  eine  einfache 
Bedingung. 

Von  diesen  oo'^  Congruenzen  C^  erfüllen  nun  rxy"  die  beiden  drei- 
fachen Bedingungen,  dass  zwei  ihrer  Fundamental -Gewinde  durch  A 
gehen. 

Endlich,  in  jeden  der  oo^''  Complexe  F^  schneidet  jedes  der  oo^ 
Strahlennetze  durch  l  eine  Regelfläche  p''  ein  und  durch  jede  9*  gehen 
,^11  j-'ü.  foigiicii  jiahefit,  wir  durch  Q^  oois-i-a-ii  q^^j  ^  Begelflächen 
p*;  was  sieb  auch  so  ergiebt:  Die  Leitgeraden  von  p*  kann  man  auf 
00^  Weisen  in  p  wählen,  in  dem  dann  bestimmten  Strahlennetze  sind 
noch  4  weitere  Geraden  zur  endgiltigen  Bestimmung  der  Regelfläche 
zu  wählen.  Dies  ist  an  sich  auf  00**  Weisen  möglich,  in  einer  jeden 
von  den  Regelflächen  aber  wiederum  auf  00^  Weisen;  so  liefert  also 
jedes  der  Strahlennetze  oo^*~*  in  ihm  befindliche  durch  §*  ! 
RegelMchen  p*,  und  alle  cx>^  deren  00^+*. 


Der  Biiscliel  von  Complexe»  2.  (irades. 

In  jedem  guadratischm  Systeme  4.  Stufe  S^^  von  Gewinden  ist  ein  700 
Complex  Ä  Grades  enthcdten.     Wenn  jenes  durch  ein&i  Büschel  sich  ie- 
wegt,  heschreiht  auch  dies^  einen  Büschel. 

Dazu  haben  wir  zu  beweisen,  dass  die  in  der  Basis  &*  des  erste- 


*)  JedeB  Gewinde  durch  Q'  geht  durch  l. 
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reu  Büschels  befindlichen  Strahlengebüsche  durch  ihre  Äsen  eine  Con- 
gruenz  4,  Grades  erzeugen.  Alle  Gebüsche  aber,  deren  Äxen  oinou 
Bündel  oder  ein  Feld  erfüllen,  bilden,  wie  wir  wissen,  ein  Netz.  Dieses 
Netz  hat  mit  8^^  4  Gewinde  gemein;  d.  h.  von  den  Strahlen geb flachen 
des  Sg*  senden  4  ihre  Axen  in  einen  gegebenen  Bündel  und  4  in  ein 
gegebenes  Feld. 

Einen  Büschel  von  quadratischen  Complexen  kann  inan  aus  zweien 
als  seinen  OonsHttienten  auch  in  folgenäei'  Weise  vervollständigen:  Durch 
einen  Strahl  g  und  einen  festen  Strahl  ^^  <ler  Durehschnitts-Congruenz 
F^^Fj^  lege  man  eine  Regelsehaar  q;  sie  sehneidet  Tj^  und  T^,  ausser 
in  (/„,  noch  in  je  3  Strahlen;  in  i3er  durch  diese  beiden  Tripel  con- 
stituirten  cubisehen  Involution  in  p  seien  /,  g"  die  beiden  Geraden, 
welche  g  zu  einem  Tripel  vervollständigen.  Diese  Strahlen  g',  g"  in 
allen  oc'  Regelsehaaren  durch  g  und  g^  erzeugen  einen  Complex;  die 
durch  einen  zweiten  Strahl  der  Schnitte ongcuenz  gehenden  p  lehren, 
dass  er  dieselbe  ganz  enthält,  weil  dann  zwei  und  alle  Tripel  der  In- 
volution diesen  Strahl  gemeinsam  haben.  Aber  es  ist  noch  darznthun, 
dass  der  entstandene  Complex  vom  2.  Grade  ist.  Wenn  (0,  o)  ein 
Strahlenbüschel  und  l  und  Zj  die  Strahlen  des  Netzes  \_g^,  g"]  sind, 
welche  mit  0  und  m  incidiren,  so  gehören  alle  Regelachaaren  durch 
^n,  g  und  je  einen  Strahl  von  (0,  &)  zum  Netze  \l,  l^. 

Mit  der  Congruenz  V-^V^  hat  dieses  Netz  8  Strahlen  gemein- 
sam: g^,  g^,  ...  g.j,  mit  Tj^,  F^^  zwei  Regelflächen  4,  Grades  p,*,  ^./, 
welche  l,  \  zu  doppelten  Leitgeraden  und  jene  8  Strahlen  zn  Erzeu- 
genden haben.  Legt  man  durch  einen  von  diesen  Strahlen,  etwa  g^, 
eine  Ebene,  so  haben  die  beiden  ausgeschnittenen  CuiTCn  3.  Ordnung 
die  beiden  Punkte  g^  (l,  l^)  nnd  die  7  Spuren  von  g,,  ...  g^  gemein, 
so  dass  dies  9  assoeiirte  Punkte  sind  und  jede  weitere  Regelfläehe 
4,  Grades,  welche  die  l,  l^  zu  doppelten  Leitgeraden  hat  nnd  durch 
1  von  den  8  Strahlen  geht,  von  selber  den  achten  enthält.  Die  Punkte, 
in  denen  also  7  von  ihnen  die  /,  ;^,  und  diejenigen,  in  denen  die  aus 
einem  beliebigen  Punkte  kommende  Treffgeradö  sie  sehneidet,  geben 
8  Paare  entsprechender  Punkte  einer  Correspondenz  [2,  2]  zwischen 
den  Punktreilien  auf  l  nnd  ?j,  legen  sie  dadurch  eindeutig  fest  und 
infolge  dessen  auch  eine  weitere  Regelfläehe  q*  des  Büschels  (p^*,  ßg*). 

Jede  von  diesen  Flächen  schneidet  eine  der  oc^  Regelsehaaren  p, 
welche  durch  g,  (/„  gehen  und  ',  /^  zu  Leitgeraden  haben,  noch  in  3  Er- 
zeugenden; denn  die  durch  einen  weiteren  gemeinsamen  Punkt  gehende 
Erzeugende  von  q^  liegt  auch  auf  p.  Daher  achneidet  der  Büschel 
der  p*  die  p  in  der  festen  Geraden  g(,  und  je  drei  Strahlen,  die  eine 
Involution    bilden,    weil   durch   eine  Gerade  von  g  nur   eine  p*   geht. 
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Die  von  Pi*,  p/  herrührenden  Tripel  aicd  die  obigen,  in  denen  q  die 
Fj^j  r^^  schneidet;  also  ist  die  Involution  dieselbe  wie  vorhin,  und 
das  Tripel  gg'g"  Hegt  auf  der  durch  g  gehenden  p*.  Daher  erzeugen 
alle  oo^  Strahlendupel  g'^',  welche  von  den  p  hen'ühren,  die  durch 
g^i,  g  und  einen  Strahl  von  (0,  a)  bestimmt  sind,  diese  Regelfläche;  die 
2  Erzeugenden  derselben,  die  in  co  fallen  und  deshalb  zu  (0,  ra)  ge- 
hören, sind  die  diesem  Büschel  angehörigen  Strahlen  des  erzeugten 
Complexes,  und  derselbe  ist  vom  2,  Grade. 

Die  willkürliche  Wahl  von  ^f^  in  F^^F^^  hat  auf  das  Ergebniss 
keinen  Binfluss;  denn  ergäben  sich  bei  g^,  g^'  zwei  verschiedene  durch 
g  gehende  Complexe,  so  würden  sie  ausser  der  Schnitt congruenz  noch 
g  gemeinsam  haben,  was  nicht  möglieh  ist. 

Wollten  wir  mit  den  (quadratischen)  Involutionen  in  den  oo^ 
Strahlenbüscheln  arbeiten,  welche  durch  g  gehen,  so  würden  wir  nur 
die  ff  tieflenden  Strahlen  des  Complexe  erhalten 

Dei  Busche!  dei  Cümplexkegel  aus  einem  Punkte,  die  Schaii  dei 
Complexcurven  m  emer  Ebene  lehrt,  dass  lon  äai  btngitJiüeii  Flachen 
de>  Compli%e  eines  I^  BuscheU  3  dmch  emeii  Funkt  gehen,  3  eine  Ebmie 
het  uhi  en 

Insbesondeie  gilt  das  also  auch  fnr  den  Bn-,chL]  dei  Nebencom 
plexe  eiues  gegebenen  Complexes  2   Gradea 

Die  Polaten  einet   Geraden  l   m  IBezitg  auf  die  teischedenen  Com    '* 
ple),e  eines  F  Büschels  hlden  eme  Begelsehaat ,  die  dwch  l  selbst  geht 
In   dei   That,   m   zwei  Ebenen  durch   l  erhalten  wu    zwei   piojective 
Stbaaien  von  fomplex  Kegelschnitten,  und  also  auch  zwei  projective 
Punktieihen  m    in    der  Pole  \on  ?,  diese  eizeugen  die  Eegelschaii 

Die  Leitschaar  wird  duich  die  zu  tn,  m  analogen  Geraden  m 
sammthchen  Ebenen  duich  (  gebildet 

Die  Leitschaar  diese}  Begelsckaai  besteht  aus  den  Geraden,  uelclie 
dm  l  conjugiti  smä  m  Bezug  auf  die  Schauten  der  Complexcurven  m 
den  verscktedmen  Ebenen  dwrch  l  oder  in  Bezug  auf  die  Busche  det 
OomplerJiegel  atis  den  versdiiedermi  Funkten  von  l 

Wenn  l  singuhier  Stidhl  s  fm  emen  Complex  T*  des  Btisckels  ist 
md  S  und  0  ah  mgeliortgem  stngularen  Funlte  und  sugeliortga  singula/ren 
Ebene,  so  sondert  sich  von  der  Folaren  Btgelschaar  des  s  dei  Sirahlenbusckd 
{S,  6)  ab;  der  zweite  Siraklenbüschel,  welcher  die  Folaren  von  s  in  Bezug  auf 
die  irrigen  Complexe  des  SüsiAels  enthalt,  sei  {T,  r).  In  der  Ebene  e 
ist  s,  als  Doppellinie  eines  Complex -Punktepaars,  eine  Diagonale  des 
Vierseits  der  Grundtangenten  der  Schaar  der  Complexcurven,  die  Ge- 
genecke im  Diagonaldreiecke  ist  Pol  von  s  nach   allen   diesen  Curven 
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und  daher  auf  allen  Polaren  von  s  gelegen,  sie  ist  also  T.  Ebenso 
ist  s  eine  Diagonalkante  des  Vierkants  der  gemeinsamen  Strahlen  des 
Büscliels  der  Complexkegel  aus  S,  ihre  Gegenebene  im  Diagonal - 
dreikant  ist  t. 

Die  Leitsehaar  der  Regelschaar  [(S,  ß),  (T,  t)]  besteht  also  ans 
(T,  fl),  {Sf  r).  Da  für  die  Kegelschnitt-Sehaar  in  6  die  Gerade  s  und 
der  Punkt  T  gemeinsam  Polare  und  Pol  sind,  so  hat  jene  oo^  con- 
jugirte  Strahlen  in  Bezug  auf  diese  Sehaar;  diese  bilden  allein  den 
ersteren  Büschel  (2*,  ff).  Der  Büschel  (T,  a),  dessen  Scheitel  der  ge- 
meinsame Pol  von  s  in  Sezug  auf  die  Schaar  der  Chmplexmrven  in  ff 
ist,  wird  also  dv/rch  die  Geraden  gebildet,  die  su  s  in  Sesug  auf  die 
Sehaar  conjugirt  sind;  der  andere  Büschel  {S,  t)  entsteht  durch  die  su 
s  conjugirten  Geraden  in  Bezug  atif  die  Schaaren  in  den  anderen  Ebenen 
durch  s;  weil  in  jeder  Complexcurve  von  V^  die  s  in  S  berührt,  so 
gehen  alle  diese  Geraden  durch  S. 

Umgekehrt  wird  der  Büschel  (S,  t)  aUein  durch  die  Gnaden  ge- 
büäet,  die  SU  s  in  Bemg  auf  den  Kegelbüschel  aus  S  conjugirt  sind,  für 
den  T  gemeinsame  Polarebene  v07i  s  ist;  wahrend  die  conjugirten  Strahlen 
von  s  in  Bemg  auf  die  Büschel  der  Complexkegel  aus  den  übrigen 
Punkten  von  s,  im  denen  je  der  zu  r^  gehörige  Kegel  ff  läng.s  s  be- 
rührt, dffii  andern  Büschel  (T,  0)  erfüllen. 

Wenn  (  einen  Strahlenbüschel  (0,  co)  durchläuft,  ergiebt  sich  durch 
die  Trägerüächen  der  ßegelschaaren  der  Polaren  ein  System,  von  dem 
3  durch  einen  Punkt  gehen,  3  eine  Ebene  berühren.  Denn  geht  eine 
solche  Fläche  durch  P,  so  müssen  P  und  der  Strahl  von  (0,  10)  Pol 
und  Polare  einer  Oomplexcurve  sein.  Die  Polaren  von  P  in  Bezug 
auf  die  Complexcurveu  in  jeder  Ebene  durch  PO  umhüllen  einen 
Kegelschnitt  und  2  gehen  durch  0;  PO  ist  selbst  einmal  Polare;  denn 
sie  wird  in  0  von  einer  Oomplexcurve  des  sie  enthaltenden  Compleses 
tangii't;  folglich  erzeugen  die  durch  0  gehenden  von  diesen  Polaren 
einen  Kegel  3.  Ordnung  und  3  liegen  in  (0,  ra). 

702  Gehort  l  zur  Grundeongruenz   des   .r^-Büschels,    so  fallt  im   all- 

gemeinen die  Polare  mit  ihr  zusammen  und  die  Regelsehaar  kommt 
nur  dadurch  zu  Stande,  dass  l  für  2  Oomplexe  des  Büschels  singu- 
lärer  Strahl  ist,  wo  dann  die  Polare  sich  zu  einem  Strahlenbiischel 
erweitert. 

Also  ist  jeder  Strahl  der  Gmndcongruens  eines  F^-Büsdiels  fii/r 
2  Compleax  desselben  singülärer  Strahl, 

Es   seien   F"^,  V"^  diese  Oomplexe,   S',  S"  die  beiden  singulärea 
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Punkte,  ff",  e"  die  singulären  Ebenen,  die  zu  l  gehören;  so  besteht 
die  Regelschaar  aus  (S',  ö')  und  (S",  ß"). 

Für  die  Kegelschnifct-Schaar  einer  beliebigen  Ebene  |  durch  l  ist 
diese  Gerade,  als  gemeinsame  Tangente,  zu  sich  selbst  conjugirt;  für 
die  Schaar  in  0'  ist  l  DoppeUinie  des  zu  F"^  gehörigen  Pimktepaars 
und  wird  in  jS"  von  der  zu  F"^  gehörigen  Complexcurve  beröhrt. 
Folglich  fallen  2  von  den  Grundtangenten  der  Sehiiar  in  l  zusammen 
und  diese  berührt  alle  Curven  in  S";  dieser  Punkt  wird  Pol  von  l 
und  die  Strahlen  durch  ihn  conjugirt  zu  l  für  alle  Curven  der  Scbaar. 
Man  ersieht,  wie  die  Leitschaar  in  die  Büschel  (S",  ß"),  {S',  ö")  zer- 
fällt. Die  duale  Betrachtung  der  Kegelbüschel  aus  den  Punkten  von 
l  muss  zu  demselben  Resultate  führen. 

Auf  einem  Strahle  l  der  Grund congruenz  haben  wir  zwei  con- 
jective  Punktreihen,  in  denen  zwei  Punkte  sich  entsprechen,  in  welchen 
Z  von  den  je  zu  demselben  Complexe  des  Büschels  gehörigen  Curven 
in  zwei  festen  Ebenen  durch  l  berührt  wird;  die  sieh  selbst  entsprechen- 
den Punkte  sind  S'j  S",  und  dual  ergeben  sich  e',  0". 

So  ergiebt  sich  nun  auch,  wenn  es  sich  um  den  Büschel  der 
Nebencomplexe  eines  gegebenen  T^  handelt,  dass  jeder  Strahl  der 
Qnmdcongruem  S  singtdärer   Strahl  für  F^  ist  und  noch  für  einen 


Dass  nicht  etwa  die  Nebencomplexe  mit  F'^  alle  singulären  Strahlen 
gemeinsam  haben,  erkennt  man  durch  Betrachtung  der  Kegelschnitt- 
Schaar  in  einer  beliebigen  Ebene:  die  4  singulären  Strahlen  von  F^ 
sind  Grundtangenten  der  Sehaar,  und  die  Diagonalen  ihres  Vjerseita 
—  die  Doppellinien  der  3  Punktepaare  der  Seh  aar  —  singulare 
Strahlen  für  3  Nebencomplexe, 

Jeder  Ndiencorwplex  hat  <x>^  singidä/re  Strahlen  mit  F^  gemeinsam, 
wdche  die  Itegelftäche  16.  Grades  bilden,  in  der  die  Congruens  4.  Grades 
seiner  singtMren  Sirahlen  mit  dem  Complexe  F^  sich  durchschneidet. 

Jeder  Strahl  der  S  gehört  zu  einer  von  diesen  Regelüächen. 

Indem   wir    aber  zu   einem  beliebigen   r^-Büschel    zurückkehren,  703 
wollen  wir  den  Complex  der  singulären  Strahlen  aller  Complexe  des- 
selben untersuchen. 

Wenn  (0,  o)  ein  gegebener  Strahlenbüschel  ist,  so  gehört  jeder 
Strahl  X  desselben  einem  Complexe  des  Büschels  an;  dessen  Complex- 
curve in  G)  berühre  den  x  in  X,  dann  ist  die  Curve  der  Punkte  X 
3.  Ordnung  und  hat  0  zum  Doppelpunkte^  weil  es  im  Büschel  2  Com- 
plexe giebt,    deren  aus  0  kommende   Complexkegel   die  Ebene  ra  be- 
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rühren,  so  dass  die  zu  ihnen  gehörigen  cj-Curven  je  die  betreffende 
BerühruQgskante  in  0  tangiren. 

Es  sei  u  eine  durch  0  gehende,  aber  nicht  in  o  liegende  Gerade; 
die  Kanten  der  Coraplexkegel  ans  0,  in  denen  sie  von  durch  m  gehen- 
den Ebenen  berührt  werden,  erzeugen  einen  Kegel  3.  Ordnung,  so 
dass  3  von  ihnen  dem  Büschel  (0,  la)  angehören.  Daraus  folgt  wie- 
derum, dass  die  Curve  der  Berührungspunkte  X^  von  Strahlen  x  des 
Büschels  (0,  o)  mit  Coniplescurven  unsrer  Complexe  in  Ebenen  durch 
u  von  der  4.  Ordnung  ist  mit  0  als  dreifachem  Punkte. 

Die  Strahlen  von  0  nach  den  6  Schnitten,  welche  beiden  Ciirven 
ausser  0  gemeinsam  sind,  werden  von  den  Complescurven  der  sie  ent- 
haltenden Complexe  in  der  Ebene  o  und  in  der  durch  tt  je  in  dem- 
selben Punkte  berührt  und  sind  deshalb  singulär. 

Die  singulärm  Strahle)%  der  Complexe  eines  r^-Büscitels  encugat 
einen  Complex  6.  Qrades,  für  welchen  die  Grundcongruem  doppelt  ist. 

In  ihr  und  der  Congruenz  (4,  4)  seiner  singulären  Strahlen  wird 
jeder  Complex  des  Büschels  von  diesem  Complexe  geschnitten. 

Für  das  am  Schlüsse  von  Nr.  701  erwähnte  Flächensystem  haben 
wir  nun:  (t  =  p  =  3,  (d  =  6;  nach  den  Charakteristiken-Formeln  von 
I,  Nr.  20  ist  daun  q;  =  ;(  =  0,  v  =  6.  Dass  keine  Kegel  und  Kegel- 
schnitte vorhanden  sind,  war  zu  erwarten. 


AbWhlnng  des  Complexes  2.  Grades  in  den  Puiikfraum. 

704  Durch  zwei  feste   Strahlen  u,  v   von  F^  gehen  co'   Gewinde,    oo* 

Strahlennetze  (Grund- Strahlennetze  von  Büscheln),  oo^  Regel  seh  aar  en 
(Grund- Regeischaaren  von  Bändeln):  ein  Gebüsche  G.  Jedes  Gewinde 
enthält  oo^  Strahlennetze  und  oo^  Eegelschaaren,  mit  jedem  Stralilen- 
netz  sind  ao'-  Gewinde  und  oo'  Regeischaaren  incident,  durch  jede 
Regelsehaar  gehen  c»^  Gewinde  und  oo^  Strahlennetze,  immer  aus 
dem  Gebüsche  G. 

Dttrch  diese  Regelsckaaren  |,  von  denen  jede  dett  V^  )wch  in  m,vei 
weiteren  Strahlen  x,  x  schneidet,  entsteht  im  Complexe  eine  invölutorische 
eindeuMge  Beziehung;  wir  wollen  entsprechende  Strahlen  derselben  as- 
sociirt  nennen  nnd  ebenso  durch  assocürte  Strahlen  x,  x  erzeugte  ent^- 
spreehende  Gebilde. 

Wenn  x  in  V^  eine  Eegelschaar  p  durchläuft,  so  beschreibt  (II, 
Nr.  409)  die  Kegelschaar  (««'«)  eine  Congruenz  2.  Grades,  für  welche 
w,  V  Doppelstrahlen  sind.     Dieselbe   schneidet  V^  in  einer  Regeifläche 
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vom  Grade  2(2  -|-  2)  =  8,  welche  in  q  und  eine  Eegelfläehe  6.  Grades 
zerfällt,  die  noch  u,  v  zu  Doppelstrahlen  hat  und  durch  den  associirten 
Strahl  x'  erzeugt  wird.     Also: 

Einer  Begelsckaar  {von  F^)  ist  eine  Hegelfläche  6.  Grades  associtrf, 
für  welche  u,  v  Doppelstrahlen  sind. 

Wenn  aber  p  durch  u  (oder  v)  geht,  so  erzeugt  die  Regelachaar 
(uvx)  nur  ein  Strahlennetz  (I'  Nr  9") 

L   er  Reg  l  k  Ih    ä     J    l  J      he  let    C  raden 

it,  V  gelt  ist         P gl  la^    ä     1    l         7  t       11        f  jener 

durcJi     n  St    U       t     e^h    det     t 

Dhgh  11  tßglh  tt  ver- 

knüpft      C   b      h       ij     — 

B      1      bt  C  mpl    k      1     1      d      h  It  tnhüllt 

ai'  die  0  mi  1  d     Eb         w  1  1         m  t  d      &p  t       1      Kegels 

verbii  dt         liukht  1  t  ICmjl    curve 

umhüllt  d      1 1     ffc         1       C  m}  1    k      1  1  m   S  h    tt  von  v 

mit  d      Eb         1       Ib 

Dhfclh  Iwll  mtdbtn  =it    hlen- 

büsch  1  b    d  t    hl        t       1  L    t         le  mit 

w,  wnldmbhtlbwd      Eb        d      B      hl  1 

E         bt   lleth     hl     i   d  }  dl  j}     l      ibische 

Begelfl    he  as        t 

Bewegt  aich  dze  ßegelschaar  6  innerhalb  eines  bfcrahlennefczes  von 
(?,  so  bilden  die  asaoeürten  Strahlen  x,  x'  eine  Involution  in  der  durch 
das  Netz  ausgeschnittenen  ßegelfläche  4  Grades  (Nr.  590),  an  deren 
verbundener  Involution  das  Dupel  u,  v  gehört. 

Bleibt  I  innerhalb  eines  Gewindes  von  G,  so  beschränkt  sich  die 
iuvolutonsche  Beziehung  auf  die  ausgeschnittene  Congruenz  2.  Grades. 

Es  giebt  (x>^  Strahlen,  die  sich  je  mit  ihrem  associirten  vereinigen.  705 
Um  zu  denselben  zu  gelangen,  construiren  wir  den  Complex  der 
Strahlen  «/,  welche  in  den  ßegelschaaven  |  von  (?  zu  M  harmonisch 
sind  je  in  Bezug  auf  die  beiden  weitereu  Schnitte  x,  x'  mit  Fl  Die 
liegelschaaren  von  m,  v  nach  den  Strahlen  eines  Büschels  (0,  a)  er- 
zeugen, wie  eben  erwähnt,  ein  Strahlennetz.  Die  Schnitte  von  u,  x,  x' 
mit  der  durch  0  gehenden  Leitgeraden  des  Netzes  und  aller  dieser 
Regeischaaren  seien  U,  X,  X'.  Die  Punkte  X,  X'  bilden  eine  invo- 
lutorische  Correspondenz  [2];  denn  durch  jeden  Punkt  dieser  Geraden 
gehen  2  Erzeugende  der  Regelfläehe  i.  Grades,  in  der  F^  von  dem 
Strahlennetze  geschnitten  wird;  jeder  ist  nur  eine  associirt;  also  ent- 
sprechen jedem  X  zwei  X'  und  umgekehrt.     Es  giebt   daher  2  Paare 
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XX',  die  zu  JJ  uad  0  harmonisch  sind;  zweimal  also  fällt  der  Strahl 
y  in  den  Büschel  (0,  ra). 

Die  vierten  harmonischen  Strahlen  in  den  äitrch  die  Strahlen  u,  v 
von  ly  gehenden  Begelschaaren ,  welche  dem  u  in  Besug  auf  die  beiden 
weiteren  ScJmiüsfraMen  Xf  x  mit  F^  migeordnet  sind,  Inlden  dnen  Com- 
plex  2.  Grades,  welelier  T-^  heisse.     Der  zu  v  gehörige  sei  T"^-. 

Fällt  ein  Strahl  von  F^  ^  in  F^,  so  vereinigt  er  sieh  mit  einem 
der  X,  af  und  also  auch  mit  dem  andern. 

Die  Congruem  (4,  4),  in  der  F^  von  F^  ^  oder  F^  ~  geschnitten 
wird,  ist  dsr  Inbegriff  der  Strahlm,  die  in  unserer  Beziehung  sich  seihst 
associirt  sind;  sie  ist  also  vollständiger  Durchschnitt  zweier  quadra- 
tischer Complexe, 

Folglicli  hat  sie  mit  einer  in  F^  befindlichen  Regelfl'äche  n""^ 
Grades  2n  Strahlen  gemeinsam, 

Eine  Itegelfläehe  n'™  Grades  von  F^  begegnet  ihrer  associitien  in 
2«  sich  selbst  assodirten  Geraden. 

Vollständig  au  jener  Congruenz  gehören  die  beiden  durch  u  und  v 
taaren  tx,  ß  von  F^. 


Das  Gebüsche  (?  ^  (m,  v)  werde  correlativ  auf  den  Punktraum  S^ 
so  also,  dass  den  Eegelschaaren,  Strahlennetzen,  Gewinden 
von  G  die  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  von  2^  homolog  sind.  L'ässt 
man  dann  einem  Punkte  von  £^  die  beiden  associirten  Strahlen  x,  a/ 
von  F^  entsprechen,  in  denen  die  correspondirende  Eegelschaar  |  von 
G  schneidet,  so  hat  man  eine  sweieindetUige  Abbildung  des  Complexcs 
in  den  Puiiktramn.*) 

Die  jPimhte  A^,  B^,  die  in  der  Correlation  den  Eegelschaaren 
et,  ß  correspondiren,  entsprechen  in  dieser  Abbildung  je  allen  Strahlen 
von  a  besw.  ß. 

Ein  Strahlenbüschel  von  F'^  hat  mit  einem  Gewinde  von  G  einen 
Strahl  gemein,  die  ihm  in  der  Abbildung  entsprechende  Linie  also 
mit  der  dem  Gewinde  entsprechenden  Ebene  einen  Punkt. 

Das  Bild  eines  Stfcdilenhüschels  von  F^  ist  eine  Gerade. 

In  dieselbe  Gerade  bildet  sich  aber  auch  die  cubische  Regelfläclie 
ab,  welche  dem  Strablenbüschel  associirt  ist;  und  so  ähnlich  in  andern 
Fällen.     Die  Gerade  entspricht,  in  der  Correlation,  dem  Strahlennetze 


meiner  Mittheilung  in  den  Sitzirngs- 
I  1894  S,  704:  eindeutig. 
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von  G,  welches  durch  die  Regelschaaren  entsteht,  die  von  u,  v  nach 
den  Strahlen  des  Büschels  gehen. 

Durch  die  beiden  Strahlen,  welche  einem  Punkte  von  £^  corre- 
apondiren,  gehen  2.4  Strahlenbüschel  von  F^;  das  Gewinde,  welches 
einer  Ebene  von  S^  in  der  Oorrelation  entspricht,  achneidet  f^  in 
einer  Congruenz  2.  Grades  mit  16  Str ah leubü schein. 

Die  Geraden,  in  welche  sich  die  StraMenlüsciisl  von  F^  abUldm, 
erzeugen  eine  Congruem  (8,  16). 

Das  Bild  eimr  Eegelschaar  von  F^  ist  ein  KegelsAniU;  denn  sie 
hat  mit  einem  beliebigen  Gewinde  von  G  2  Strahlen  gemeinsam.  Den 
Punkten  P,,  Q^  von  2^^  correspondiren  die  Strahlendupel  pp',  qq'] 
durch  j>,  q;  p\  q;  p^  q';  p',  q  gehen  je  2  Itegelschaaren,  also  durch 
Pjj  Öl  die  8  eorrespondirenden  Kegelschnitte. 

^in^  durch  u  gehenden  Begelsdiaar  und  der  durdt  v  gehenden  asso- 
ciirten  ent^richt  eine  Gerade. 

Diese  Geraden  erzeugen  eine  Congruens,  da  es  in  F^  nur  oo^  durch 
u  (oder  v)  gehende  Itegelschaaren  giebt. 

Von  P^  kommen  4  von  ihnen,  weil  durch  tt  und  p  und  durch  ^6 
nnd  p'  je  2  Regelsehaaien  gehen  Die  Congruenz,  iu  der  ein  Gewinde 
von  G  den  F^  sehneidet,  sendet  aus  jedei  ihici  10  Rpgelschaar- 
Reihen  1  Regelschaar  durch  if,  al'^o  fallen  in  die  entspi echeude  Ebene 
10  Gerade.     Die  Cotigruems  ist  dahet  (4,  10). 

Die  Megelftäche  4.  Grades,  tu  welcher  F^  von  ernenn  Shahlennetze 
geschnitten  wird,  bildet  sich  tn  eme  Eanincurve  4  Ordnung  1  Art  ab; 
denn  sie  hat  mit  einem  durch  »,  v  gehenden  Gewinde  4  Stithlen  ge- 
mein, die  Abbildung  ist  eindeutig  und  die  Curve  vom  Geschlechte  1, 

Geht  die  Regelßac/ie  duich  eine  der  Geraden  u,  v,  so  ist  dab  Bild 
ntfr  noch  3.  Ordnung,  und  Muar  eine  ebene  Curve  denn  nun  hegt  die 
Regelfläehe  in  einem  Gewinde  von  G.  Geht  sie  soga}  durch  hetde  Ge- 
raden,  so  gehört  das  einschneidende  Strahlennetz  zum  Gebüsche  G, 
und  die  Fläche  enthält  zu  jeder  ihrer  Geraden  d.uch  die  isaocmte; 
ihr  Bild  ist  eine  —  doppelte  —  Gerade,  diejenige,  welche,  m  dei  Gor- 
relation zwischen  G  und  2^,  dem  die  Regelfliche  einschneidenden 
Strahlennetze  entspricht. 

Die  quadratische  Congrums,  welche  in  F^  durch  ein   beliebiges  Ge-  707 
winde   F  eingeschnitten  wird,  Jnldet  sich  ab  in  eine  Fläche  i.  Ordnung 
mit  den  Doppelpunkten  Ä^,  B^;  denn  sie  trifft  ein  beliebiges  Strahlen- 
netz von  G  in  4  Strahlen  und  hat  mit  «,  |3  je  2  Strahlen  gemeinsam. 

In  der  Congruenz  haben  wir  5  Paare  verknüpfter  Regelschaar- 
Reihen  und  16  Strahlenbüschel:  die  Bildfiäehe  enthält  daher  5  Paaro 
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verknüpfter  Kegülsehnitt-Eeiheu  und  16  Gerade.  Sie  ist  demzufolge 
eine  Fläclie  i.  Ordnung  mit  einem  doppelten  Kegelschnitte,  den  wir  gleich 
nachweisen  werden.  Aus  der  Theorie  dieser  Fläche  ist  bekannt,  dass 
die  Ebenen  der  Kegelschnitte  einer  Reihe  und,  da  jede  noch  einen 
Kegelschnitt  der  Yerknüpften  Reihe  enthält,  auch  die  dieser  Reihe 
einen  Kegel  2.  Grades  umhüllen,  einen  der  5  Kummer'sehen  Kegel 
der  Fläche.     Daraus  ergiebt  eich  für  F^  der  folgende  Satz: 

Die  Gewinde,  welclie  die  Begelschaare}%  einer  Beihe  von  I^  —  die 
ja  immer  innerhalb  eines  Gewindes  sich  befinden  —  mit  3  festen 
Strählen  von  I^  verbinden  und  von  deiten  jedes  auch  eine  SegelscJiaar 
aus  der  verhtilpßen  Beihe  enthält,  haben  eine  Begelschaar  gemein  und 
biUkit  in  dem  Gewindehündel,  dem  sie  infolge  dessen  angehören,  ein  Systesii 
2.  Grades,  d.  h.  jeder  Büschel  des  Bündels  enthält  2  von  ihnen. 

Das  Strahlennetz  der  Regeischaaren  von  G  nach  den  Strahlen 
von  (0,  ro)  hat  mit  der  Congrueuz  F^F  4  Strahlen  gemeinsam;  also 
bilden  die  Regeischaaren  von  G  nach  den  Strahlen  von  F^F  einen 
Complex  4,  Grades,  und  die  Congruenz  6.  Grades,  welche  er  mit  F^ 
noch  gemeinsam  Lat,  ist  zu  JT"^  associirt.  Diese  Cougruenz  durch- 
schneidet sich  mit  F  oder  FF^  in  einer  Regelfläche  12.  Grades,  welche 
in  zwei  Theile  zei-fällt.  Der  eine  wird  durch  die  in  F^F  enthaltenen 
sich  selbst  associirten  Strahlen  gebildet:  er  ist  die  Regelfläehe  8.  Gra- 
des, in  der  die  Congruenz  4.  Grades  der  sich  selbst  associirten  Strahlen 
und  F  sich  durchschneiden;  den  andern,  vom  4.  Grade,  erzeugen  die 
Paare  associirter  Strahlen,  welche  beide  iu  F^F  sieh  befinden. 

Diese  Paare  geben  die  Doppelcurve  der  Bildfläcbe  4.  Ordnung  der 
Congruenz  F^F,  weiche  2.  Ordnung  ist,  weil  ein  Gewinde  von  G  die 
Regelfläehe  in  4  zwei  solche  Paare  bildenden  Strahlen  schneidet. 

Jede  zwei  Strahlen  von  a  oder  ß  sind  einander  associirt;  da  F 
jeder  dieser  Regelschaareu  zweimal  begegnet,  so  erhellt,  dass  A^,  B^ 
zur  eben  erhaltenen  Doppelcurve  gehören. 

Die  Paare  associirter  Strahlen  imserer  Begelfläche  4.  Grades  bilden 
auf  ihr  eine  sich  selbst  verbundene  Involution  (Nr.  590);  in  der  That, 
die  beiden  Regelaehaaren  von  G,  welche  zwei  Paare  xx,  ijy  ein- 
schneiden, befinden  sich  in  demselben  Sfcrahlennetae  von  (?,  und  des- 
halb liegen  x,  x,  y,  y'  in  der  Regelsehaar,  in  dem  dieses  sich  mit  F 
begegnet. 

Genau  dieselbe  Fläche  4,  Ordnung  als  Bild  von  F^F  ergiebt  sich, 
wenn  wir  F^F  als  in  dem  Gewinde  F  befindlich  nach  der  in  I,  Nr.  199ff. 
besprochenen  zweieindeutigen  Abbildung  abbilden;  wofern  nur  die  näm- 
liche Correlation  zwischen  dem  Gewinde-Gebüsche  G  und  dem  Punkt- 
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räume  S,  angenommen  wird,*)  Bei  dieser  früheren  Abbildung  war 
der  Inbegriff  der  sich  selbst  assoeiirten  Strahlen  der  Schnitt  von  F 
mit  einem  andern  Gewinde  J  (J,  Nr.  201);  die  Regelfläche  4.  G-rades 
ist  r^  r  und  J  gemeinaam. 

Weil  diejenige  Regeifliiche  4.  Grades  in  V^,  welche  einer  Geraden 
in  2J^  entspricht,  als  Schnitt  eines  Strahlennetaes  von  G,  stets  durch 
ti,  V  geht,  so  enthält  jede  Gerade  von  i\  einen  u  und  einen  v  ent- 
sprechenden Pnnkt, 

Ben  „HMiplstrahlm"  u,  v  unserer  (jetzigen)  Abbildung  entsprechen 
J2i  Ebenen  E,",  E^". 

Infolge  dessen  reducirt  sich  das  Bild  einer  durch  m  oder  v  gehen- 
den Congruenz  F^V  auf  eine  cubische  Fläche  und  das  einer  solchen, 
die  durch  beide  Hauptstrahlen  geht  und  daher  lauter  Paare  associirter 
Strahlen  enthält,  auf  eine  doppelte  Ebene,  die  Ebene,  die  dem  zu  G 
gekörigen  V  entspricht, 

Jeäent  Punkte  von  Ej"  mifss  noch  ein  zweiter  Strahl  von  F'-'  cor-  708 
re^ondiren;     diese   Strahlen    bilden   dmt  Schnitt  mit   de^n   Tangemtial- 
gewinde  Tä,  p,  das  su  u  gehört  tmä  äwch  v  geht:  für  jede  Eegelschaar 
von  G,   die  sich  in   diesem  Gewinde   befindet,   hat  sieh  der  eine  der 
beiden  weiteren  Schnitte  mit  ti  vereinigt. 

Von  den  beiden  durch  u  gehenden  Regelschaar-Reibon  dos  Schnitts 
F^T^^„  enthält  die  eine  a,  die  andere  ß,  und  jede  dieser  Eegelschaaren 
wird  von  allen  der  andern  ßeihe,  ausser  in  u,  nochmals  geschnitten. 
Daher  bildet  sich  die  erste  Reihe  in  den  Büschel  (Bj,  Ei"),  die  andere 
in  {A^,  E|")  ab;    Ai,  S^  liegen  auf  Ei^E^".     Aehnliehes  gilt  für  Ts;«* 

Der  Schnitt  eines  andern  Tamgentialgewvndes  von  u  bildet  sieh  in 
eine  Fläche  2.  Grades  und  seine  heideit  durch  u  geltenden  Begelscliaar- 
Seihen  in  deren  Geradenschaareii  ab;  denn  die  Kegelfiäche  4.  Grades 
in  F",  deren  Bild  eine  Gerade  in  U^  ist,  berührt  das  Tangential- 
gewinde  in  u  und  hat  nur  noch  2  Schnittstrahlen. 

Jeder  durch  u  gehenden  ^Regelscliaar  von  F^  ist  eine  durch  v 
gehende  associirt;  sie  gehören,  weil  in  einem  Strahlennetze  von  G 
befindlich,  zu  verknüpften  Gebüschen  2?g,  S^,  also  zu  den  beiden 
Tan gentialge winden  von  u  und  n,  welche  diesem  Gebüschepaare  zu- 
geordnet sind.     Sie  haben  die  nämliche  Bildgerade. 

Die  Schniticongruenatn  :Meiei    einander  {oder  demselben  Gebüsclic- 


*)  Die  a.  a,  0.  benutzte  Collineation  zwiBCheii  dem  Gebüsche  S  der  Träger- 
flächen  der  Kegelachaaren  von  G  uod  dem  Punktraume  £,  ist  Correlation  zwischen 
G  UÄd  S^. 
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paare)  zugeordneten  Tangentialgewmde  von  u  und  v  haben  dieselbe  Büd- 
fläcke  3.  Grades  F^^. 

Die  Tangential gewMe  Tä,  5,  T^,  u  fuhren  zum  Ebenenpaare  (E,",  E/), 
wo  z.  B.  bei  T,7^,  die  Ebene  E^"  nur  aus  v  sicli  ergiebt. 

Sei  nun  q  eine  beliebige  ßegelsebaar  aus  ^g,  so  liat  das  von 
ihr  getragene  Feld  [p]  mit  der  durch  u  und  mit  der  durch  v  gehenden 
Re gel 8ch aar- Reihe  aus  S^  je  eine  ßegelachaar  gemein,  die  also  p 
zweimal  schneidet.  Der  Bild-Kegelschnitt  musa  deshalb  die  beiden 
Geraden  von  F^,  in  welche  diese  Reihen  sieh  abbilden,  zweimal  treffen; 
daher  liegen  sie  in  seiner  Ebene  und  gehören  zu  verschiedenen  Schaaren 
von  FiK 

Die  Bilder  der  Begelschaaren  aus  swei  verlmv^ßen  Gebüschm  2^,  Hg 
von  r^  befinden  sich  in  den  Tangentialebenen  der  zugehörigen  Fläche 
3.  Grades  F^,  in  jeder  die  Bilder  von  zwei  Reihen  von  Regeischaaren 
aus  2^3,  2^^,  die  in  dem  der  Ebene  entsprechenden  Gewinde  von  G 
enthalten  sind:  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  aus  jeder  der 
beiden  Kegelschnitt- Reihen  2  Kegelschnitte. 

Man  erkennt  leicht,  dass  das  vollständige  Bild  der  ß  enthaltenden 
Reihe  von  r^J^i,,  und  zugleich  der  a  enthaltenden  von  r^T;;;^  das 
Büschelpaar  {A^,  E^"),  {B^,  E,")  ist  und  ebenso  die  k,  bezw.  ß  ent- 
haltenden Reihen  der  beiden  Congruenzen  sich  in  (B^,  E^«),  (^^,  E/) 
abbilden. 

Die  Geraden  tmserer  Flächen  F^  erzeugen  die  Congruens  (4,  10} 
von  Nr.  706;  also  gehen  durch  jeä&t  Rtnlct  2  von  ihnen  tmd  5  berühren 
eine  gegebene  Ebene, 

Eine  von  den  Flachen  F^  trägt  in  ihren  Beriihrungs ebenen  die 
Bilder  der  Kegel  und  Kegelschnitte  von  F^;  diese  Ebenen  entsprechen, 
in  der  Correlation,  den  Strahlengebüschen  von  fr,  deren  Axen  das 
Strahlennetz  [m,  ii]  erfüllen.  Alle  Complexkegel  aus  den  Punkten,  alle 
Complexcurven  in  den  Ebenen  eines  Strahls  von  [«,  v'\  haben  ihre 
Bilder  in  derselben  B er ührungs ebene  dieser  Fläche. 

709  Die  Involution,  auf  einer  Regeifläche  4,  Grades,  der  den  Punkten 

einer  Geraden  von  S^  entsprechenden  Strahlenpaare  in  T^  hat  4  Doppel- 
strahlen {Nr.  590). 

Folglich  er  sengen  die  BunUe  in  S^,  denen  swei  msammengefallene 
associirte  StrcMen  in  T^  entsprechen,  eine  Fläche  4.  Ordnung  <pj^:  das 
Bild  der  Congruem  4.  Grades  der  sich  selbst  associirten  Strahlen  (Nr,  705) 

Ein  Strahlenbüsehel  von  F^  und  die  ihm  associirte  cubisehe 
Regelfläche  haben  nur  2  Strahlen  gemeinsam,  also  enthält  der  Büschel 
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nur  2  sich  selbst  aasocürto  Stcahlen;  seine  Bildgerade  schneidet  g?,* 
in  zweimal  2  vereinigten  Punkten. 

Dasselbe  gilt  für  die  gemeinsame  Bildgerade  einer  dvu'cli  u  gehen- 
den ßegelsehaar  von  F^  und  der  durch  v  gehenden  associirten,  weil 
sie  sich  auch  zweimal  schneiden. 

Die  Geraden  von  Uj,  in  die  sich  die  Skahlmhüschel,  hezw.  die  durch 
u  oder  v  gehenden  liegelschaaren  abbilden,  und  weklw  in  dem  ersten  Falle 
eine  Congruens  (8,  16),  in  dem  andern  eine  (4,  10)  bilden,  bind  Doppel- 
tangenten von  <Pi*. 

Eine  Regelschaar  von  F^  hat  mit  der  associirten  ßegelfläche 
6.  Grades  4  Strahlen  gemein,  die  sich  selbst  assocürt  sind  (Nr.  705). 
Daraus  folgt: 

Die  Kegdsdiniiie,  in  welche  sich  die  liegelschaaren  von  F^  abbilden: 
berühren  die  Flädie  tp^  viermal.  So  ergiebt  sich  ihre  vierfache  Un- 
endlichkeit. 

Wo  ein  solcher  Kegelschnitt  die  gjj*  trifft,  berührt  er  sie.  Ist 
also  Fl  die  Fläche  4.  Ordnung  mit  Doppel-Kegelschnitt,  in  welche 
eine  Congruenz  F^F  sich  abbildet,  so  gehen  durch  jeden  Punkt,  den 
sie  mit  tp^^  gemeinsam  hat,  auf  ihr  10  diese  Fläche  berührende  Kegel- 
schnitte; also  berühren  sich  beide  Flächen. 

Die  Fläche  ^^  wird  von  allen  Flächen  4.  Ordnung,  in  welche  sich 
die  Sdmittcongruenmi  von  F"  mit  Gewindelt  abbilden,  längs  der  vollen 
gemeinsamen  Cwrve  berOkrt. 

Die  Ebenen  Ej",  E^"  sind  (coniseh  berührende)  Doppel-Tangential- 
ebenen von  <pi*. 

Das  beweisen  z.  B,  in  E^"  schon  die  Strahlen  der  Büschel  von 
A^  und  j?!,  welche  zu  der  eben  erwähnten  zweiten  Congruenz  von 
Doppeltangenten  gehören;  sie  sind  freilich  nicht  eigentliche  Doppel- 
taugenten, da,  wie  sich  gleich  herausstellen  wird,  die  Punkte  A^,  B^ 
Doppelpunkte  der  ip^  sind.  Die  BerÜhrungscnrve  geht  durch  A^  und  B^ . 

Wie  die  F^,  so  sind  mich  die  F^  der  Fläche  (p^  umgeschrieben, 
darunter  auch  (Ej^",  E^"). 

Wir  legen  durch  a,  ein  Strahlennetz,  die  zweite  von  ihm  aus  T^ 
ausgeschnittene  Regelschaar  sei  ß';  alle  Paare  associirter  Strahlen, 
die  von  den  Regel  seh  aar  en  des  G  in  diesem  Netze  herrühren,  liegen 
auf  a.  Folglieh  ist  die  Gerade  %,  welche  diesem  Strahleunetze  in 
der  Correlaiion  correspondirt,  doppelt  genommen,  das  Bild  von  «'. 

Alle  Regeischaaren  aus  dem  Felde  von  F^,  das  von  «  getragen 
wird,  bilden  sich  in  doppelte  Geraden  ah;  sie  gehen,  wegen  der  Schnitte 
der  Eegelschaaren  mit  tt,  durch  A^.  Die  Paare  der  Strahlen  von  a', 
welche  je  demselben  Punkt  von  a^  entsprechen,  bilden  eine  Involution; 
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ihru  Doppelsirahlen  lehren,  dass  a^  die  Fläche  qi/,  ausser  in  Aj,  nur 
noch  zweimal  trilft. 

Die  Punkte  Ä^,  B^  gehören  der  Fläche  ip^^  doppelt  an. 

Fällt  a^  in  E,",  so  betührb  jede  der  dann  in  Tä,  t  fallenden  ßegel- 
schaaren  voq  G  den  T*  in  w,  dieser  Strahl  ist  einer  der  beiden  asso- 
ciirten  Strahlen,  die  Involution  auf  «'  ist  parabolisch;  die  beiden 
weiteren  Schnitte  von  a^  haben  sich  vereinigt,   wie  wir  schon  wissen. 

Es  sei  VS^  einer  von  den  4  Strahlenbiischeln  des  F'^,  welche 
durch  n  gehen,  w'''  sein  von  v  getroffener  Strahl,  so  besteht  für  alle 
Strahlen  x  von  U*''  die  Regelschaar  (uvx)  aus  U'''  und  dem  Büschel 
iv^H-^  also  allen  diesen  Strahlen  entspricht  der  Punkt,  der  in  der  Cor- 
relation  dieser  Begelschaar  correspondirt. 

Wir  hahen  daher  4  in  Ej"  gelegene  Fmilde  U-^'^  und  4  in  E,"  ge- 
legene Vi'^,  denen  je  alle  Strahlen  eines  der  Büschel  U''"*,  hesw.  SB''!  von 
r^  entspricht,  welche  w  oder  v  mthaltcn 

Da  jede  Congruenz  I^F  mit  emem  U"  odei  ißl''  einen  Strahl 
gemein  hat,  so  liegen  diese  8  Punltt  auf  allen  riachcn  F*.  Dadurch 
ergiebt  sich  die  fünffach  unendliche  Mannigfaltig'keit  dveser  Flächen,  ent- 
sprechend der  der  F;  denn  an  sich  hat  die  Flache  4.  Ordnung  mit 
Doppel-Kegelschnitt  die  Mannigfaltigkeit  21  ')i  unsere  Flächen  aber 
sind  den  2.4  -f-  8  =  16  Bedingungen  unieiworfen  die  Punkte  A^,  B^ 
zu  doppelten,  die   C/'',  F^'''  zu  einfachen  Punkten  zu  haben. 

Einer  Geraden  Wj<''  durch  üj^''>  entspricht  ein  Strahlennetz  in  G 
durch  das  Büschelpaar  (U*'>,  w'-'h),  welches  den  T^,  ausser  in  U*''',  noch 
in  einer  cubischen  Regelfläche  schneidet.  Auf  dieser  bilden  die  asso- 
ciirfcen  Strahlen,  wegen  ihres  Geschlechts  0,  eine  gemeine  Involution 
mit  2  Doppelstrahlen;  d.  h.  m/"  trifft  y/,  ausser  in  OJW,  noch  zweimal. 

Auf  der  Fläche  fp^  sind  die  8  PunMe   ü^'',  V^^'^  Do^elpunkte. 

Wegen  der  10  Doppelpunkte  und  der  2  Doppel-Berührungsebenen 
ist  die  Doppeltangenten-Congruens  dieser  Fläche  eine  (12,  26)  (II,  Nr.  326) , 
sie  wird  daher   durch  die  oben  gefimdenen  Congruen^en  (8,  16),   (4,  10) 


Jedes  Tangential- Strahlennetz  von  F^,  gehörig  zum  Strahle  x, 
schneidet  in  den  4  Strahlenbüseheln,  welche  durch  x  gehen;  die  Fläche 
4.  Ordnung  l'^'',  in  die  sich  die  Schnittcongruenz  mit  einem  der  Tan- 
gentialgewinde  von  x  abbildet,  geht  daher  durch  die  4  Bildgeraden 
dieser  Strahl enbüsohel,  die  in  den  Bildpunkt  von  x  zusammenlaufen, 
und  hat  diesen  Punkt  zum  Doppelpunkte,  ebenso  wie  die  Congruenz 
den  Strahl  x  zum  Doppelstrahle  hat. 

*)  Math.  Annalen  Bd.  21  S.  Uli  (odev  Nr,  7S7). 
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In  Bezug  auf  den  in  Nr.  705  gefundenen  Cofwplex  2.  Grades  F-  ^  710 
fügen  wir  noch  hinzu,   dasa  v  für  ihn  ein  Doppelstrahl  ist,  während  er 
in  u  dm  geffebenen  Compler,  r^  tangirt. 

Dieser  Complex  entsteht  durch  die  Strahlen  y  in  den  Begel- 
schaaren  durch  !(,  v,  weiche  dem  u  in  Bezug  auf  die  beiden  weiteren 
Schnittstrahlen  x,  x  mit  F^  harmoniaeh  zugeordnet  sind.  Jeder  Strahl 
w  von  [m,  v\  fährt  zu  einer  ßegelschaar,  die  in  zwei  Büschel  uw,  vw 
zerfällt  mit  den  Scheiteln  U,  V;  die  beiden  Strahlen  x,  x  sind  die 
Schnittstrahlen  derselben  mit  F^  ausser  u,  bezw.  v.  Eine  Gerade,  in 
der  Ebene  des  ersten  durch  Y  gezogen,  trifft  a,  x,  x',  ist  also  Leit- 
gerade und  y  ergiebt  sich  als  vierter  harmooischiir  Sti'ahl  zii  u  in 
Bezug  auf  x  und  ib.  Hält  man  die  Ebene  durch  u  fest  und  lässt  ü 
sich  bewegen,  so  bleibt  V  fest,  x  umhöUt  die  Complescurve  von  T^, 
welche  n  berührt;  y  umhüllt  ebenfalls  einen  Kegelschnitt,  der  u  in 
demselben  Punkte  tangirt;  denn  durch  jeden  Punkt  von  u  geht,  ausser 
M,  nur  ein  x,  ein  iv,  also  auch  ein  y;  vereinigt  sieh  x  mit  ti,  so  thut 
es  auch  y,  wobei  dann,  wie  immer,  der  Punkt  uy  mit  ux  identisch  ist. 

In  diesem  Kegelschnitte  haben  wir  die  Complescurve  von  F-  ^  in 
der  betrachteten  Ebene. 

Wegen  des  gemeinsamen  Berührungspunktes  haben  beide  Com- 
plese  F^  und  F^  ^  dieselbe  Projectivität  zwischen  der  Punkti'eihe  auf 
H  und  dem  Ebenenbüschel  um  u,  also  dasselbe  Tangential-Strahlen- 
netz,  das  ja  durch  diese  Projectivität  vollständig  bestimmt  ist,  und 
dieselben  Tangential ge winde;  sie  berühren  sieh  in  u. 

In  einer  beliebigen  Ebene  durch  i>  sei  x  eine  der  beiden  aus  dem 
Spurpunkte  U  von  u  kommenden  Tangenten  der  Complexcurve  von 
F''  und  Fj  ihr  Schnittpunkt  mit  v.  Für  die  zerfallende  Regelschaar 
(tix,  vx)  vereinigen  sich  x  und  x'  beide  in  x;  jede  Gerade  in  der 
Ebene  durch  ü  kann  als  Gerade  der  Leitschaai'  angesehen  werden, 
da  sie  ti,  x,  v  trifft;  auf  ihr  fallen  die  Schnitte  mit  «(,  x,  x  iu  J]  zu- 
sammen; also  ist  der  vierte  harmonische  Strahl  y  unbestimmt  jeder 
beliebige  Strahl  durch  Y^  E^  vx\  ist  Y.^  der  Schnitt  von  v  mit  der 
zweiten  Tangente  aus  J],  so  sehen  wir,  dass  die  Complescurve  von 
V-  ^  in  der  betrachteten  Ebene  durch  v  aus  dem  auf  dieser  Geraden 
gelegenen  Punktepaare  F^  F^  besteht,  und  so  in  jeder  Ebene  durch  13 
aus  einem  solchen  Punktepaare.  Das  bedeutet  aber,  dass  v  Doppel- 
strahl dieses  CompJeses  ist;  denn  in  jedem  durch  v  gehenden  Strahlen- 
büschel vereinigen  sich  dann  die  beiden  Strahlen  des  Complexes  in  v 
(vergl.  Nr.  766). 

Für  den  Schnitt  des  F\  ^  mit  F^,  also  für  die  Oongruens  (4,  4) 
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der  sich  selbst  associirten  Strahlen  führt  das  eine  wie  das  andere  dazu, 
äa.sä  u,  V  Do^elstrahlen  desselben  sind. 

l  Diese  sweieindeutige  Abbildung  geht  in  eine  eindeutige*)  über,  ivenn 

wir  die  beiden  Strählen  u,  v  aus  einem  dem  Cojnplexe  F^  angehörigen 
Strahleniiüschel  (0,  a)  nehmen.  Alle  Gewinde,  Strahleimetse ,  Begel- 
sdiaaren  des  Gebiisdtes  G  haben  dann  diesen  Büschel  (0,  ro)  gemein; 
also  zerfällt  jede  ßegelschaar  von  G  in  (0,  to)  uad  einen  zweiten  ihn 
schneidenden  Strahlenbüschel,  und  jeder  Strahl  g  Ton  T^  bestimmt 
einen  solchen  Büschel  mit  dem  Seheitel  C  ?^  gtx)  und  der  Ebene 
f^gO.  Der  Punkt  von  Ü^,  der  in  der  Correlation  zwischen  diesem 
Punktraume  und  dem  Gebüsche  G  der  Regelschaar  [(0,  <o),  {C,  7)] 
entspricht,  ist  das  Bild  von  3;  und  umgekehrt  hat  jeder  den  (0,  cd) 
schneidende  Strahlenbüschel,  ausser  dem  Sirahle  von  (0,  m),  nur  einen 
Strahl  mit  F^  gemeinsam.  Die  Beziehung  ist  also  in  der  That  in 
beiderlei  Sinne  eindeutig.**) 

Die  Ebenen  von  2J^  sind  die  Bilder  der  durch  (0,  &)  gehenden 
quadratischen  Congrumeen  von  F^,  welche  durch  die  Gewinde  von  G  ein- 
geschnitten tvei'den  und  die  wir,  zur  Unterscheidung  von  den  durch  be- 
liebige Gewinde  eingeschnittenen  Oongruenzen  C^,  mit  C^  bezeichnen 
wollen. 

Einer  Geraden  von  2^  corresponäirt  die  ethische  Eegelfläche,  m  der 
das  entsprechende  Strahlennetz  von  G  den  Complex,  ausser  in  (0,  a), 
schneidet;  die  doppelte  Leitgerade  geht  durch  0,  die  einfache  liegt 
in  10,  und  2  Erzeugende  der  Regelfläche  gehören  also  dem  Büschel 
(0,  (o)  an. 

Weil  eine  solche  ßegelfläche  mit  einem  beliebigen  Gewinde  F 
3  Strahlen  gemein  bat,  so  correspondiren  den  quadratischen  Congruenzen 
O  von  F^,  die  nicht  dwrch  (0,  ra)  gehen,  m  2^  mhische  Flächen  f^. 

Der  Complex  F*  enthält  00^  SPraJüenbüschel  {B",  (3**),  welche  (0,  o) 
schndäen:  ihre  Scheitel  bilden  die  Schnittcurve  ©CP,  ihre  Ebenen  um- 
hüllen den  Kegel  0*;  sie  erfüllen  eine  Congruenz  4.  Grades.  Allen 
Stahlen  eines  solchen  Büschels  ent^richt  ein  und  derselbe  FunJct.  Die 
einer  beliebigen  Ebene  von  £j  entsprechende  Congruenz  C^  enthält 
(0,  ö)  und  unter  ihren  15  weiteren  Büscheln  5,  welche  (0,  ©)  schneiden. 

Die  Punlite  in  S^,  ivelche  den  Strahletüiüscheln  (£",  §")  von  F^ 
correspondiren ,  bilden  eine  Baunicwve  5.  Ordnung  h^^,  die  Hauptcivrve 
in  E^. 

'*)  Vergl.  Caporali,  Sui  comploBsi  e  snlle  congruenze  di  2"  grado.  Memorio 
dell'  Accademia  dei  Lincei  Ser.  III,  Bd.  3  (1S78). 

**)  Blosses  Sclineiden  von  m,  v  würde  dies  noch  nicht  bewirken. 
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Weil  jeder  von  diesen  Büscheln  in  eine  Congruenz  C  von  F^ 
einen  Strahl  sendet,  so  liegt  Äj^  auf  älleit  dm  aibischen  Flächen  f^^ 
einfach. 

Ein  beliebiger  Strahle nbii seh el  (S,  ß)  in  F^  begegnet  der  Con- 
gruenz C^,  welche  einer  Ebene  von  2^^  entspricht,  oder  dem  sie  ein- 
sehneidenden Gewinde  in  einem  Strahle;  also  ist  sein  Bild  eine  Gerade. 
Es  giebt  2  Strahlenbüsehel  in  F^,  welche  (0,  co)  und  {B,  ß)  zugleich 
sehneiden  (Nr.  608);  das  sind  (B".  ß");  also  trifft  die  Bildgerade  von 
(B,  ß)  die  Eaumeurve  ICj^  zweimal. 

Ein  heliebiger  Strahlenhüschel  von  F'^  hat  eine  Sehne  der  Hmi^tcurve 
h^"  mm  Bilde. 

Eine  Regelschaar  q  von  F^  begegnet  der  O  in  2  Strahlen;  folg- 
lich entspricht  ihr  ein  Kegelschnitt  in  .S^;  ein  Strahlenbüsehel  {B",  ß"), 
welcher  die  Regelschaar  p  schneidet,  befindet  sich  in  dem  Gewinde^ 
welches  q  mit  (0,  ro)  verbindet,  und  der  von  ihm  ausgeschnittenen 
Congruenz  C^,  und  die  zerfallende  ßegelschaar  [(0,  ro),  {B'\  (3")]  ge- 
hört weder  in  dieselbe  Reihe  mit  9,  weil  dann  (B",  ß")  diese  nicht 
schneiden  darf,  noch  in  die  verknüpfte,  weil  dann  auch  (0,  <o)  die  9 
treffen  müsste,  sondern  in  eine  der  8  übrigen.  Und  da  jeder  Büschel 
von  O  nur  iu  einer  und  stets  in  einer  von  zwei  verknüpften  Reihen 
mit  einem  andern  zu  einer  Regelsehaar  verbunden  ist,  so  haben  wir 
4  Büschel  {B",  ß°),  welche  p  sehneiden;  der  Bild-Kegelschnitt  trifft  Je,'' 
viermal. 

Eine  beliebige  Begelschaar  von  F^  bildet  sicft  in  einen  die  Ilattpt- 
curve  Ti^  viermal  {reffenden  Kegelschniü  ab. 

Eine  Curve  in  S^  entspricht  einer  Regelfläche  in  F^,  von  der  so 
viele  Erzeugenden  einer  Geraden  l  begegnen,  als  die  cubische  Fläche 
fj^,  in  welche  die  Congruen?.  {[l\,  F^)  sich  abbildet,  der  Curve  ausser- 
halb der  kj^  begegnet. 

Einer  beliebigen  Geraden  von  S^  entspricht  also  in  F'^,  wie  wir 
schon  wissen,  eine  cubische  Regelfläehe;  von  ihr  liegen  2  Erzeugende 
in  (0,  o>);  eine  Gerade,  welche  k^^  einmal  trifft,  ist  das  Bild  einer 
ßegelschaar,  denn  es  löst  sich  ein  (B*',  ß")  ab,  und  die  Regelschaar 
hat  nur  noch  eine  Gerade  in  (0,  ra).  Demnach  bilden  die  den  (0,  m) 
schneidenden  Regelsehaaren  sich  nicht  in  Kegelschnitte,  sondern  in 
Gerade  ah,  die  sich  auf  k^^  stützen,  und  der  Stützpunkt  ist  das  Bild 
desjenigen  Strahlen  bü  seh  eis  (B",  ß"),  zu  dem  der  gemeinsame  Strahl 
der  Regelschaar  und  des  (0,  ra)  gehört.  Es  giebt  od'  Regeischaaren 
von  r^,  welche  (0,  w)  schneiden:  durch  jeden  Strahl  von  (0,  ra)  00^; 
es  giebt  00^  Gerade,  welche  sich  auf  k^^  stützen. 

Eine  Sehne   von  Äj^    ist  das  Bild  eines  Sttahlenbüschels  von  F^; 
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die  Seimen  von  k^^  und  die  Strahlenbüsehel  von  F^  sind  beidu  von 
doppelt  unendlicher  Mannigfaltigkeit. 

Einem  beliebigen  Kegelschnitte  von  Z^^  mtsprlclit  in  F^  eine  Regel- 
fläehe  6.  Grades;  sie  wird,  durch  Absonderung  von  4  Strablenbüacliehi, 
eine  Regelscliaar,  wenn  der  Kegelschnitt  die  ft^^  viermal  trifft.  Die 
Mannigfaltigkeit  der  Regeischaaren  in  F^,  der  Kegelschnitte,  welche 
fti^  viermal  treffen,  iat  dieselbe:  4,*) 

Durch  einen  Strahl  von  F^  gehen  4  Strahlenbüsehel;  also  Iwmjnen 
von  einem  Funkte  an  Tzi"  4  Sehnen;  diese  Curve  ?sf  daher  diejenige  Raum- 
curve  5.  Ordnung  vom  Geschlecht  2,  deren  Bang  13  -ist  und  die  mit 
einer  Saumeurve  4.  Ordnung  1.  Art,  der  sie  8mal  begegnet,  den  vollen 
Schnitt  sweier  ciibischeit  Flächen  oder  mit  einer  Geraden,  die  ihr  dreimal 
begegnet,  den  vollen  Schnitt  einer  Fläche  3.  Ordnung  mit  einer  von  der 
3.  Ordnung  0,^  bildet.**) 

Die  Regelschaaren  dieser  einzigen  durch  die  Curve  gehenden 
Fläche  2,  Grades  Oj^  sind  auch  wichtig:  die  Geraden  der  einen  Schaar 
sind  dreifache  Secanten  i^,  die  der  andern  zweifache  d^  von  /Ci". 

Es  sei  g'*  ein  Strahl  von  (0,  w);  durch  ihn  gehen  oo^  Strahlen- 
büschel, welche  so  beschaffen  sind,  dass  der  zweite  Schnittstrahl  mit 
F^  dem  g"  unendlich  nahe  ist:  jedem  Punkte  X  von  g''  als  Seheitel 
gehört  die  Ebene  §  zu,  welche  den  Complexkegel  (X)  längs  g"  tangirt; 
alle  diese  Büschel  befinden  sich  in  dem  zu  G  gehörigen  siiigularen 
Strablennetze,  das  g"  zur  Leitgeraden  hat  und  zu  dem  die  durch  F^ 
bewirkte  Projeetivität  der  Punkte  X  und  der  Ebenen  |  gehört,  so 
dasa  in  ihr  auch  0  und  o)  einander  entsprechen.  Daher  hat  der 
Strahl  g"  oo^  Bildpunkte,  welche  die  Gerade  erfüllen,  die  in  der  Cor- 
relation  diesem  Netze  correspondirt.  Da  aber  g"  zu  drei  Büscheln 
{B",  ß")  gehört,  deren  Scheitel  die  Schnitte  mit  ©$  ausser  0  sind, 
so  muss  unsere  Gerade  durch  3  Punkte  von  h^^  gehen. 

Die  Trisecanten  t^  der  Curve  k^,  welche  die  eine  Stliao}  von  0,' 
bilden,  sind  die  BÜder  der  einseinen  Strahlen  von  (0,  to),  bo  rfass  ndei 
von  diesen  Strahlen  rx^  Bildpimkte  hat.  Wir  können  deshalb  d.  n  Büschel 
(0,  ra)  den  Hauptbüschel  der  Abbildung  nennen. 

Eine  die  k,^  achneidende  Gerade  trifft  eine  Trisecante  t^,  mit  der 
sie  das  volle  Bild  der  (0,  m)  schneidenden  Regelschaar  ist,  von  der 
wir  sie  oben  als  Bild  bezeichnet  haben.  Allen  auf  0/  gelegenen  oder 
k,^  Ömal  treffenden  Kegelsclinitten  entspricht  der  Hauptbüschel  (0,  ra). 

*)  In  dieser  Weise  erkannte  Capurali  zuerst  die  vierfache  Unondlielikeit 
der  Regeischaaren  in  r^. 

**)  Vergl,  meine  Sjnthetisobeu  Untoi'snohnnj>'en  über  die  t'läohfic  Ü.  Ordnung 
Nr.  65, 
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Jede  i3er  Flächen  f^  schneidet  0^  in  einer  i^^,  dem  Bilde  des  ,(/" 
von  (0,  lo),  durch  den  die  entsprechende  Congruenz  O  geht. 

3ie  Geraden  d^  von  Oj^,  welche  k,^  zweimal  treffen,  rufeJi  auf  dieser 
Ourve  eine  Involution  I,  hervor,  welche  auch  durch  den  Ebenenbüschel 
um  jede  beliebige  t,  eingeschnitten  wird;  eine  t^  trifft  in  ihren  Stütz- 
punkten dreimal  2  unendlich  nahe  Tangenten  von  /fj^,  also  noch 
12  ■— 3.2  =  6  andere,  welche  d^  sein  müssen.  Diese  Involution  (auf 
nicht ,  rationalem  Träger)  hai  also  G  Doppelpunkte. 

Wir  werden  bald  die  Wichtigkeit  der  gepaarten  Punkte  dieser 
Involution  erkennen. 

Untersuchen  wir  aber  erst  die  Bilder  der  Rege  Ischaar-Reihen  der  712 
Congruenzen   C^  und   C^   von  V^.     In   der  Ebene    von  S,,   dem  Bude 
einer  C^,   haben  wir  fünfmal  einen  Kegelschnitt- Büschel   durch  4  von 
den  Schnitten  mit  h^^  und  den  Strahlenbüschel  durch  den  fünften. 

Von  den  16  Strahl enbüschelu  der  C^  ist  einer  (0,  ra);  von  den 
15  übrigen  bilden  sieh  5  in  die  Schnitte  der  Ebene  mit  /cj^,  die  10 
übrigen  in  die  Sehnen  von  Jc,^  ab,  die  diese  Punkte  verbinden. 

In  jeder  Fläche  3.  Ordnung,  welche  durch  Zcj^  geht,  haben  wir 
eine  die  Ä^''  dreimal  treffende  Gerade  i,;  die  10  auf  diese  Gerade  sich 
stützenden  «j  treffen  k^^'  einmal  (nämlich  im  zweiten  Schnitte  mit  Oj^), 
die  16  übrigen  treffen  sie  zweimal.  Diese  sind  die  Bilder  der  16  Strah- 
lenbüschel der  C^,  deren  Bild  die  eubische  Fläche  ist.  Die  Mannig- 
faltigkeit der  cubischen  Flächen  durch  Icj''  ist,  weil  diese  Ourve  für 
die  Bestimnmng  einer  durch  sie  zu  legenden  Fläche  3.  Ordnung  den 
Werth  von  14  Punkten  hat*),  dieselbe:  5,  wie  die  der  Congruenzen 
O  in  r*^;  und  in  der  That,  wie  die  Fläche  durch  5  beliebige  weitere 
Funkte  eindeutig  bestimmt  ist,  so  die  Congruenz  oder  das  sie  ein- 
schneidende Gewinde  durch  die  5  Strahlen  von  F^,  welche  sich  in  jene 
Punkte  abbilden.  Also  ist  in  der  That  jede  cubisehe  Fläche  durch 
hi^  Bild  einer  Oongrueu«  O  in  r^.  Die  Kegelschnitte  in  den  Ebenen 
durch  die  10  Geraden  m,  einer  solchen  Fläche  sind  die  Bilder  der  Regel- 
schaaren  der  entsprechenden  C^,  und  zwar  führen  die  Bbeuenbüschel 
um  2  Gerade  «,,  die  sich  schneiden,  zu  verknüpften  Reihen. 

Wie  sind  in  ZI^  die  Bild-Kegelschnitte  der  Regeischaaren  von  J'^ 
vertheilt,  die  zu  einem  Gebüsche  £^  gehören? 

Zwei  Regeischaaren  von  F^  aus  demselben  Gebüsche  befinden 
sich  in  dem  nämlichen  Gewinde  und  zwar  in  derselben  Reihe  der  aus- 
geschnittenen Congruenz;    also  müssen  die  Bikl-Kegelschnitte  auf  d(!r 

")  a,  ft.  0.  Nr.  7H. 
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Bildfläehe  f,^  darch  dieselbe  Gerade  u,  gehen  uud  ihre  Ebenen  müssen 
die  /c,^  in  deren  Stützpunkte,  d.  h.  in  demselben  Punkte  treft'en. 

Und  umgekehrt,  wenn  die  Ebenon  von  zwei  die  Ciirve  Jc^^  viermal 
treffenden  Kegelschnitten  i^ieser  Cuvve  zum  fünften  Male  in  demselben 
Punkte  begegnen,  so  sind  sie  Bilder  von  Begelschaaren  des  I^  aus 
dem  nämlichen  Gebüsche;  denn  wir  können  eine  durch  k,-'  gebende 
cubiscbe.  Fläche  durch  die  Schnittlinie  «,  der  beiden  Ebenen  und  die 
beiden  Kegelschnitte  bringen,  indem  wir  von  den  5  übrigen  Punkten 
3  auf  jene  und  einen  auf  jeden  von  diesen  legen. 

Jeder  Punkt  Pj  von  k,^  führt  su  einem  Gebüsche:  man  consk-uire 
in  cälen  Ebenen  durch  ihn  die  Kegelschnitte  durch  die  4  weiterm  Schnitte. 
Diese  Curven  sind  die  Bilder  der  Regeischaaren  des  G^üsches.  Diese 
Kegelschnitt- Büschel  entsprechen  den  Reiben  des  Gebüsches,  die  von 
der  Regelsehaar  ausstrahlen,  welche  aus  dem  Hauptböschel  [0,  <o)  und 
dem  in  den  Seheitel  P^  des  Bündeis  sieb  abbildenden  Büschel  (B**,  ß") 
besteht. 

Jeder  Sehne  von  ft,''  wird  durcb  einen  Punkt  Pj  dieser  Curve  eiue 
andere  Sebne  zugeordnet,  welche  die  beiden  übrigen  Schnitte  der  Ebene 
von  ihr  nach  Pj  verbindet;  zu  jedem  Strablenbüscbel  von  F^  gebort 
ein  anderer,  mit  dem  'zusammen  er  eine  zu  einem  bestimmten  Gebüsche 
gehörige  Regelsehaar  bildet. 

Wenn  in  der  oben  bestimmten  B'i'acbe  fj^  t^  die  Trisecante  ist  und 
m/  die  dritte  Gerade  in  der  Ebene  t^u^,  so  sind  die  Kegelschnitte  in 
den  Ebenen  durch  m,',  die  denen  in  den  Ebenen  durch  m,  zweimal  be- 
gegnen, die  Bilder  der  Begelscbaaren  der  verknüpften  Reihe,  also  aus 
dem  verknüpften  Gebüsche;  daher  ist  der  Stützpunkt  P/  der  li/  auf 
ki^  der  Punkt,  der  zu  diesem  Gebüsche  führt;  die  beiden  Punkte  Pj, 
P/  sind  Schnitte  einer  Ebene  durch  die  Trisecante  t,  mit  7,:/',  also 
gepaarte  Punkte  der  obigen  Involution  I,. 

Ziiei  gepaatte  Funltt  unsetet  dmch  die  Getaden  d^  von  0^  auf  k^' 
entstehenden  Involution  I^  fii/iten  imtner  m  lejknupfien  Gebüschen,  die 
6  Doppelpunkte  der  Involution  geben  die  6  sich  selbst  lerknüpften  Qe- 
lusdte 

Welches  Faat  det  Iniolutton  fuhrt  m  dem  Gebuschepaare  der  Kegel 
und  der  Kegelschnitte  von  T^?  Zu  einem  Gebüsche  von  Regeischaaren 
gehört,  wie  wir  eben  bemerkten,  stets  die  Regelsehaar,  welche  aus 
dem  Hauptbüschel  und  demjenigen  Büschel  {B",  ß°)  besteht,  dem  der 
Scheitel  des  Ebeneabüudels  auf  k,''  correspondirt.  Diese  Regelsehaar 
wird  Kegel  oder  Kegelschnitt,  ivenn  beide  Büschel  den  Scheitel  oder 
die  Ebene  gemeinsam  haben.     7s(  also  (0,  ra)  der  sweite  Büschel  von 
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r^  a-us  0,  (0,  ra)  der  sweüe  in  e>,  so  setsen  die  Biläpwnkte  't\'',  P^"'  dieser 
Büschel  das  gesuchte  Paar  misammen. 

Kegel  «nd  Kegelschnitte  kommen  nur  in  Congruenzen  C^  vor,  die 
diircli  Strahlengeb fische  eingeschnitten  werden;  die  Flächen  /i^,  welche 
solchen  Congruenzen  entsprechen,  senden  durch  Pi",  P,*"  je  eine  Gerade; 
und  umgekehrt,  jede  cubische  Fläche  durch  k^^,  auf  der  eine  Gerade 
durch  einen  dieser  Punkte  geht,  eßtsprieht  einer  derartigen  Congruenz 
und  enthält  auch  eine  Gerade  durch  den  andern  Punkt. 

Die  Schnittcongruenz  von  r"  mit  einem  der  Fundamental- Gewinde 
hat  ihre  Eegelschaar- Reihen  in  5  von  den  Doppelgebüschen  von  F^ 
{Nr,  638).  Folglich  muss  die  Bildfläche  in  5  von  den  Doppelpunkten 
der  Involution  7,  die  5  Doppelpunkte  der  Geradenpaare  haben,  die  an 
der  auf  ihr  gelegenen  Triaecante  von  k,^  hängen. 

Weil  die  ßegelschaar,  in  der  ein  beliebiges  Strahlennetz  und  ein 
Gewinde  von  G  sich  durchschneiden,  mit  J"^  4  Strahlen  gemeinsam 
hat,  so  begegnet  sich  die  Eegelfläche  4.  Grades,  in  der  jenes  den  F^ 
schneidet,  mit  der  O,  welche  von  diesem  ausgeschnitten  wird,  in 
4  Strahlen. 

Das  Bild  einer  dwrch  ein  Strahlennetz  ausgeschnittenen  JRegelßäche 
4.  Grades  p*  ist  eine  Baumcurve  4.  Ordnung  k^*.  Und  den  quadratischen 
Congrnenzen  C,  welche  durch  die  Gewinde  eines  Büschels  ausgeschnitten 
werden  und  daher  selbst  einen  Böschel  bilden,  entsprechen  cubische 
Flächen  /!*,  welche,  ausser  h^^,  noch  eine  Raumcurve  4'"  Ordnung 
1.  Art  gemeinsam  haben.  Die  8  Punkte,  welche  ft^*  mit  J^^  gemein 
hat,  entsprechen  den  8  Strahlen,  in  denen  das  Strahlennetz  und  die 
Congruenz  4,  Grades  der  Büschel  (^B",  (3")  sich  durchschneiden. 

Vier  beliebige  Strahlen  von  F^  bestimmen  ein  Strahlennetz  und 
die  Itegelfläche  4.  Grades  p'^  in  F^;  4  beliebige  Punkte  in  2^;  bestim- 
men einen  durch  kj^  gehenden  Büschel  cubischer  Flächen  und  die  ft^*. 
Andererseits  aber  schneidet  die  Grund-Regelschaar  eines  Gewindenetzes 
in  r^  4  Strahlen  ein,  die  nicht  von  einander  unabhängig,  sondern 
durch  3  von  ihnen  bestimmt  sind.  Wir  erhalten  in  F^  einen  Bündel 
von  Congruenzen  C^  und  Regelflächen  p*,  in  2^,  einen  Bündel  von  Flä- 
chen fj^  und  Curven  k^\  welche  alle  durch  4  Punkte  gehen,  von  denen 
drei  den  vierten  bestimmen. 

Weil  von  einem  Punkte  Pj  von  k/'  2  Sehnen  an  k,^  gehen,  so 
giebt  es  im  Büschel  (Jc^^,  fc/)  2  Flächen,  welche  eine  durch  Pj  gehende, 
die  Äj*  aber  nicht  mehr  trefl'ende  Gerade  enthalten,  in  dem  Büsche! 
von  Gewinden,  deren  T^- Congruenzen  sich  in  die  Flächen  des  Büschels 
abbilden,  demnach  2  Gewinde  von  der  Art,  dass  ihre  Schnittcon- 
gruenzenRegelsebaar-Reiben  enthalten,  die  einem  bestimmten  Gebüsche 
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von  r^  angehören;  oder:  die  Gewinde  durch  die  Begelschaaren  eines  Ge- 
iilsches  von  F^  hilden  ein  quadratisches  System  4.  Stufe  'B^  (Nr.  619). 

i  Wir   wollen  auch  mit  Hilfe   dieser  Abbildung   die  Kegelsehaareii 

von  r^  untersuchen,  welche  durch  einen  Strahl  g  des  Complexes  gehen, 
und  zwar  zunächst  die  zu  einem  bestimmten  Gebüsche  gehörigen.  Ist 
G^  der  Bildpunkt  von  g  und  Pj  der  dem  Gebüsche  correapondirende 
Bandelscheitel  auf  /c^^,  so  müssen  die  Bild-Kegelschnitte  in  den  Ebenen 
durch  GiP^  liegen.  Nun  giebt  es  eine  Fläche  f,^  durch  k,^,  welche  den 
Punkt  Gj  zum  Knotenpunkte  hat  —  das  sind  4  lineare  Bedingungen 
—  und  durch  ö-^P,  geht;  diese  Fläche  enthält  alle  fraglichen  Kegel- 
schnitte, da  dieselben  durch  den  Knotenpunkt  gehen  und  ihr  noch 
fünfmal  begegnen. 

Die  ßegelschaaren  erfüllen  also  die  entsprechende  Congruenz  O, 
welche  den  Strahl  g  zum  Doppelatrahle  hat;  das  einschneidende  Ge- 
winde ist  eins  der  Tan  gentialge winde  von  g,  und  die  andern  Gebüsche 
geben  die  übrigen. 

Die  Congruenzen  O  von  F^,  welche  durch  die  oo'  Tangmtialgewinde 
eines  Sfy'ahh  g  den  Complexes  pingeschniüen  werd^,  hilden  sicli  in  Flächen 
fi^  dnes  Büschels  ah,  die  alle  den  BiltVpurikt  G-^  von  g  zum  Knotenpunkte 
haben. 

Die  4  Seimen  &,',  . .  .  7>^^'^  aus  ihm  an  \''  setzen  die  l\^  in  die- 
sem Falle  zusammen;  die  Büschel  von  F',  die  ihnen  entsprechen,  bilden 
ja  den  Schnitt  mit  dem  Grund -Strahlennetze  des  Büschels  der  Tan- 
gential gewin  de  oder  dem  Tangential- Strahlennetze  von  g. 

Jede  von  den  Flächen  f^^  des  Büschels  enthält  natürlich  auch  die 
Bild-Kegelschnitte  der  Regeischaaren  der  verknüpften  Reihe  oder  aus 
dem  verknüpften  Gebüsche;  ihre  Ebenen  gehen  durch  P/ffi,  wenn  P,' 
der  dem  Pj  gepaarte  Punkt  in  der  Involution  7,  ist.  PiG^  und  P/G, 
sind  die  beiden  weiteren  Geraden  der  Fläche  aus  dem  Knotenpunkte 
Gl  ausser  den  4  Sehnen  6/,  . . . 

Sodann  hat  jede  der  Flächen  noch  15  unäre  Geraden,  welche  in 
den  Verbindungsebenen  der  6  binären  die  dritten  Geraden  sind  und 
von  denen  zwei  sieh  sehneiden,  wenn  die  beiden  Ebenen  durch  4  von 
den  binären  Geraden  gehen.  Die  dritte  in  der  Ebene  Gi(P,,  P/)  ist 
die  Trisecantc  von  k^^,  welche  noch  von  6  andern  unären  und  die  k^^ 
einmal  treffenden  Geraden  der  Fläche  geschnitten  wird.  Es  bleiben 
daher  15  —  1  —  6^8  unäre  Geraden,  welche  Sehnen  von  kj^  sind,  die 
Bilder  derjenigen  Strahlenbüschel  der  betreffenden  F^F^,  welche  nicht 
durch  den  Doppelstrah!  g  gehen. 

In  imserm  Flächenbüschel  von  f[^  giebt  es   eine  Fläche,   welche 
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durch  G^,  das  Bild  eines  beliebigen  zweiten  Strahls  g  von  r'',  geht, 
und  auf  ihr  geht  durch  G^  aus  jeder  der  beiden  Reihen  in  den  Ebenen 
durch  (?,  (Pi,  P,'}  eiu  Kegelschnitt;  so  zeigt  auch  die  Abbildung,  dass 
durch  swei  StrcMen  g,  g'  von  F^  zwei  Eegelsckaaren  des  Complexes  gehen, 
sa  verhnv^ften  Gebüschen  gehörig. 

Da  die  Anschiniegungskegel  [GJ  der  verschiedenen  /"j*  des  Bü- 
schels auch  einen  Büschel  bilden,  so  wird  G^  dreimal  biplanar.  In 
jeder  der  beiden  „Änschmiegungs- Ebenen"  (biplanes  nach  Cayley) 
liegen  zwei  von  den  Sehnen  h^,  ...  und  eine  von  den  G^(P^,  F,"). 
Von  den  15  Verbinduugsebenen  fallen  je  3  in  jede  dieser  Ebenen;  also 
6  von  den  15  unären  Geraden  haben  sich  noch  mit  den  binaren  ver- 
einigt, so  dass  sie  ternär  geworden  sind.  Die  4,  welche  in  die  Sehnen 
ftj'  ...  fallen,  bildeten  vor  der  Vereinigung  ein  windschiefes  Viersejt, 
derartig,  dass  zwei  von  ihnen  sich  schneiden,  welche  sich  mit  Sehnen 
zu  vereinigen  streben,  die  in  verschiedenen  Anschmiegungs-Ebenen 
liegen.  Es  bleiben  15  —  6  =  3.3  =  9  unäre  Geraden,  darunter  die 
Trisecante  von  Äj^,  welche  von  den  ternären  Geraden  (?^(P^,  P,')  und 
4  unären  Geraden  geschnitten  wird.  Die  Kegelschnitte  in  den  Ebenen 
durch  diese  sind  die  Bilder  der  zwei  uuaren  Paare  verknüpfter  Regel- 
schaar-Reihen  in  der  entsprechenden  F^P^.  Die  9  —  1  —  4^4  übrigen 
nnären  Geraden,  welche  Äj'  zweimal  treffen,  sind  die  Bilder  der  4 
nicht  durch  g  gehenden  Strahleobüschel ,  welche  diese  Gongruenz  nur 
noch  hat. 

Diese  3  Oongnimsen  P^P,,  für  tvelche  die  4  Strahlmhüschel  durch 
dm  Doppelstrahl  g  ternär  sind  und  die  also  mir  noch  4  unäre  Büschel 
haben,  sind  diejenigen,  die  wir  in  Nr,  634  besprochen  haben. 

Das  windschiefe  Vierseit  der  4  unären  Geraden  einer  benachbarten 
Congruen?;,  welche  auf  die  Vereinigung  mit  den  Sehnen  \  hinstreben, 
schneidet  mit  seinen  Ebenen,  von  denen  jede  zwei  Seiten  verbindet, 
welche  in  verschiedenen  Anschmiegungs-Ebenen  gelegenen  i^  benach- 
bart sind,  die  Schnittkante  dieser  Ebenen  (Cayley's  edge)  in  der 
Nachbarschaft  von  Gy  Kurz  vor  der  Vereinigung  mit  den  \  sind  die 
4  Geraden  unendlich  wenig  verschieden  von  den  Sehnen  der  kj^,  die 
von  dem  dem  G^  auf  der  Kante  benachbarten  Punkte  herkommen,  und 
die  Gerade  von  P^,  die  diesen  Pimkt  zum  Bilde  hat,  ist  die  Gerade, 
in  welcher  das  die  betreffende  Congruenz  einschneidende  Tangential- 
gcwinde  P^  auch  noch  berührt. 

Das  einem  Doppel- Gebüsche  2!a,i  zugeordnete  Tangentialgewinde 
Fg  schneidet  P^  in  einer  Congruenz,  die  noch  einen  zweiten  Doppel- 
strahl hat  (Nr.  633).  Die  Bildfläche  /J^  hat  daher  2  Doppelpunkte; 
ihre  Verbindungsgerade  trifft  /i,^  in  einem  Doppelpunkte  von  Ji-    Die 
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Ebene  i^urcli  sie  und  die  Trisecaiite  berührt  längs  ihr;  also  haben  sich 
zwei  Gerade  eines  au  der  Trisecante  hängenden  Paars  vereinigt;  die 
Kegelschnitte  in  den  Ebenen  durch  diese  Gerade  sind  die  Bilder  dei' 
Regeischaaren  einer  sich  selbst  verknüpften  Reihe  des  Gebüsches 
(Nr.  633). 

Die  Grundcurve  {h,^,  \*)  des  Büschels  der  Flächen  f,^,  welche 
den  Sehnittcongruenzen  von  F^  mit  den  Gewinden  eines  Büschels  ent- 
sprechen, hat  8  Doppelpunkte  in  den  Begegnungspunkten  ihrer  beiden 
Bestand theile.  Jeder  von  denselben  vertritt  2  von  den  32  Knoten- 
punkten, welche  ein  PlächenbÜschel  3.  Ordnung  besitzt*);  den  Flächen 
des  Büschels  mit  den  16  übrigen  Knotenpunkten  correspondiren  die 
Schnitte  mit  den  16  Taugentialgewinden,  weiche  in  ilem  gegebenen 
Gewindebüachel  enthalten  sind  (Nr.  681). 

714  Ein  Strahlenbüschel -Paar  von  F^  bildet   sich   in    ein    Paar    sich 

schneidender  Sehnen  von  hj''  ab;  geht  deren  Ebene  durch  Pj"  oder 
Pj"",  so  haben  die  Büschel  den  Scheitel,  bezw.  die  Ebene  gemeinsam, 
und  der  Schnitt  der  Sehnen  ist  Bild  eines  singulären  Strahls. 

Von  jedem  Punkte  von  Icj^  kommen  16  Doppel-Tangentialebenen 
an  diese  Curve;  wir  müssen  also  in  jedem  Gebüsche  S^  16  Reget- 
schaaren haben,  welche  doppelte  Strahlenbüschel  sind.  Wenn  (If,  ß) 
ein  beliebiger  Büschel  von  F^  ist,  so  berührt  ß  die  $  nicht  in  B,  und 
die  Büschel  des  Complexes,  welche  (S,  ß)  schneiden,  sind  alle  von  ihm 
verschieden.  Aber  es  giebt  Büschel  von  F^,  deren  Ebene  im  Seheitel 
die  #  berührt;  eine  der  Haupttaugenten  eines  solchen  Tangenten- 
bfischels  ist  dann  singularer  Strahl  (Nr.  547);  die  Cnrye  ;3$  hat  in 
S  einen  Doppelpunkt  und  beim  einen  Durchgange  durch  ihn  erhalten 
wir  als  schneidenden  Büschel  den  zweiten  aus  B,  heim  andern  den 
(B,  ß)  selbst. 

Di^eniffen  Tangeittenhüschel  von  O,  in  amen  die  eine  Haupttangente 
singularer  Strahl  ist  und  die  gang  eu  F^  gehören,  repräseatiren  zwei 
vereinigte  sieh  schneidende  Strahlenbüschel  des  Complexes  und  bilden 
sidi  in  Sehneti  von  k,^  ab,  deren  Endpunlcts-Tcuiffenten  sich  schneiden. 
Biese  Sehnen  von  h^  erzetigen  eine  abwicMIhare  Flädie  von  der  Ordnimg 
M  nach  II,  Nr.  297,  weil  &i^  den  Rang  12  hat;  auf  ihr  ist  die  Curve 
8facb,  da  jede  ihrer  Tangenten  8  andere  trifft. 

Bie  Berühnmgssehnen  in  den  J6  Boppel-Berithrunffsebenen  von  k,'', 


e  Synthetisolien  Unterauchungeu  über  die  Fläulicn  3.  Ordnung 
ina'e   Grundzüge   einer   allgemeinen  Theorie   der   Oberflächen 
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welche  durch  P,"  oder  2*i'"  gehen,  sind  die  Bilder  der  Büschel  (D,  s), 
hesw.  (E,  d). 

Die  Conj^nienz  4.  Grades  der  singuläven  Strahlen  von  F^  hat,  ala 
Schnitt  des  Complexes  mit  oo>  andern  Oomplesen  2.  Grades,  mit  der 
eubischen  Regelfiäclie  von  F^,  deren  Bild  eine  gegebene  Gerade  von 
2^j  ist,  6  Strahlen  gemeinsam;  also: 

Die  Bilder  der  singulären  Strahlen  von  F^  erzeugen  eine  Fläche 
6.  Ordnung;  a/af  ihr  ist  h.^  doppelt. 

Denn  jeder  von  den  Büscheln  {B°,  ß°)  enthält  2  singulare  Strahlen. 
Und  weil  das  auch  für  (0,  ra)  gilt,  so  kommen  2  Trisecanten  von  Äj^ 
auf  die  Fläche.  Eine  Seime  von  Jij^  schneidet  die  Fläche  noch  in  den 
zwei  Punkten,  in  welche  sich  die  im  entsprechenden  Büschel  befind- 
lichen singulären  Strahlen  abbilden.  In  die  zn  J'^  gehörigen  Tangen- 
tenbüaehel  von  <P  fällt  nur  ein  singulärer  Strahl;  folgliek  bmihrt  die 
jetzige  Fläche  6.  Ordnung  die  dbigo  aiwickelbai-e  Fläche  34.  Ordnung 
in  einer  Gurve,  dereji  Fimhk  die  Bilder  der  0  dreipunkUg  herüJvrenden 
singulären  Strahlen  sind;  ihre  Ordnung  ist  ^(24.6  —  2.8.5)^55. 

Von  den  4  Büscheln,  die  durch  einen  singulären  Strahl  s  gehen, 
kommen  2  aus  dem  Punkte  S  von  *,  zu  dem  er  gehört,  und  2  hegen 
in  der  Ebene  ff,  zu  welcher  er  gehört. 

Von  den  4  Sehnen  der  ife,-'',  welche  durch  den  Bildpunkt  von  s 
gehen,  gehen  die  Ebenen  von  je  zweien  durch  P^"  und  Pj"",  und  so 
zeigt  sich,  dass  die  Fläche  6.  Ordnung  in  gleicher  Weise  aus  den  Bün- 
deln Pj"  und  P,™  sich  ergiebfc,  entsprechend  dem  umstände,  daas  ein 
singulärer  Strahl  zugleich  Doppellinie  eines  zerfallenden  Compleskegela 
und  einer  zerfallenden  Oomplescurve  ist.  Aber  wir  haben  den  allge- 
meineren Satz:  Jede  zum  Gegenebenett  des  Sehnen-Vierkants  der  k^"  aus 
einem  Piinkte  G^  gehen  durch  gepaarte  Punkte  von  /,. 

Denn  G,  ist  gemeinsamer  Knotenpunkt  eines  Büschels  von  f\^ 
und  die  beiden  weiteren  Geraden  einer  jeden  dieser  f^^  aus  G^  — ■  ausser 
den  4  allen  Flächen  gemeinsamen  Sehnen  —  gehen  nach  gepaarten 
Punkten  von  /,;  die  dritte  Gerade  in  der  Ebene  ist  eine  Trisecante 
t^  von  k/'.  In  jeder  Seitenfläche  des  Sehnen -Vierkants  ist  eine  dritte 
Gerade,  welche  t^  trifft,  und  die  in  Gegenflächen  liegenden  treffen  ein- 
ander; also  schneiden  sie  und  die  Gegenflächen  die  h^^  in  gepaarten 
Punkten  der  i,. 

Der  durch  ein  Strahlen  geh üsche  [l\  in  I^  eingeschnittenen  Oon- 
gruenz  C^  entspricht  eine  cubische  Fläche  f,'',  auf  der,  weil  zwei  ver- 
knüpfte Regelschaar-Reihen  von  O  aus  Kegeln  und  Kegelschnitten  be- 
stehen, zwei  sich  schneidende  von  den  10  die  ?c/'  einmal  treffenden 
Geraden  durch  P,",  bezw.  P,'"  gehen. 
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Wenn  l  dem  F^  als  g  angehört,  so  ist  der  Bildpunkt  G^  Doppel- 
punkt  der  Fläche,  denn  [g]  gehört  ja  zu  den  Tangentialge winden  von 
g;  die  Sehnen  aus  (J^  und  die  genannten  beiden  Geraden  liegen  auf 
dem  Anschmiegungskegel  [&-,].  Ist  ferner  g  sogar  ein  singulärer  Strahl, 
so  gehen,  wie  wir  eben  fanden,  zwei  Gegenflächen  des  Sehnen-Vier- 
kants durch  G,(P/,  Pj"");  der  Kegel  [GJ  zerfällt  daher  in  diese  beiden 
Ebenen  und  G^  ist  biplanar 

Ihe  ci  bi  che  Flache  in  welclie  die  Congntmts  sich  abbildet,  die  von 
deiti  gu  emetn  smgulaien  bttcHdc  s  von  F^  als  Axe  gekörigen  Gebüsche 
ausgeschnttien  und  hat  den  Btldpunlct  von  s  mm  Mplanaren  Doppel- 
punlcte 

Wird  i  em  %in^uliiei  Strahl  2.  Ordnung,  so  wird  das  Bild  des 
zugehörigen  Tangentenbuschels  von  0  die  Kante  des  biplanaren  Punk- 
tes   die  dann  dei   eubi'^chen  Fliehe  angehört. 

Die  16  Sehnen  von  Äj*  auf  einer  f,^  sind  windschief  gegen  die 
auf  der  Fläche  gelegene  Triseeante  der  Curye.  Es  seien  zwei  wind- 
schiefe unter  ibnen  betrachtet;  von  den  5  Geraden  der  /j',  welche  beide 
treffen,  schneiden  3  die  Triseeante,  die  beiden  übrigen  sind  wiederum 
Sehnen. 

So  bestimmen  2  windschiefe  Sehnen  der  /.j"  zwei  andere,  die  sie 
schneiden. 

Dem  entspricht  ein  Cyklus  von  4  Strahlenbüscheln  des  J^^,  wie 
wir  ihn  in  Nr.  608  fanden, 

Caporali  behandelt  a.  a.  0.  noch  die  Frage  nach  den  Strahlen 
von  r'-',  die  durch  ihre  entsprechenden  Punkte  in  S^  gehen,  und  findet 
als  Ort  jener  eine  Regelfläche  9.  Grades,  während  diese  eine  Curve 
ö.  Ordnung  erzeugen. 


Eiiitheilung  (kr  allgenieineii  Complexc  2.  Grades  in  8  Gaünugon  nach 

der  Beschaffenheit  der  diirchgeheiuleii  iinadrati scheu  Systeme  4.  Stufe 

von  Gewinden.*) 

715  Die  Polartetraeder  eines   räumlichen  Polarsystems   (in  Bezug  auf 

eine  Fläche  2.  Grades)  sind  bekanntlich  durchweg  von  derselben  Art, 
und  wegen  der  drei  Gattungen  von  Polartetraedem  giebt  es  3  Gat- 
tungen von  Polarsystemeu   oder  Flächen  2.  Grades.     Wenn   wir  eine 


*)  Diese  Eintheilnng  gab  Reye  in  seiner  Äbbaadlung:  Journai  f,  Mathematik 
Bd.  98  S.  284,  welche  mir,  ti'otz  ihrec  analjtiBchea  Grundlage,  auch  für  meine  syn- 
thetischen Beweise  von  grossem  Werthe  g 
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Kante  eines  Polartetraeders  hyperlio lisch  oder  elliptisch  üenDen,  je 
nachdem  die  Involution  conjugirter  Punkte  auf  ihr  hyperbolisch  oder 
elliptisch  ist,  so  haben  wir: 

I.  die  Polarsyateme,  deren  Polartetraeder  lauter  elliptische  Kanten 
haben;  die  Basisfläche  ist  imaginär,  oder  besser:  reell -imaginär,  reell 
wegen  des  reellen  Polarsystems,  imaginär,  weil  sie  keine  reellen  Punkte 
besitzt;  aber  zu  jedem  ihrer  imaginären  Punkte  enthält  sie  auch  den 
conjugirten; 

IL  die  Polarsysteme,  bei  deren  Polartetraedern  3  von  einer  Ecke 
ausgehende  Kanten  hyperbolisch  sind,  denen  3  elliptische  gegenüber 
liegen;  die  Basisfläche  ist  reell,  aber  ohne  reelle  Geraden,  und  jene 
Ecke  liegt  innerhalb,  die  3  andern  ausserhalb  dieser  Fläche; 

III.  die  Polarsysteme,  bei  deren  Polartetracdem  2  G-egenkanten 
elliptisch,  die  übrigen  hyperbolisch  sind;  die  Basisfläcbe  enthält  reelle 
Geraden  und  jeder  Punkt  liegt  ausserhalb. 

Wir  kijnnen  dies  sofort  auf  quadratische  Systeme  2.  Stufe  jS/  von 
Gewinden  in  einem  Gebüsche  Sg*)  übertragen  vermöge  der  coUinearen 
Abbildung  des  S^  in  den  Punktraum.  Bei  der  Bildung  der  Polaren 
bleiben  wir  ja  vollständig  im  Gebüsthe  S^,  sowohl  die  „Pole",  als 
auch  die  Polaren  befinden  sieh  in  demselben,  und  ähnliches  gilt  für 
ein  quadratisches  System  3.  Stufe  S^^  in  einem  iS'^ 

Wir  haben  also  dreierlei  Polarquaä)  upel  imd  dreierlei  quadratische 
Systeme  Sg*; 

I.  reell-imaginäre; 
II,  reelle  ohne  reelle  Gemnäebüschel; 

III,  reelle  mit  ewei  Schaaren  von  reellen,  GeivindeMischelm,. 

Die  Polarquadrupel  woUem  ivir  I^,  11^,  IIl^  nennen,  so  dass  bei 
einem  Jj  alle  Dv^el  eUiptisch  sind,  bei  einem  11^  5,  tvelehe  ein  Tripel 
bilden,  bei  einem  III^  nur  2  gegeniiberliegende.  Ebenso  mögen  die  Polar- 
tripel  eines  S^  mit  3  oder  nur  einem  elliptischen  Dupel  durch  /g,  11^ 
bezeichnet  werden,  und  die  elliptischen,  hyperbolischen  Dupel  können 
wir  auch  mit  I.,  IT«  bezeichnen. 


*)  äcton  in  Nr.  544  TOurde  dei  aligememe  Satz  eiwähnt  dias  jeder  „Eauiu" 
ßteu  Grades  von  i  Dimensionen  ii  emeni  hneaien  Baume  voa  t4-«^l  Dimen- 
Bioüen  eathalten  ist;  demnacli  befindet  sich  ein  &ystem  S,'  S  '  S  von  Gewiaden 
stets  bezw.  in  einem  iS^,  Sj  6^  ein  ö;  selbstveistandhch  im  Inbegriffe  S^  aller 
Gewinde.  Wenn  wir  es  im  Folgenden  mit  Sa\  S,*,  6,  zu  thun  h*iben,  so  werden 
wir  sie  stets  als  Scbnitte  eines  8,^  mit  einem  S^,  S^,  S^  erhalten  und  können  auf 
die  BrkeuntniBH  der  Eichtigkeit  des  allgemeinen  Satzes  verzichten  und  uns  mit 
dem  an  sieb  niclit  notbwendigen  uad  daber  nur  scheinbar  beschränkenden  Zusätze 
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716  Steigen    wir   zu   den   Gewindesystemen   Sg^   in   eiuem  A'^   auf.     Ist 

auch  nur  ein  (einfaches)  Gewinde  eines  solchen  Systems  reell,  so  ent- 
hält es  oo"  reelle  Gewinde;  denn  jeder  von  den  oo^  reellen  Büscheln 
durch  jenes  Gewinde  innerhalb  S,^  schneidet  Sg^  —  tias  wir  reell  de- 
finirt  annehmen,  etwa  durch  ein  reelles  Polarsystem  —  in  einem  re- 
ellen Gewinde  zum  «weiten  Male.  Wenn  also  mindestens  ein  Dupel 
eines  Polarquintupeis  hyperbolisch  ist,  so  ist  S^^  reell.  Wir  haben 
daher  den  ersten  Fall:  reell-imaginäre  Systeme  S^^  mit  Polarquintupeln, 
deren  sämmtliche  Dupel  elliptisch  sind. 

Es  seien  nun  A,  B,  C,  D,  E  die  Gewinde  eines  Polarquintupeis 
mit  mindestens  einem  hyperbolischen  Dupel  AB-,  seine  5  Quadrupel 
sind  Polarquadrupel  für  den  Schnitt  2.  Grades  2.  Stufe  des  Polar- 
gebösches  je  des  fünften  Gewindes  in  Bezug  auf  S/.  Die  3  Quadrupel, 
zu  denen  AB  gehört,  können  nur  von  der  Gattung  11^  oder  III^  sein, 
und  in  Bezug  auf  zwei  von  ihnen,  etwa  ABCD,  ABOE,  haben  wir 
dann  3  Fälle;  beide  sind  11^,  oder  eins  11^,  das  andere  111^,,  oder 
endlich  beide  sind  III^. 

Im  ersten  Falle  seien,   was  nur  Sache  der  Bezeichnung  ist,  AB, 

AC,  AD  hyperbolisch,  also  CD,  BD,  BG  elliptisch;  bei  ABCE  wissen 
wir  nun  schon  über  AB,  AG,  BG  Bescheid  und  schliessen,  dass  AE 
hyperbolisch,    GE,  BE   elliptisch    sind;   ABDE,    bei  welchem  AB, 

AD,  AE  hyperbolisch  sind,  ist  ebenfalls  11^  und  DE  ist  auch 
elliptisch. 

Die  4  von  einem  Gewinde  A  ausgehenden  Dupel  sind  also  hyper- 
bolisch, die  6  andern  elliptisch;  somit  ist  BCDE  vollständig  elliptisch 
oder  I^,  während  AGDE  auch  11^  ist. 

Von  den  5  Quadrupeln  unseres  Quintupels  sind  vier  11^,  eins  I^. 

Von  seinen  Tripeln  sind  vier  /g  und  sechs  J/j,  und  zwar  liegt 
einem  hyperbolischen  Dttpel  ein  Tripel  J^,  einem  elliptischen  ein  11^ 
gegenüber. 

Im  zweiten  Balle  seien  die  Dupel  von  ABGD  wie  vorhin;  dann 
sind  bei  ABOE,  das  nun  111^  ist,  CE,  BE  hyperbolisch  und  AE 
elliptisch;  ABDE  wird  ebenfalls  III^  und  daher  DE  hyperbolisch; 
AGDE  ist  III^,  BCDE  aber  21,.     Also: 

Vier  von  den  Dupeln  sind  elliptisch,  die  übrigen  sind  hyper- 
bolisch, und  zwar  bilden  drei  von  jenen  {BG,  BD,  GD)  ein  Tripel, 
das  vierte  {AE)  liegt  diesem  gegenüber. 

Diesem  „isolirten"  elliptischen  Dupel  liegt  also  ein  Tripel  J,^,  den 
9  übrigen  Dupeln  liegen  Tripel  11^  gegenüber. 

Von  den  fünf  Quadrupeln  sind  die  zwei,  zu  denen  das  ausgezeich- 
nete Tripel  gehört,  11^,  die  andern  lil,. 
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Der   dritte  Fall,   in  welchem   ABGB,  ABCE   beide  1//^ 
führt,  wie  das  vorige  schoD  vermuthen  lässt,  zu  demselben  Ergel 
wir  haben   also   drei  Gattungen  von  Folarquinhipeln  eines   St/stems  S^^ 
(in  einem  Gewehe  S^): 

Jj,*  aUe  Dupel  smä  eUipUsch; 

II f,:  aUe  6  Dwpel  eines  Quadrupels  sind  elliptisch,  die  4  irrigen 
li^fperbolisck, 

Ulf,  die  S  Dupel  eines  Ttipels  und  das  diesem  gegenüberliegende 
sind  elliptisch,  die  b  ubrigeri  hyperbolisch. 

Es  ergiebt  sich  folgende  Bezeichnung  der  drei  Polarquiutupel,  in 
der  die  elliptischen  Dupel  gekennzeichnet  sind,  von  selbst: 

(ABCDE),  {ABCB,E),  {ABO,  DE); 
ebenso  bei  den  Polarquadrupein: 

{ABCD),  {ABC,B),  (AB,  CD). 

Charakteristischer  Unterschied  zwischen  11^  und  III^  ist,  dass  einem 
hyperbolischen  Dupel  iei  11^  ein  Tripel  I^,  hei  III t,  ein  Tripel  11^  gegen- 
überliegt, und  zwischen  I^  und  11^,  dass  einem  elliptischen  Dwpel  hei  I^ 
ein  Tr^el  I^,  hei  11^  ein  Tripel  11^  gegei%ii^rliegt. 

Es  seien  ABCDE,  A'B'C'D'E'  zwei  Polarquintupel  des  näm-  ' 
liehen  Systems  S^^.  Die  beiden  Polargebüache  von  Ä  und  A'  schnei- 
den S^^j  weil  mit  ihm  in  8^  gelegen,  in  quadratischen  Systemen  2.  Stufe 
S^\  'S'a'*;  einander  schneiden  sie  in  eiiiem  Netze,  welches  mit  S/  ein 
S,^  gemein  hat.  Es  sei  C^DjE,  ein  Polartripel  dieses  Systems  1.  Stufe; 
wir  vervollständigen  es  durch  J^[,  B^'  zu  Polarquadrupein  von  S^^,  S^"^, 
so  dass  AByC^D^E^  und  AB^C^^D^E^  Polarquintupel  von  S^^  sind. 

BCDH  und  B.C^D^E^,  beide  Polarquadrupel  von  Ä/,  sind  gleich- 
artig; ebenso  B'C'I/E'  und  B.'C^D^E^. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  gegebenen  Polarquintupel  ABCDE, 
A'B'C'D'E'  verschiedenartig  seien,  und  zwar  sei  erstens  jenes  ein  ij, 
oder  11^,  dieses  ein  III^.  Als  A  nehme  man  im  erstereu  Falle  ein  be- 
liebiges von  den  5  Gewinden,  im  zweiten  das  ausgezeichnete  oder 
isolirte,  dem  das  vollständig  elliptische  Quadrupel  gegenüberliegt,  als 
A'  eins  von  den  Gewinden  des  vollständig  elliptischen  Tripels.  Es 
ist  daher  auch  BJJ^DjE^  vollständig  elliptisch  und  insbesondere  C^D^E^. 
Hingegen  ist  'BCIJE'  und  demnach  auch  B^C^D^E^  ein  Quadrupel 
III^^  daher  bann  letzteres  das  vollständig  elliptische  Tripel  B^C^I)^ 
nicht  enthalten. 

Faßlich  können  Polarquintupel  I^  und  flL^  oder  IB_  und  Illr,  nicht 
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Ferner,  das  Polarquintupel  ABCBE  von  S^^  sei  ein  J^,  das 
Polarnetz  des  Büschels  AB  in  Bezug  auf  S^  schneidet  dieses  System 
in  einem  S^,  in  Bezug  auf  welches  ÖDE  ein  Polartripel  ist.  Wir 
legen  durch  AH  ein  beliebiges  Netn  8^  iuuerbalb  S^,  welches  jenes 
Polanietz,  das  ja  auch  innerhalb  S^  sich  befindet,  in  einem  Gewinde 
ü^  schneidet;  dies  werde  durch  Dj_E^  zu  einem  Polartripel  von  S^ 
vervollständigt,  das  ebenso  wie  CDE  von  der  Gattung  J^  ist.  Mit 
Ä,  B  giebt  es  ein  Polarquintupel  von  S^.  Ein  J/J^  kann  dies  nach 
dem  eben  erhaltenen  Ergebnisse  nicht  sein,  in  einem  JJr,  aber  würde 
dem  elliptischen  Dupel  AB  ein  Tripel  77,  gegenüberliegen.  Folglich  ist 
AB<\I)^Ej^  ein  !,_,  und  ABC^^  ein  I^,  der  Schnitt  von  S^  mit  8^  also 
reell-imaginär.  Jedes  durch  AB  innerhalb  8^  gelegte  Netz  schneidet 
8i  imaginär,  folglich  kann  S^  nicht  reell  sein;  denn  ein  reelles  Ge- 
winde in  S^  gäbe  mit  AB  verbunden  ein  reell  schneidendes  Netz  S^. 

Jeäts  Sy-tem  %^  welches  em  Bolaiquinütpel  Jj  Jiat,  ist  reell-imaginär 
und  alle  seme  Polai  qmniupel  sind  von  dieser  Att 

Damit  ist  eikannt,  dass  auch  I^  und  11^  nickt  neben  einandei-  vor- 
hanrntn    und  wir  haben  dtet  datttmgen  oon  S^ 

I   1  etil  tnmginare   deieit  sammtliche  lolnttimntiipel  Ir,  sind; 
II    jeellf,  deten  MmmÜtche  Polatqmntupel  11^  sind; 

in   leelh   deten  sammtli^  Polaiqwmtnpel  III^  sind. 

i  Wir  untersuchen  jetzt  in  ähnlicher  Weise  die  Polarsextupel  eines  S^. 

Wir  haben  zunächst  die  Gattung  Ig,  bei  der  alle  15  Dupel  ellip- 
tisch, also  alle  Tripel,  Quadrupel,  Quintupel  7j,  I^,  I^  sind,  Sie  er- 
geben sich  bei  den  reell -imaginären  Systemen  S^^  und,  wie  wir  wie- 
derum sehen  werden,  nur  bei  diesen. 

Setzen  wir  ein  hyperbolisches  Dupel  AB  voraus;  die  4  Quintupel, 
7,u  denen  es  gehört,  können  nur  J/j  oder  JJ/^  sein. 

Zwei  von  ihnen,  ABCDE,  ABCBF,  seien  //.,;  wir  nehmen 
beim  ersteren  A  als  das  isolirte  Gewinde  an,  also  auch  AiC,I>,E) 
als  hyperbolisch,  die  übrigen  elliptisch,  so  ergiebt  sich  Ä  auch  als 
isoiirtes  Gewinde  für  das  zweite  wegen  der  hyperbolischen  Dupel  AB, 
AG,  AD,  und  auch  die  drei  andern  Quintupel  aus  A  sind  11^  mit  A 
als  isolirtem  Gewinde;  das  letzte  Quintupel  BCBEF  ist  I^.  Also 
haben  wir  das  Polarsextupel  llg  mit  5  hyperbolischen  Dupein,  allen, 
die  von  A  ausgehen,  und  10  elliptischen.  Das  Gegen  quintupel  von  A 
ist  Jj,  die  übrigen  sind  11^,  keins  ITI^.  Jedem  hyperbolischen  Dnpel 
liegt  ein  Quadrupel  I^,  jedem  elliptischen  ein  11^  gegenüber,  III^  sind 
nicht  vorhanden;  endlich  haben  wir  10  Paare  Gegeutripel,  immer  das 
eine  ein  /„,  das  andere  ein  11^. 
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ASCBE  sei  wie  vorhin,  ABCDF  aber  111^-,  da  in  ihm  von  A 

mehr  als  zwei  hyperbolische  Dupel  ausgehen,  so  ist  es  das  eine  Ge- 
winde des  isolirfcen  elliptischen  Dupels  und  dieses  also  AF.  Nun 
stellen  sich  die  drei  weiteren  Quintupel,  zu  denen  A  und  F  gehören, 
als  III^,  heraus,  immer  mit  AF  als  isolirtem  Dupel;  BCDFF,  das 
F  enthält  und  nicht  A,  ist  dagegen  11,^,  ebenso  wie  ABCDE,  das 
A  und  nicht  F  enthält.  Die  Verbindungsdupel  der  B,  G,  1),  F  sind 
sämmthch  elliptisch. 

Wir  haben  so  Polarsextupel  Illg  mit  7  elliptischen  Dupeln,  von 
denen  6  ein  Quadrupel  I^  bilden  und  das  siebente,  wiederum  ein  iso- 
lirtes,  ihm  gegenüberliegt,  und  8  hyperbolischen.  Den  6  nicht  isolirten 
elliptischen  Dupeln  liegen  111^,  den  hyperbolischen  11^  gegenüber,  so 
dass  hier  alle  drei  Quadrupel  auftreten. 

Von  den  10  Paaren  Gegentripeln  bestehen  4  aus  einem  7^  und 
einem  iJg,  6  aus  zwei  11^. 

Gehen  wir  gleich  von  zwei  Quintupeln  111^  durch  AB  aus,  so 
müssen  wir,  da  der  vorige  Fall  sogar  3  Quintupel  Illr,  durch  AB 
lieferte,  zu  ihm  auch  kommen.  Dazu  müssen  wir  den  beiden  Quin- 
tupeln ABCDF  und  ABCDF  dasselbe  isoHrte  Dupel,  etwa  AI), 
geben;  BCF,  BCF  werden  dann  elliptisch  und  ABCEF  ein  Quin- 
tupel Ilf,  mit  dem  elliptischen  Quadrupel  BCEF;  also  liefert  es,  mit 
einem  der  vorigen  zusammengestellt,  den  vorangehenden  Fall. 

Wenn  aber  die  Quintupel  ABCDF,  ABCDF  von  der  Art  111,^ 
das  isolirte  elliptische  Dupel  nicht  gemeinsam  haben,  so  sei  es  AF 
für  das  erstere,  so  dass  BCD  das  elliptische  Tripel  ist;  nun  zeigt 
sich,  dass  AF  das  isolirte  elliptische  Dupel  für  das  andere  sein  muss. 
Man  findet  leicht,  dass  auch  ABCEF  ein  III^  ist  mit  dem  isolirten 
Dupel  BC  und  dem  elliptischen  Tripel  ÄFF.  Nun  ist  schon  klar, 
dass  wir  eine  neue  Gattung  vor  uns  haben: 

Polarsextupel  lY^  mit  6  elliptischen  Dupeln,  welche  zwei  gegen- 
überliegende Tripel  bilden,  und  9  hyperbolischen. 

Alle  Quintupel  sind  Illr,:  jedes  enthält  das  eine  dieser  Tripel 
vollständig  und  vom  andern  ein  Dupel. 

Jedem  der  elliptischen  Dupel  liegt  ein  Quadrupel  11^,  jedem  der 
hyperbolischen  ein  IIJ^  gegenüber. 

Einmal  haben  wir  zwei  Gegentripel  Jj,  neunmal  zwei  11^. 

So  haben  sieh  4  GaÜwngm  von  Polarsextwpeln  eines  S^"  ey</eben. 
ig,-  alle  Dtifpel  sind  elliptisch; 
Ilg.-  alle  Dupel  eines  Quinüipels  sind  elUpUsck; 

Ulf,:  alle  6  Dupel  eines  Quadrupels  unä  das  ihm  gegenUierliegende 
sind  elUptiscb; 
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IVg.-  die  6  Dupel  von  zwei  Gegentripeln  sind  eUiptisch. 
Als  sich  unmittelbar  ergebende  Bezeichnung  haben  wir: 
{ABCDEF),  {ABCDE,F),  {ABCD,EF),  {ABG,X>EF). 

719  Auch  hier  gilt,   dass  heine  stvei  versckiedmarUge  su  deTmelbm  Sy- 

äteme  S/  gehör&%  hönnm.    Beachten  wir,  dass  einem  hyperbolischen  Dupel 
bei  Ilg  ein  I^,  J)ei  IIIq  ein  11^,  hei  IVg  em  III^  gegenüberliegt. 

Es  seien  nun  wiederum  ABCDEF  und  ÄB'C'D'E'F'  zwei  au 
demselben  S^  gehörige  Polarsextupel.  Die  beiden  Polargewebe  von 
A  und  A!  schneiden  in  S^  Systeme  S^  and  Sg'^  ein,  für  welche  bezw, 
SCDEF  und  B'C'D'E'F'  Polarquintupel  sind.  Sie  schneiden  sich 
gegenseitig  in  einem  Gebüsche,  für  dessen  Schnitt  ^^j^  mit  S^^  wir  ein 
Polar  quadrupel  CiDfE^F,  construiren;  durch  B^,  bezw.  Bi  werde  es 
zu  Polarquintupeln  von  S^^  und  Sg_'^  vervollständigt,  die  dann  mit  A, 
bezw.J.'wiederumPolarsextupel yonS/ geben.  £CI>i^i'"'und5,CiÖ,Si-F, 
gehören  beide   zu  S^^  und   sind   gleichartig,   ebenso   B'C'D'E'F'   und 

b;g^d,e,f,. 

Nehmen  wir  an,  das  erste  gegebene  Sextupel  sei  ein  Jg  oder  J/g, 
das  andere  ein  JiTg  oder  IV^;  so  lassen  wir  A  bei  /„  ein  beliebiges 
von  den  6  Gewinden  sein,  bei  11^  das  isolirte;  jedenfalls  ist  BCDEF 
und  also  auch  B^C^D^E^F^  ganz  elliptisch.  Ä  hiugegeu  sei  bei  ZJ/g 
ein  Gewinde  des  elliptischen  Quadrupels,  hei  IV^  ein  beliebiges  von 
den  6  Gewinden;  dann  ist  SC'D'E'F'  ein  Quintupel  III^  und  ebenso 
ByC^D^E^F^;  als  solches  hat  letzteres  aber  kein  vollständig  elliptisches 
Quadrupel,  wie  es  nach  dem  Vorherigen  G^D^E^F^  sein  muss.  Somit 
kann  ein  Polarsextupel  I^  oder  Ilf^  nicht  neben  einem  ITI^  oder  IV^ 
bestehen. 

Die  Polargebüache  der  Büschel  AB,  AB'  in  Bezug  auf  8^  schnei- 
den Si  in  iS/,  Sj'^,  einander  in  einem  Büschel,  in  dessen  Involution 
in  Bezug  auf  S/  conjugirter  Gewinde  i', -F^  gepaart  seien;  wir  con- 
struiren  dann  die  Polar  quadrupel  C^D^E^Fi,  G^'D^EiF,  für  S/,  Ä/^ 
welche  mit  den  CDEF,  bezw.  C'D'E'F',  die  ebenfalls  zu  diesen  Sy- 
stemen als  Polarquadrupel  gehören,  gleichartig  sind;  ABC^D-^EiF^, 
ÄBClD^E-yF^  sind  dann  wiederum  Polarsextupel'  für  S/.  Auch 
ABG^D^  und  ÄB'C^D^  sind  als  Polarquadrupel  des  Schnitts  des  Polar- 
gebüsches von  E^F^  gleichartig. 

Nun  seien  die  gegebenen  Polarsextupel  nur  7/Jg  und  JF^,  dann 
sind  nach  dem  vorangehenden  Ergebnisse  die  ABCiDjEj^F,  und 
ä'BGt^D^'E^F^  ebenfalls  von  diesen  Arten.  Da  nun  aber  bei  HI^ 
und  IVg  die  Quadrupel  sowohl,  die  einem  hyperbolischen  Dupel,  als 
auch  die,  weiche  einem  elliptischen  gegenüberliegen,   verschiedenartig 
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sind,   Bo  folgt  aus   der  Grleiehartigkeit  von  ATiC^D^   und  ÄB'C^D^, 

mag  EyF-i  hyperbolisch  oder  elliptisch  sein,  dass  ABÖ^D-^E^F,  und 
A!B'G(DiEj^I\  gleichartig  siud.  Nun  köunen  wir  aber  im  vorliegen- 
den Falle  AB  und  AB'  hyperbolisch  annehmen;  dann  ist  wegen  der 
Gleichartigkeit  von  CDEF  mit  C^D,E,F,  auch  ABCDEF  mit 
ABC.D^E^F,  gleichartig,  und  ebenso  A'B'C-D'EF'  mit  A'S'G/D.'EyF,, 
und  folglich  sind  es  auch  die  gegebenen  Polarsextupel,  Also  können 
auch  Illg  und  IVg  nicht  neben  einander  bestehen. 

Endlich  sei  ABCDEF  ein  I^\  für  den  Schnitt  S/  des  Polar- 
gehüsches  des  Büschels  AB  mit  S/  ist  CDEF  Polarquadrupel,  Bin 
beliebiges  Netz  S^  durch  AB  schneide  dies  Polargebüsche  in  C^,  das 
durch  DiE-^F^  zu  einem  Polarquadrupel  von  S^  ergänzt  werde;  dies 
ist  ebenso  I^  wie  CDEF.  Ferner  ist  ÄBC^D^E^F,  Polarsextupel 
für  S^^  und  daher  entweder  J^  oder  J/g;  aber  im  letzteren  Falle  wäre 
GiD^EiFj^,  dem  elliptischen  Dupel  AB  gegenüberliegend,  ein  JIn. 
Daher  ist  das  Sextupel  ein  1^  und  ABC,  ein  Jg,  der  Schnitt  von  S^ 
mit  S/  und  daher  auch  184^  selbst  reell-imaginär,  weil  Ä^  ein  beliebiges 
Netz  durch  AB  ist.  Und  so  sehen  wir,  dass  auch  hier  alle  Polar- 
sextupel eines  S^^  gleichartig  sind  und  nach  den  4  Arten  von  Pokr- 
sextupeln  es  4  Q-attungen  vo     S^   g  ehf  nami  ch 

J.  reeU-imaginäre,  detei  Polaisext  pel  I^  s    i 

IL,  III.,  ir.  reelle    7   en  Fola  sext  pel  bee      II     Jll     li  l 

Bei  den  quadratis  1  en  feysten  en  1er  zwe  ten  un  I  di  tten  Stufe 
wo  nur  drei  Gattungen  vorhanden  «  nd  le  eben  die  Namen  eeJl  a 
ginär,  elliptisch,  hyperiol  d  aus  d ese  1\  e  lo  en  w  7ei  S^  01 
der  Gaumig  I,  II,  IV  gehen  ahe  f  iejt  dt  iten  Fall  1  f  Polarsext 
peln  von  der  Gattung  III^  i  rä  e  i  tme  Nat  e  not!  enlg  D  eser 
Fall  hat  kein  Analogo  be  den  Flachen  2  Grades  nd  la  e  the  la 
„elliptische",  theils  „hype  hol  s  he  E  genschaften  hes  tzt  so  !  ]  e 
Benennung  „elliptisch-hyp    hol  sJ     v  elletcl  t  de  geeg  tehte  *J 

Die  Polarquintupel  0 1er    sextupel  belehren  uns   sei  nell  über  d  e 
Schnitte  der  S^^,  S^^  m  t  1  nearen  Systemen      Ii    ie      S^     «    velche 
ein  Sg^  enthalten  ist,  sitd  lai    alle  het  ad  tft  J    Geh  Ide  e)  tl  alten    Wenn 
ABGDE  ein  Polarquintui  el  von  63     st    so  s    d  das  Gew  nde  A     nd 
das  Gebüsche  BCDE  polar  in  Bezug  auf  S^    und  ebenso  der  Büschel 

*)  Reye  gebraucht  a  a  0  die  Benennung  parabolisch  a>ei  die«  Woit 
wird  sonst  für  eiu  Gebilde  gebraucht  daa  einen  UebPigangafall  zwischen  einem 
elliptischen  und  einem  hyperbolischen  >illet  von  ger%ngeje'i  Mannigfaltigkeit  iIb 
diese.  Hier  jedich  amd  alle  4  Uattungen  Ton  Sj°  von  gleicher  Mannigfaltigkeit 
—  Ich  sage  der  gru«  eran  DeatlichLeit   hilbei     reell  imaginär     statt     imaginär 
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AB  und  das  Netz  CDE;  für  den  Schnitt  jenes  Gebüsches  ist  BCBE 
ein  Polarquadrupel,  für  die  Schnitte  dieses  Büschels  und  dieses  Netzes 
sind  AB  und  CBE  Polardupel  und  Polartripel. 

Wenn  also  das  System  S^  elliptisch  ist,  so  hat  das  Quintupel 
ABÜBE  nur  Quadrupel  I^  .und  11^. 

Die  Sdmiüe  S^  eines  ellipUscken  Spstems  Sg*  mit  den  Gebüschen 
(in  ÄJ  sind  daher  imaginär*)  oder  elliptisch,  und  wir  nennen  wie  bei 
den  elliptischen  Flächen  2.  Grades  {and  S^)  die  Gewinde,  welche  ima- 
ginär oder  elliptisch  schneidende  Polargebüsche  haben,  innere  oder 
äussere  Gewinde.  Ein  inneres  Gewinde  ist  isolirt  für  alle  Polarquin- 
tupel,  zu  denen  es  gehört,  und  sendet  durchweg  hyperbolische  Dupel 
aus;  d.  h.  alle  durch  ein  inneres  Gewinde  gellenden  Büschel  schneiden  reell. 

Der  Schnitt  des  Polarge büscbes  wird  durch  die  Gewinde  gebildet, 
deren  Tangential  geh  üa  che  durch  den  „Pol"  gehen.  Durch  ein  äusseres 
Gewinde  gehen  daher  oo^  reelle  Tangentialgewebe  von  S^^,  durch  ein 
inneres  keins. 

Die  gegenüberliegenden  Dupel  und  Tripel  von  ABC  DE  leh- 
ren uns: 

Von  einem  Büschel  tmd  ei^tem  Netse,  die  in  Bezug  omf  ein  elliptisches 
Sg^  2i(  einander  polar  sind,   schneidet  das  eine  System  reell,  das  andere 


Durch  einen  Büaeliel  gehen  daher  oo'  reelle  Tangential  geh  üs  che 
oder  keins,  je  nachdem  er  imaginär  oder  reell  schneidet,  durch  ein 
Netz  2  reelle  Tangentialgewebe  oder  keins,  je  nachdem  es  imaginär 
oder  reell  schneidet. 

Weil  auch  reelle  Schnitte  von  Gebüschen  niemals  hyperbolisch 
sind,  so  ist  die  Möglichkeit  von  reellen  Büscheln  von  Gewinden  in  einem 
elliptischen  S^^  ausgesdilossen.**) 

Bei  einem  hyperbolischen  Systeme  S^^  haben  die  Poiarquintupel  nur 
Quadrupel  11^,  III^;  demnach  schneiden  alle  Gebüsche  reell,  die  einen 
elliptisch,  die  andern  hyperbolisch.  Wir  unterscheiden  —  wie  bei  den 
hyperbolischen  Flächen  2.  Grades  —  nicht  äussere  und  innere  Gewinde, 
denn  durch  jedes  Gewinde  gehen  oo^  reelle  Tangentialgewebe;  sondern 
auf  der  hyperbolischen  oder  der  elliptischen  Seite  von  S^  gelegene  Ge- 
winde, je  Jiachdem  nämlit^i  die  Polargebüsche  hyperbolisch  oder  elliptisch 
schneiden. 

Ein  hyperbolischer  Schnitt  eines  Gebüsches  enthält  zwei  reelle 
Schaaren  von  Büscheln.     Wir  wissen  aus  I,  Nr.  157;   Innerhalb  eines 


*)  Der  Schnitt  eines  leellen  oder  reell- imaginären  quadraÜBchca  Systems 
einem  (reellen)  linearen  Systeme  ist,  wenn  imaginär,  nothwijiidig  rcell-imagin 
**)  BO  lange  es  kein  doppeltes  Gewinde  hat. 
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1  S,  gehen  durch  ein  System  S.-  oo(^-*)('-o  Systeme  S^.  Also 
gehen  durch  einen  reellen  Büschel  you  S^^  co^  Gebüsche  (innerhalb 
jS^);  die  oo*  hyperbolisch  schneidenden  Gebüsche  von  Ä.,  liefern  je  co^ 
reelle  Büschel.  Somit  befinden  sieh  in  eiitem  hyperboUscJmi  Systeme  S^^ 
Q^i+i—a  Q^^y  oq3  ygg^e  Büschel. 

Mier  verhalten  sich  JBüschel  und  Netg,  die  zu  einander  polar  sind  in 
Bezug  atif  S^,  hinsichtlich  ih^er  Scheute  gleichartig.  Daher  gehen  reelle 
Tangentialgewebe  (po\  bezw.  2)  durch  einen  Büschel  oder  ein  Netz 
nur  dann,  wenn  diese  reell  sehneiden. 

Man  sieht,  äass  die  dritte  Stufe  sich  noch  nicht  wesentlich  von 
der  zweiten  unterscheidet. 

Auch  bei  der  vierten  Stufe  werden  die  elliptische  und   die   byper-  721 
holische  Gattung  sich  kürzer  erledigen  lassen. 

Die  Polarsextupel  Ilg  eines  elliptischen  Systems  SJ'  enthalten 
nur  Quintupel  I^  und  11^,  keine  III^. 

Die  Schnitte  eines  elliptischen  Systems  S^  mit  Geweben  sind  imaginär 
oder  elliptisch,  und  wir  haben  wiederum  äussere  und  innere  Gewinde, 
durch  welche  oo*  reelle  Tangentialgewebe  gehen  oder  keins. 

Bemerken  wir  noch  folgenden  Unterschied  zwischen  innern  und 
äussern  Gewinden.  Durch  ein  äusseres  Gewinde  gehen  zweierlei  Netze, 
reell  und  imaginär  schneidende;  wir  haben  also  durch  das  Gewinde 
Büschel  von  Büscheln,  die  sämmtlieh  imaginär  schneiden,  und  Büscbel 
von  Büscheln,  welche  theils  reell,  theils  imaginär  sehneiden. 

Von  einem  innern  Gewinde  aber  gehen  nur  Büschel  von  Büscheln 
aus,  die  sämmtlieh  reell  schneiden. 

Weil  keine  hyperbolischen  Schnitte  möglich  sind,  so  sind  auch 
Jceine  reellen  Büschel  in  S^  vorhanden.  Der  Schnitt  des  Tangential- 
gewehes  eines  zu  8^  gehörigen  Gewindes  hat  dies  Berührungsge winde 
zum  doppelten  und  besteht  aus  oo^  von  ihm  ausgehenden  Büscheln; 
also  ist  jenes  doppelte  Gewinde  sein  einziges  reelles  Gewinde,  und  ein 
solcher  Schnitt  bildet  ersichtlich  den  IJebergang  von  den  imaginären 
zu  den  elliptischen  Schnitten. 

Hier  bei  den  S^  sind  polar  ein  Büschel  und  ein  Gebüsche,  zwei 
Netze,  und  ein  Dupei  und  ein  Qiiadrupel,  zwei  Tripel  eines  Polarsestu- 
pels,  die  sich  gegenüberliegen,  führen  ja  zu  solchen  polaren  Systemen 
und  sind  ihnen  als  Polardupel  u.  s.  w.  zugehörig.  Mithin  ergiebt  sich 
für  das  eüiptische  System  S/: 

Ein  Gebüsche  schneidet  dieses  System  imaginär  oder  elliptisch,  je 
nachdem  der  polare  Büschel  reell  oder  imaginär  schneidet;    und    durch 
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jenes  gehen  2  reelle  Tangentialgewebe,  bezw.  keina;  durch  diusen  aber 
keina,  bezw.  oo^  reelle  Taagentialgewebe. 

Zwei  polare  Netse  schneiden  ungleichartig,  unä  nur  durch  ein  ima- 
ginär schneidendes  gehen  oo^  reelle  Tangentialgewebe. 

Die  imaginär  aehneid enden  linearen  Systeme  befinden  sich  auf  der 
Aussenseite  des  S^. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  durch  imaginär  sehneidende  Büschel,  Netze, 
Gebüsche  lineare  Systeme  höherer  Stufe  von  beiden  Arten  gehen, 
durch  reell  schneidende  nur  ebenfalls  reell  schneidende. 

722  Wenden  wir  una  zunächst  zu  den  hyperbolischen  Systemen  S^^,  deren 

Polarsextupel  IV^  sind.     Diese  enthalten  nur  Quintupel  III,^. 

Alle  Gewebe  schneiden  ein  hyperbolisches  System  hyperbolisch;  diirch 
alle  Gewinde  gehen  co^  reelle  Tangentialgewebe. 

Ein  jeder  dieser  hyperbolischen  Schnitte  bringt  co^  reelle  Büschel 
in  (S/;  durch  jeden  Büschel  gehen  cxi'^— "'i-H  Gewebe;  ao  gelangen 
wir  SU  oo^+*-ä  oder  oo^  reellen  Büscheln  in  einem  hypeiholiichen  Sy- 
steme S^. 

Ein  Gebüsche  schneidet  hyperbolisch  odefr  elliptisch,  je  nachdem  do 
polare  Süschel  reell  oder  imaginär  schneidet.  Im  ersteren  talle  gehen 
durch  das  Gebüsche  2  reelle  Tangentialgewebe,  durch  den  Büschel  '^  , 
im  andern  durch  jenes,  wie  durch  diesen  keins. 

Zivei  polare  Netse  sdmeidefn  gleichartig  und  durch  ein  reell  schnei 
dendes  Netz  gehen  oo'  reelle  Tangentialgewebe. 

Zivei  imaginär  schneidende  polare  Netse  werden  durch  S^°  gettennt, 
denn  jeder  Büschel,  der  ein  Gewinde  des  einen  Netzes  mit  einem  des 
andern  verbindet,  schneidet  S^  reell;  wir  brauchen  nur  die  beiden 
verbundenen  Gewinde  als  zu  zwei,  mithin  ganz  elliptischen  Polartripeln 
der  Schnitte  der  beiden  Netze  gehörig  anzusehen;  die  übrigen  Dupel 
des  durch  diese  Tripel  gebildeten  Polarsextupels  sind  hyperbolisch, 
ihre  Büschel  reell  schneidend  und  die  verbundenen  Gewinde  also  zu 
den  Schnittgewinden  harmonisch. 

Bei  einem  Sextupel  JFg  befindet  sich  ein  elliptisches  Dupel  in 
Tripeln  Jg  und  11^,  in  Quadrupeln  11^,  III^,  ein  hyperbolisches  nur 
in  Tripeln  11^  und  in  Quadrupeln  11^  und  III^,  ein  Tripel  J^  in  Qua- 
drupeln 1/4,  ein  J/g  in  11^  und  III^. 

Daraus  folgt  für  eiw  hyperbolisches  System  S^:  Durch  einen  reell 
schneidenden  Büschel  gehen  reell  schneidende  Netse,  was  selbstverständ- 
lich, tind  durch  einen  imaginär  schneidenden  sowohl  reell,  als  imaginär 
schneidende  Netze,  in  beiden  Fällen  reeU  schneidende  Gebüsche  und  zwar 
sowohl  elliptiseh  als  hyperbolisch  schneidende,  durch  ein  imaginär  schnei- 
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dendes  Netz  gehen  nur  eüipfisdt  schneidende,  durch  ein  reell  schneidendes 
hingegen  sowohl  elhpfisch  als  hyperbolisch  schneidende  (rehüsche. 

Das  Polargebüsche  eines  zu  S^  gehörigen  Büschels  enthält  diesen 
Böachel  und  alle  seine  Gewinde  sind  doppelt  für  den  Schnitt  S^^  des 
Gebüsches  (Nr.  6G9):  dieser  Schnitt  zerfällt  in  zwei  in  dem  Büschel 
sich  schneidende  Netze.  Ein  Polarquadrupel  in  Bezug  auf  ein  solches 
zerfallendes  8^  besteht  aus  zwei  Gewinden  C,  D  des  Doppelbüschels 
und  zwei  Gewinden  S,  F,  die  zu  den  Schnitten  ihres  Büschels  mit 
den  beiden  Netzen  harmonisch  sind.  Ein  reeller  Büschel  eines  hyper- 
bolischen 8^  muss  nun  solche  Polar  quadrupel  für  den  Schnitt  seines 
Polargebüsches  haben,  wie  ein  reell  schneidender  (da  er  nicht  blos 
mit  2,  sondern  mit  allen  seinen  Gewinden  reell  schneidet),  also  11I^\ 
d.  h.  die  üupel  CB  und  EF  müssen  gleichartig  sein,  also  EF  ebenso 
hyperbolisch,  wie  CD,  das  dem  in  dem  8^  vollständig  enthaltenen 
Büschel  CD  angehört;  demnach  sind  auch  die  beiden  Netze  reell. 
Und  so  führen  die  oo*  reellen  Büschel  von  8^  zu  oo^~^  oder  oo* 
reellen  Netzen. 

Ein  hyperbolisches  System  8^  hesitzt  oo^  reelle  Netse,  durch  jeden 
der  00^  reellen  Büschel  gehen  swei. 

Ein  einziges  in  8^  enihaltenes  reelles  Nets  gieht  oo^  nach  sich,  welche 
zivei  Systeme  hilden. 

In  der  That,  jedes  reelle  Gebüsche,  gelegt  durch  ein  reelles  Netz 
von  S/,  schneidet  ein  zweites  reelles  Netz  aus  S/  aus.  Nun  kann 
man  irgend  zwei  Netze  von  8^  durch  eine  drei-  oder  viergliedrige 
Kette,  deren  Naehbarglieder  demselben  Gebüsche  angehören,  verbinden 
(Nr.  621);  daraus  folgt,  dass  wenn  eins  von  ihnen  reell  ist,  alle  es 
sind;  die  abwechselnden  Glieder  solcher  Ketten  gehören  zu  verschie- 
denen Systemen. 

Ein  hyperbolisches  System  S^^  ist  das  Hauptsystein  H^  der  sammle 
liehen  Strahlengebüsche.  Denn  ein  Polarsextupel  desselben  besteht  aus 
6  Gewinden  in  Involution,  und  wir  wissen,  dass  drei  von  ihnen  auf  die 
eine,  die  drei  übrigen  auf  die  andere  Art  gewunden  sind;  die  Büschel, 
welche  zwei  von  jenen  oder  zwei  von  diesen  verbinden,  bestehen  aus 
lauter  gleichgewundeuen  Gewinden  und  haben  keine  reellen  Gebüsche, 
ihre  Basen  keine  reellen  Leitgeraden,  wohl  aber  gilt  dies  für  die  9 
übrigen  Büschel  (I,  Nr.  193,  194);  das  Sextupel  ist  mithin  ein  /Fß. 

Zwei  sich  stützende  und  also  in  Bezug  auf  SJ  polare  Gewinde- 
netze mit  reell  -  imaginären  Grund  -  Kegelschaaren  liegen  zu  ver- 
schiedenen Seiten  von  E^,  ihre  Gewinde  sind  verschiedenartig  ge- 
wunden. 
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Die  beiden  Systeme  von  reellen  Netzen  in  H^  sind  die  Bündei 
und  Felder  von  Strahl engebü sehen. 

723  Bei    den   eUipUsch-hfperlolisckm   Systemen    S^   haben   die    Folar- 

sextupei  JJI^  nur  Quintupel  11^  und  III^.  Demnach  sckneide^t  alle  Ge- 
weie  reell,  die  einen  aber  in  elUpUscken,  die  andern  in  hyperholisck^n 
Systemen  S^^.  Durch  letztere  erhalten  wir  wiederum  oo^  reelle  Büschel 
in  S^;  machen  wir  aber  hier  für  einen  solchen  reellen  Büschel  die 
analoge  Betrachtung,  wie  eben,  so  ergiebt  sieb  das  Polarqnadrupel 
CDEF  des  Schnitts  des  Polargebüsches  des  Büschels,  welcher  in 
zwei  in  diesem  Büschel  sich  schneidende  Netze  zerfallt,  als  ein  11^; 
denn  in  einem  Illg  liegt  einem  hyperbolischen  Dupel  ein  solches  Qua- 
drupel gegenüber;  d.  h.  die  Polar  quadrupel  des  Polargebüsches  eines 
reell  schneidenden  Büschels  sind  Ilg,  und  reell  schneidend  sind  jeden- 
falls auch  die  ganz  in  5/  enthaltenen  reellen  Büschel.  CD  aber  ist 
aus  demselben  Grunde  wie  oben  hyperbolisch,  also  EF  elliptisch  und 
die  beiden  Netze  sind  imaginär. 

Beim  elliptisch-hyperbolischen  Systeme  Si  sind  die  ieiden  Neiee,  in 
denen  jeder  von  seinen  reellen  Büscheln  sich  befirtdet,  conjugirt  imaginär ; 
und  so  auch  die  ganzen  dreifach  unendlichen  Systeme  von  Netzen. 

Beim  hyperbolischen  S/  besteht  ein  jedes  der  beiden  Systeme 
3.  Stufe  von  Netzen  aus  oo^  reellen*)  und  oo^  imaginären  und  zwar 
so,  dass  das  conjugirt  imaginäre  eines  jeden  der  letzteren  auch  im 
Systeme  sieh  befindet.  Beim  elliptisch-hyperbolischen  S^^  aber  besteht 
jedes  der  Netz-Systeme  aus  co^  imaginären  Netzen  und  zwar  so,  dass 
conjugirte  in  verschiedenen  Systemen  liegen.  Nur  oo*  schneiden  ihre 
conjugirten  in  einem  Büschel,  der  dann  reell  ist. 

So  ergiebt  sieh  für  die  4  Gattungen  von  5/  in  Bezug  auf  die 
Realität  folgendes: 

Min  reell -imaginäres  System  S^^  enthält  keine  reellen  Getvinde,  ein 
elliptisches  oo*  reelle  Gewinde,  aber  keine  reellen  Büschel  und  also 
auch  keine  reellen  Netze,  ein  elliptisch-hyperbolisches  oo*  reelle  Gewinde, 
oo^  reelle  Büschel,  aber  keine  reellen  Netze,  ein  kyperbolisdies  endlich  oo* 
reelle  Gewinde,  oo^  reelle  Büschel,  oo*  redle  Netsc  in  swei  Systemen, 
so  dass  jeder  von  den  Büscheln  m  swei  Netzen  aus  verschiedenen  Systemen 
gehört. 

Beim  elliptisch-hyperbolischen  Systeme  S/  haben  wir  Gewinde,  deren 
Polargewebe  elliptisch,  und  solche,  deren  Polargeivehe  hyperbolisch  schneiden ; 
der  Uebergang  findet   durch   die  Gewinde  von  jS/  statt,   so   dass   wir 


*)  Ein  reelles  Netz  kann  reell-imagiuai'e  Basia  (I,  Kr.  145)  hatier 
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eine  eUipHsdie  und  eilte  hyperbolische  Seite  von  S/^^  haben.  Wir  machen 
uns  zunächst  klar,  dass,  wenn  ein  Gewmde  A  eines  Polarsexiupels  dem 
S^  angehört,  noch  ein  sweites  mit  ihm  zusammenfällt.  A  wird  dann 
nämlich  doppelt  für  den  Schnitt  seines  Polar-  oder  Tangentialgewebes, 
und  BGDjEF  ein  Polarquintupel  in  Bezug  auf  denselben;  sind  aber 
(7,  D,  E,  F  Gewinde  dieses  Quintupels,  die  sämmtlich  von  A  ver- 
schieden sind,  so  muas  das  fünfte  B,  als  Schnitt  ihrer  Polargebüsche, 
die  sämmtlich  durch  das  doppelte  Gewinde  gehen,  eben  A  sein;  Ver- 
bindungabüschel  dieser  vereinigten  Gewinde  ist  der  Polarbüschel  des 
Gebüsches  GDEF  in  Bezug  auf  S^.  Die  Büschel  hingegen  von 
A  ^  B  nach  C,  D,  E,  F  befinden  sich  im  Tangentialgewebe  von 
A  und  berühren  jS/  in  diesem  Gewinde;  folglich  sind  die  Dupel  in 
ihnen  (jedes  zwei  des  allgemeinen  Falles  repräsentirend)  parabolisch. 
Durch  ein  solches  auegeartetes  Polarsextupel  können  wir  ein  III^  in 
ein  Illg  so  überführen,  dass  BCDEF  von  einem  J/5  in  ein  III^  über- 
geht. Jenes  III^  sei  ein  {BCDE,  AF),  also  ist  BCDEF  ein 
{BCBE,  F).  Beim  Durchgänge  durch  das  ausgeartete  Sestupel  gehen 
die  Dupel  aus  A  und  B  nach  C,  B,  E,  F  aus  elliptischen,  hyper- 
bolischen durch  parabolische  in  hyperbolische,  elliptische  über;  AB 
und  die  Dupel  von  CBEF  bleiben,  was  sie  waren;  BOBEF  ist 
{CBE,BF)  geworden  und  das  Sextupel  {ACBE,BF). 

"Weil  alle  Gewebe  reell  schneiden,  so  liommen  von  jedem  Gewinde 
oo*  reelle  Tangentialgewebe. 

Ein  Q^üsche  Icann  imaginär,  ellipüsch,  hyperbolisch  schneiden;  der 
polare  Büschel  schneidet  im  zweikn  Falle  reell,  im  ersten  und  dritten 
imaginär:  der  Unterschied  besteht  darin,  dass  ein  im  Büschel  befind- 
liches Dupel  im  ersten  Falle  das  isolirte  elliptische  Dupel  eines  jeden 
Polarsextupels  ist,  an  dem  es  theiiaimmt,  im  dritten  aber  dem  ganz 
elliptischen  Quadrupel  angehört.  Im  zweiten  Falle  gehen  durch  das 
Gebüsche  elliptisch  und  hyperbolisch  schneidende  Gewebe,  durch  zwei 
reelle  Tangentialgewebe  getrennt;  im  ersten  nur  elliptisch,  im  dritten 
nur  hyperbolisch  schneidende. 

Ein  Nets  kann  reell  oder  imaginär  schndden.  Im  letzteren  Falle 
schneidet  das  polare  Netz  stets  reell,  und  es  gehen  daher  durch  ein  imaginär 
schneidendes  Netz  00^  reelle  Tangentialgewebe,  also  sowohl  elliptisch,  als 
hyperbolisch  schneidende  Gewebe,  ferner  imaginär  und  elliptisch  schneidende 
Gä}üsche. 

Dagegen  gieht  es  zweierlei  reell  schneidende  Netze,  solche,  deren  polares- 
Nets  reell,  und  solche,  deren  polares  Netz  imaginär  schneidet,  Dtirch  ein 
Nets  der  ersteren  Art  gehen  cx^  reelle  Tangentialgewebe  und  demnach 
überhaupt  Gewebe  und  G^msche  von  beiden  Arten  reellen  Schnitts;   durch 


y  Google 


296  Eiutheiluug  der  Complexe  2,  Grades  iu  8  Gattuagen, 

dn  Netz  der  zweiten  AH  gehen  mir  hyperbolisch  schneidende  Gewehe  und 
Gebüsche.  ladem  jene  die  Polargewebe  der  Gewinde  des  polaren 
Netzes  sind,  erkennt  man,  dass  ein  imaginär  sehneidendes  Netz  auf 
der  hyperbolischen  Seite  von  S^^  sich  befindet. 

Einem  reell  schneidenden  Büschel  ist  ein  elliptisch  schneidendes  Ge- 
büsche polar,  wie  wir  schon  wissen,  also  gehen  durch  jenen  oo^  reelle 
Tangentialgewebe,  demnach  Geiv^e  und  Gebüsche  von  beiden  Arten 
reellen  Sch/nitis  und  reell  schiteidende  Netne. 

Imaginär  schneidende  Büschel  giebt  es  aber  sweierlei,  je  nachdem  das 
polare  Gd)üscke  auch  imaginär  oder  hyperbolisch  schneidet.  Im  ersieren 
Falle  gehen  durch  den  Büschel  nur  hyperbolisch  schneidende  Gewebe 
und  Gebüsche,  nur  reell  schneidende  Netze;  durch  das  polare  Gebüsche 
gehen,  wie  wir  oben  fanden,  nur  elliptisch  schneidende  Gewebe,  die 
Polargewebe  der  Gewinde  des  Büschels;  also  befindet  sich  ein  solcher 
imaginär  schneidender  Büschel  auf  der  eiliptisdien  Seite  des  Systems  S^\ 

Im  sweiten  Falle  aber  werden  <3C?  reelle  Tangentialgewebe  möglich, 
und  daher  gehen  Gewehe  von  beiden  Arten  dwch  den  Büschel,  ferner 
Gebüsche  von  allen  drei  Arten,  Netsse  von  beiden  Arten,  und  weil  durch 
das  polare  Gebflache  nur  hyperbolische  Gewebe  gehen,  so  liegt  ein 
solcher  Büschel  auf  der  hyperbolischen  Seite  von  S^^. 

Oder,  die  beiden  Gewinde  des  isolirten  elliptischen  Dupela  eines 
Polarsextupels  liegen  auf  der  elliptischen  Seite,  die  4  übrigen  auf  der 
hyperbolischen. 

JV«»-  durch  auf  der  hyperbolischen  Seite  gelegene  Gewinde  giebt  es 
imaginär  schneidende  Netze  und  Gebüsche. 

724  Nun  aber  müssen  wir  Polaraextupel  betrachten,  welche  theilweise 

oder  ganz  imaginär  sind.  Sind  zwei  Gewinde  eines  Polarsexfcupels 
conjugirt  imaginär,  so  ist  ihr  Büschel  reell,  und  weil  nur  eine  hyper- 
bolische Involution  conjugirt  imaginäre  Dupel  enthält,  so  kann  ein 
solches  Dupel,  dessen  Gewinde  conjugirt  imaginär  sind,  nur  aus  einem 
hyperbolischen  reellen  Dupel  hervorgehen.  Lassen  wir  in  dem  hyper- 
bolischen Polarsextupel  (ABC,I)FF)  —  in  welchem  also  AEG  mid 
BEF  vollständig  elliptisch  sind  —  das  hyperbolische  Dupel  GF  ima- 
ginär werden,  so  sind  von  dem  Quadrupel  der  vier  reellen  Gewinde 
nur  die  Dupel  AB,  DE  elliptisch;  es  ist  daher  ein  III^  oder  (AB, 
DE).  In  dem  elliptisch-hyperbolischen  Polarsextupel  {ABCD,EF) 
werde  DF  imaginär;  es  bleibt  das  reelle  Quadrupel  {ABC,E),  ein 
11^,  und  wenn  endlieh  im  elliptischen  Polarsextupel  (ABCDE,  F) 
das  Dupel  FF  imaginär  wird,  so  bleibt  das  Quadrupel  [ÄBCD), 
ein  I.. 
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Polarsextupel  von  reell-iniaginäreii  S/  haben  keine  hyperbolischeu 
Dupe!. 

Folarsexiupel  mit  einem  Biipel  conjwgirt  imaginärer  Gewinde  sind 
nur  bei  d&t  reellen  Systemen  möglich,  und  das  reelle  Quadrupel  ist  bei 
einem  elliptischen,  eUiptisch-hyperbolischen,  hyperbolischen  System  ein  I^, 
Ih,  Ilh- 

Wenn  von  6  Gewinden  in  Involution  zwei  conjugirt  imaginär 
sind,  so  sind  zwei  der  reellen,  etwa  A,  B  auf  die  eine,  die  andern 
C,  I)  auf  die  andere  Weise  gewunden  (I,  Nr.  194);  daher  wird  H^ 
von  den  Büscheln  AB,  CD  imaginär,  von  den  4  übrigen  reell  ge- 
schnitten. AJiCD  ist  ein  Polarquadrupel  III^  für  das  S^,  welches 
durch  das  Gebüsche  ABCI)  aus  B^  geschnitten  wird,  den  Inbegriff 
der  Strablengebüsche  in  diesem  Gebüsche. 

Jetzt  seien  zweimal  zwei  von  den  6  Gewinden  conjugirt  imaginär; 
beim  elliptischen  Polarsextupel  {ABODE,  F)  haben  wir  nicht  zwei 
hyperbolische  Dupel,  welche  4  verschiedene  Gewinde  umfassen;  also 
werden  solche  Polarsextupel  nicht  möglich.  Beim  elliptisch-hyper- 
bolischen Sextupel  (^ABCI),  EF)  lassen  wir  CE  und  BF  imaginär 
werden,  das  einzige  reelle  Dupel  AB  ist  elliptisch;  beim  hyperbolischen 
[ABC,  DFF)  mögen  BE,  CF  imaginär  werden,  das  einzige  reelle 
ist  hyperbolisch. 

Ein  Folarsexiupel  mit  sweimal  i:ivei  conjugirt  imaginären  Gewinden 
ist  mir  hei  elUptisch-hyperboliscIien  und  hyperbolischen  Systemen  möglich; 
das  reelle  Dupel  ist  bei  jenen  elliptisch,  hei  diesen  hyperbolisch. 

Wir  hätten  diesen  Fall  auch  aus  dem  vorigen  ableiten  können, 
indem  wir  aus  dem  reell  gebliebenen  Quadrupel  ein  weiteres  hyper- 
bolisches Dupel  in  ein  imaginäres  überführen,  und  so  ergiebt  sich  aus 
dem  letzten  Resultate,  dass  nur  hei  den  hyperboliscften  Systemen  S/ 
Folarseostwpel  mit  dreimal  swei  conjugirt  imaginären  Gewinden  mög- 
lich sind.*) 

Wenn  ein  System  S^  ein  doppeltes  Gewinde  hat,  so  gehört  dieses  725 
zu  allen  Polarsextupeln   und   die  Ö   von   ihm  ausgehenden  Dupel  sind 
parabolisch,  da  ihre  Büschel  das  S^^  je   in   zwei   vereinigten  Gewin- 
den schneiden.    Durch   ein    solches   System   geht   man   von   Systemen 
der  einen  Gattung  zu  solche      1        nl  1        wbdDplan 

*)  In  ähnlicher  Weise  sind  Ik  UhPltf  d  mtwmlw 
conjugirt  imaginären  Ecken  nurl)Flii2Gdiiit        11      Gd  Ih 

mit  zwei  reellen  und  zwei  conjug  -t    mag    ä       EkbbdÄt  11 

Flächen  möglich;  die  reell-imagi  ä      Flä  h    k  nn  d    art  g    P  1    t  t  »  d  ht 

haben. 
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weichen  das  ausgezeiehaete  Gewinde  A,  das  im  üebergangsfalle  in  das 
doppelte  fällt,  theil  nimmt,  von  elliptischen,  lijperbolischeu  in  hyper- 
boliselie,  elliptische  sieh  umwandeln.  Und  so  erkennen  wir  leicht 
folgende  Uehergänge: 

1)  Ein  reell-imagvnäres  System  iianit  nio  m  ein  eü/ptticlK's  ubrr 
gehen:  (ABCBEF)  wird  {BCDEF,A) 

2)  Ein  elliptisches  System  geht  m  ein  teeU  imagmmes  odet  em  ellip 
fisch-hyperbolisches  vber,  je  nachdem  4.  das  isolirte  G-etctnde  odet  em 
anderes  ist;  im  ersten  Falle  verwandelt  sich,  {BCBEF,  A)  m  (ABCDEF), 
im  zweiten  {ACDEF,  B)  in  (CBEF,  AB). 

3)  Ein  elUptischrhyperholisches  System  geht  in  ein  elliptisches  oder 
ein  hyperbolisches  über,  je  nachdem  A  mm  isoUrten  Bupel  gehört  oder 
nicht;  {CDEF,AB)  geht  in  (ACDEF,  B)  über,  bezw.  (ADEF,BC) 
in  {DFF,  ABC). 

4)  Ein  hyperhoJisches  System  !cann  nur  in  ein  eUiptisch-hyperholisches 
Übergehen:  {ABO,J)EF)  in  {BC,ADEF). 

Durch  einen  quadratischen  Complex  F^  geht,  wie  wir  wissen,  ein 
Büschel  6(1^^)  von  quadratischen  Systemen  S/;  unter  ihnen  befindet 
sich  das  Hauptsystem  und  das  ist  hyperbolisch. 

Demnach  haben  wir  4  Bai^tgattimgen  von  Complexen  3.  Grades: 

1)  solche,  durch  welche  nur  hyperbolische  S^  gehen; 

2)  solche,  durch  welche  hyperbolische  wtd  elliptisch- hyperbolische 
S^^  gehen; 

3)  solche,  durch  welche  alle  drei  Gattungen  reeller  Ä^^  gehen; 

4)  solche,  durch  welche  alle  vier  Gattungen  von  S/  gehen. 

Dem  entsprechend  benennen  wir  mit  Reye  —  nur  dass  dieser 
parabolisch  statt  elliptisch -hyperbolisch  und  bloa  imaginär  sagt  — 
die  Complexe: 

hyperbolisch,  elliptisch-hyper'bolisch,  elliptisch,  reell-imaginär, 
wobei  freilich  die  letzte  Benennung  erst  dann  vollständig  gerechtfertigt 
ist,  wenn  erkannt  sein  wird,  dass  ein  derartiger  Complex  keine  reellen 
Strahlen  enthält. 

;  Wir  haben  im  Büschel  BiF^)  6  Systeme  iS|  ^  mit  einem  doppelten 

Gewinde;  und  diese  6  doppelten  Gewinde  sind  die  Fund  amental- Ge- 
winde 1"^,  F^,  . . .  r];  und  bilden  ein  gemeinsames  Polarsextupel  für 
alle  Systeme  des  Büschels.  Beim  Durchgange  durch  ein  Sl  ^  ändert 
sich  die  Gattung  des  Systems, 

Sind  daher  die  Fundamental-Gewinde  sämmtlich  imaginär,  so  sind 
alle  Systeme  von  B(r^)  hyperbolisch  und  also  auch  der  Complex  hyper- 
bolisch.    Wir  nennen  ihn,  mit  Reye,  Complex  erster  Gattung. 
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Sind  mit  fwei  von  den  Fundamental  Gewinden  T^  T^  teell,  so 
haben  wir  zwei  durch  5| ,  und  S^  ^  getrennte  Äbfhethmffen  tm  Büschel 
die  Sybteme  det  einen  sind  hypeiholisch  die  der  andern  elhptisdi  hypei 
hol2Sch  Füi  jene  ist  das  Dupel  F^^F^  hyperbolisch  für  diese  elliptisch 
De)  Complex  ist  em  elliptisch  Jiypetholiscliei  unl  werde  stieltet  Gattung 
genannt 

Nunmehr  scHii  im  i  n  din  Fundamental  Gtiwndpn  F  F  F  I 
leeli  die  4  entapteel  enden  Systeme  5^j  b^  S^  ^  bl^  mo^en  im 
Contnuum  des  Buscheis  B(J")  so  lufeinandei  tollen  und  zwai  mögen 
iSj^j  und  6^^  den  1  vperbolisehen  The  1  begrenzen  welchem  das  Hau[t 
System  H^^  angehört,  &o  gelangen  wir  durch  S^  ^  zu  einem  elliptisch 
hyperbolischen  Theile.     Bei  Sf  ^  sind  nun  zwei  Möglichkeiten: 

a)  Entweder  führt  dies  System  wieder  in  einen  hyperbolischen  Theil, 
dann  muss  S^  ^  abermals  in  einen  elliptisch-hyperbolischen  führen  und 
S^  ^  zurück  in  den  erstgenannten  hyperbolischen.  Der  Complex  ist  da- 
her ebenfalls  ein  eUiptiscli -hyperbolischer  und  bilde  die  dritte  Gattung. 
Die  Reihenfolge  der  Ahtheiliingen  im  Büschel  6(1^^)  ist  also: 

h,  eh,  Ji,  eh, 
wenn  wir  diese  leicht  verständliche  Abkürzung  einführen  und   zudem 
mit    h    diejenige    hyperbolische    Abtheilung    bezeichnen,    welche    das 
Hauptsystem  S'/  enthalt. 

Für  den  ersten  Theii  ist  das  reelle  Quadrupel  ein  {F^F^,  F^F^ 
oder  einfacher,  indem  wir  blos  die  Zeiger  schreiben,  (14,  23);  die 
Uebergäiige  verwandeln  es  in  (4,  123),  (24,  13),  (,234,  1),  (J^,  14) 

b)  Oder  Sf^  führt  in  einen  elliptischen  Theil,  dann  muas,  damit 
wir  durch  S^  ^  in  den  ersten  Theil  zurückgelangen,  S^  ^  wieder  zu 
einem  elliptiseh-hyporbolisehen  Theil  führen.  Wu  haben  dit  Baken 
folge: 

h,  eh,  e,  eh. 

Es  hat  sich  somit  ein  elliptischer  Complex  ergehen:    der  Complex  vierter 
Gattung.     Das  Quadrupel  ist  nach  und  nach: 

(12,  34),  (2,  134),  (1234),  (3,  124),  (34,  12). 

Ein  reell-imaginäres  System  S^  konnte  sich  bis  jetzt  noch  nicht 
ergeben,  weil  ein  solches  vollständig  reelle  Polarsextupel  verlangt. 

Es  seien  mm  alle  sechs  Fundamentat-Gewinde  reell,  die  Eeihenfolge  727 
der  Sf.  in  B(r*)  sei  die  den  Zahlen  entsprechende  und  5^^^  und  S^^ 
mögen  wiederum  den  oben  erwähnten  hyperbolischen  Theil  begrenzen. 
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Der  zweite  Theil  ist  elliptisch-liyperbolisch;  führt  dann  S'f  ^  in  eiueii 
hyperbolischen  Theil  und  also  S^  ^  in  einen  elliptisch -hyperbolischen, 
so  kann  dann 

a)  S^  ^  entweder  wieder  in  einen  hyperbolischen  Theil  führen;  Sf  ^ 
muss  in  einen  elliptisch-hyperbolischen  führen  und  Sl  ^  in  den  ersten 
zurück.     Die  ^Reihenfolge  der  Theile  ist  also: 

h,  eh,  h,  eh,  ä,  eh; 
der  Complex  fünfter  Gattung  ist  daher  elliptiseh-hyperboliscJi. 

h)  Oder  S|^  führt  in  einen  elliptischen  Theil,  Sf  ^  aber  und  S^ ^ 
in  eben  solche,  wie  in  a).      Wir  haben  die  Reihenfolge: 

h,  eh,  h,  eh,  e,  eh. 
Der  Complex  sechster  Gattung  ist  somit  elliptisch. 

Da  die  Reihenfolge  unsymmetrisch  ist,  werden  wir  zu  diesem  Falle 
mit  der  umgekehrten  Reihenfolge  nochmals  gelangen. 

Wenn  wir  nämlich  annehmen,  dasa  S^^  in  einen  elliptischen  Theil 
überführt,  so  liegen  nun  zwei  Möglichkeiten  vor: 

a)  S|j  führe  in  einen  elliptisch-hyperbolischen  Theil;  dann  sind 
■wir  bei  S^  ^  von  neuem  vor  zwei  Möglichkeiten  gestellt: 

aa)  Entweder  führt  nun  Sl  ^  in  einen  hyperbolischen,  iS^^^  in  einen 
elliptisch-hyperbolischen  imd  Ä^^  in  den  ersten  Theil  zurück;  wir  haben 
die  Reihenfolge: 

h,  eh,  e.  eh,  h,  eh, 
die  vorausgesagte  ümkehrung. 

ab)  Oder  5"^^  ^  führt  in  einen  elliptischen,  S^  ^  in  einen  elliptisch- 
hyperbohschen  Theil;  wir  haben  die  Reihenfolge: 

h,  eh,  e,  eh,  e,  eh. 
Dieser  elliptische  Complex  werde  siebenter  Gattung  genannt. 

b)  Nun  aber  führe  S^  ^  aus  dem  elliptischen  Theile,  in  den  wir 
mit  S^^  getreten  sind,  in  einen  reell- imaginären  Theil;  dann  führt  Sf  ^ 
in  einen  elliptischen,  S^  ^  in  einen  elliptisch -hyperbolischen;  also  ist 
die  Eeihen folge: 

.   h,  eh,  e,  i,  e,  eh. 
Wir  nennen  diesen  reell-irriaginären  Complex  achter  Gattung. 

Bezeichnen  wir  die  Gattungen  durch  die  römischen  Ziffern  1,  H, 
, . .  VIII  und  notiren: 

I     II     JII     IV     V     VI     VII     VIIT 
h     eh     eh      e      eh      e        e         i  , 
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wobei  wir  dieselbe  abkürzende  Bezeichnung  für  die  Complexe  benutzen, 
wie  oben  fär  die  S/, 

Wir  haben  noch  für  die  vier  letzten  Gattungen  die  Umwandlung 
des  Polarsextupels  der  Fi  zu  beschreiben: 

V    (136,  245),  (36,  1245),  (236,  145),  (26,  1345), 

(246,  135),  (2456,  13),  (245,  136); 
VI    (134,  256),  (34,  1256),  (234,  156),  (24,  1356), 

(2,  13456),  (25,  1346),  (256,  134); 
VII     (124,  356),  (24,  1356),  (4,  12356),  (34,  1256), 

(3,  12456),  (35,  1246),  (356,  124); 
VÜI    (123,  456),  (23,  1456),  (3,  13456),  (123456), 
(4,  12356),  (45,  1236),  (456,  123). 

Zwei  zusammengehörige  Systeme  S^  und  @/,  von  denen  jenes  728 
durch  die  Gewindenetze  entsteht,  welche  durch  die  Leitschaaren  der 
Regeischaaren  zweier  verknüpfter  Gebüsche  2^,  S^  von  T^  gehen, 
dieses  aber  durch  die  Netze,  deren  Basen  diese  ßegelschaaren  selbst 
sind,  sind  zu  einander  polar  in  Bezug  auf  das  Hauptsystem  Hl\  d.  h. 
jedes  wird  von  den  Polargeweben,  in  Bezug  auf  11^,  der  Gewinde  des 
andern  umhüllt  (Nr.  680). 

Zwei  sollte  zusammengehörige  Systeme  S^^,  ©^^  sind  immer  von  der- 
selben Gattung. 

Weil  nämlich  ©j*  durch  einen  dem  F^  consingulären  Comples 
geht,  80  bilden  die  Fundamental -Gewinde  F^,  ...  auch  für  ©4^  ein 
Polarsextupel  wie  für  S^^  und  H/;  können  wir  daher  nachweisen,  dass 
jedes  reelle  Dupel  dieses  Sestupels  sich  zu  S^  und  ©/  gleichartig 
verhält,  so  ist  der  Beweis  geführt.  Wir  benutzen  Ti^;  die  Polar- 
gewebe der  Gewinde  des  Büschels  F^F^  in  Bezug  auf  H^  gehen  durch 
das  in  Bezug  auf  dieses  System  polare  Gebüsche  FgF^F^F^  und  die 
zu  den  Schnittgewinden  des  Büschels  mit  S^  gehörigen  tangiren  ©/, 
und  da  Büschel  und  Gebäsche  auch  in  Bezug  auf  ©/  polar  sind,  so 
liegen  die  Berührungsge winde  jener  Tangentialgewehe  in  F^F^]  folg- 
lich schneidet  dieser  Büschel  beide  Systeme  Ä/  und  <S^  reell  oder 
beide  imaginär. 

Aber  auf  die  Gattung  des  in  ©/  enthaltenen  consingulären  Com- 
plexes  können  wir  daraus  noch  keinen  Sehluss  ziehen. 

Ein  J'^-Büschel  enthält  reell-imaginäre  Flächen,  wenn  seine  Grund-  729 
curve  reell-imaginär  ist.     Denn  dann   sind    die  Spitzen   der  4  Kegel 
aämmtlich  reell;  von  deu  Kegeln  aber  sind  nur  zwei  reell,  die  beiden 
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audern  sind  reell-imaginär'^');  diese  bilden  den  Uebergang  von  den 
reellen  Flächen  des  Büschels  zu  den  reell-imaginären;  ohne  diese  Ueber- 
gangsform  wären  letztere  nicht  möglieh. 

Durch  Abbildung  eines  Gebüsches  S^  von  Gewinden  in  den  Punkt- 
raam  übertragen  wir  dies  auf  einen  Büschel  von  S^^,  der  sich  in  einem 
Sg  befindet: 

TFewn  die  Basis  S^'  eines  Büschels  von  S^^  in  einem  83  reell-ima- 
ginär ist,  so  mthäU  er  auch  reell-imaginäre  Systeme  8^;  tmd  w&m  ein 
solcher  Büschel  mir  reelle  Systeme  enthält,  so  ist  seine  Basis  reell. 

Beweisen  wir  nunmehr  den  analogen  Satz  für  einen  in  einem 
Gewebe  S^  befindlichen  Büschel  von  ^3^,  aber,  was  für  unsem  Zweck 
genügt,  nur  für  einen  solchen,  welcher  aus  dem  durch  einen  Complex 
r^  gehenden  Büschel  B(r^  von  S/  durch  ein  8^  ausgeschnitten  wird, 
also  für  einen  Büschel  B(C^),  wo  C^  die  Schnittcongruenz  von  F^  mit 
dem  Gewinde  F  ist,  auf  das  sich  S^  stützt  oder  das  in  8^  in  dem 
Sinne  „enthalten  ist",  wie  F"  m  einem  der  S^^  von  B(r^),  Wir  wollen 
demnach  beweisen,  dass,  wenn  die  Basis  S/  eines  Büschels  B(C^),  d.i. 
der  Inbegriff  der  Strahlengebüsche,  deren  Axen  die  C^  erzeugen,  reell- 
imaginär ist,  der  Büschel  auch  reell-imaginäre  S^^  enthält. 

Wir  wissen  (Nr.  662),  dass  es  in  dem  Büschel  B(C^}  5  Systeme 
jS/  mit  einem  doppelten  Gewinde  giebi:  S'^ ^,  . .  .  S|g.**)  Diese  dop- 
pelten Gewinde  y^;  ■  ■  ■  Ts  0^  denen  die  confocalen  Oougruenzen  Q* 
enthalten  sind)  bilden  ein  gemeinsames  Polarquintupei  aller  Systeme 
82^  von  B(C);  denn  mit  dem  eigenen  Gewinde  F^^y^  von  C^  setzen 
sie  ein  Polarsestupel  zusammen  für  alle  S/,  die  durch  einen  F^  gehen, 
der  so  durch  C^  gelegt  ist,  dass  F  für  ihn  fundamental  ist  {Nr.  697); 
unsere  iS/  sind  die  Schnitte  dieser  8^  mit  dem  gemeinsamen  Polar- 
gewebe 3i^y2  ■■  ■  y«  '^'^'^  ^■ 

Jedes  von  diesen  S^ .  besteht  aus  c»^  vom  doppelten  Gewinde  yi  aus- 
straMmäen  Büscheln,  welche  die  Gewinde  des  Schnitts  von  S^ .  mit 
irgend  einem  in  S4  befindlichen  (nicht  durch  y,-  gehenden)  Gebüsche 
aus  yi  projiciren.  Ist  also  yt  reell,  so  wird  S^ .  von  allen  in  S^  ent- 
haltenen Gebüschen  S^  reell  oder  imaginär  geschnitten,  wenn  von  einem, 
je  nachdem  eben  jene  Büschel  reell  sind  oder  nicht,  und  danach  ist  8^^ 
seihst  reell  oder  » 


*)  Cremona,  JQurnal  f.  Mathematik  Bd,  68  S.  124;  Grundaüge  einer  allge- 
meinen Theorie  der  Oberfläolien  (Berlitt  1S70)  Nr,  281.  —  In  meinem  Buche  über 
die  Flächen  3.  Ordnung  ist  der  letzte  Absatz  von  Nr.  97  ale  falsch  an  streichen. 
**)  Ich  benutze  die  hinteren  Zeiger  2,  . . .  6  statt  1,  ...  5,  um  mich  der  Be- 
zeichnung im  aweiten  Bande  besser  auanpasaen;  die  confocalen  Congruen?,en  sind 
dann  wie  dort  C,^,  ...  Q',  während  C  kürzer  für  C,'  steht. 
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Im  ersteren  Falle  kann  "las  System  jS^^  .  noct  hyperbolisch  oder 
elliptisch  sein;  die  genannteD  cx>^  von  yi  ausstrahlenden  Büsche!  sind 
jedenfalls  reell;  wir  haben  insgesammt  oo^  Büschel,  welche  zwei  ein- 
fach unendliche  Schaaren  von  Netzen,  die  alle  nach  dem  doppelten 
Gewinde  y;  gehen,  erfüllen.  Im  Falle  das  System  hyperbolisch  ist,  sinä 
diese  oo^  Netze  und  alle  ac^  Büschel  reell,  hei  einem  elliptisdien  aher 
nicht,  sondern  nur  die  co^  Büschel  durch  yi,  und  in  diesen  Büscheln 
durch  yi  sehneiden  sieh  je  zwei  conjugirt  imaginäre  Netze  aus  ver- 
schiedenen Schaaren,  welche  selbst  conjugirt  imaginär  sind,*)  Wir 
kommen  hierauf  zurück;  zunächst  ist  uns  nur  der  Unterschied  zwischen 
reell  und  reell-imaginär  wichtig. 

Eins  Ton  den  5  Gewinden  y^j,  .  ■  .  y^  ist  zweifellos  reell;  es  sei  y^, 
das  dann  ebenfalls  reelle  Gebüsche  G345G  ^  ^b  ■-■  ^et  ^^^  gemeinsame 
Polargehüsche  von  y^  in  Bezug  auf  B(C),  schneidet  den  Büschel  in 
einem  S/-Büsehe],  dessen  Basis  ebenfalls  reell -imaginär  ist,  weil  die 
von  B(C^)  es  ist;  und  die  y^,  ...  y^,  dem  einschneidenden  Gebüsche 
angehörig,  werden  doppelte  Gewinde  für  die  aus  den  ^3^3,  ...  S|ß 
ausgeschnittenen  S^^  Folglieh  sind  nach  dem  Satze  vom  S^^-Büschel 
die  4  Gewinde  y^,  ...  y^  ebenfalls  reell;  nach  dem  nämlichen  Satze 
sind  aher  zwei  von  den  4  S^^  mit  Doppelgewinde  reell,  die  beiden 
übrigen  reell-imaginär. 

Setzen  wir  nun  voraus,  S^ ^  sei  reell;  dann  ist  es  auch  der  Schnitt 
mit  dem  Gebüsche  G-g^^,  und  daher  ist  dessen  Polarquadrupel  ysyiy^ya 
ein  J/4  oder  777^.  Dies  bedeutet  im  ersten  Fall,  dass  von  den  4  Ge- 
büschen G2345>  G-^M&i  '?235fif  '?2i&G  ^^^^  ^^^  Systcm  S|g  reell  schneiden 
{in  00^  von  y^  ausgehenden  Büscheln),  das  vierte  aber  imagiuär,  im 
zweiten  Fall,  dass  sogar  alle  4  reell  schneiden.  Denn  z.  B.  y^y^y^  ist 
Polartripel  des  Schnitts  S^^  des  durch  diese  3  Gewinde  bestimmten 
Netzes  mit  S^ ^,  und  dieser  Schnitt  ist  reell  oder  imagiuär,  je  nach- 
dem das  Tripel  eiu  77^  oder  7^  ist,  und  dem  entsprechend  ist  der 
Schnitt  von  G^^^,  der  aus  den  Büscheln  besteht,  welche  die  Gewinde 
von  Sj^  aus  y^  projiciren. 

Wenn  nun  alle  5  Systeme  3^^,  ...  S^  ^  reell  waren,  so  müsste 
jedes  der  5  Gebüsche  Gsaisj  ■  ■  ■  ^on  den  4  Systemen,  deren  doppelte 
Gewinde  es  enthält,  3  reell,  2  imaginär  schneiden,  ein  jedes  der  Sy- 
steme aber  von  höchstens  einem  der  4  Gebüsche,  welche  sein  doppeltes 
Gewinde  enthalten,  imaginär  geschnitten  werden.  Wir  würden  also 
verlangen,  dass,   wenn   bei  jeder   der  5  Combinationen  der  5  Ziffern 

*)  Eine  einfach  unendliche  Schaar  von  Netzen  enthält  entweder  00'  reelle 
Netae  und  00'  imaginäre,  oder  nur  00'  imaginäre. 
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2,  . .  ,  6  zu  je  vieren  unter  zwei  Ziffern  r,  ■  unter  die  übrigen  i  ge- 
schrieben wird,  i  unter  derselben  Ziffer  höcbstens  einmal  stehen  darf. 
Dazu  sind  5.2  verschiedene  Ziffern  erforderlich,  die  wir  nicht  haben. 

Nun  sei  S|  ^  reell-imaginär,  so  kommt  unter  6  durchweg  i  und 
von  den  2,  ...  5  müssten  2-^-4  =  6  verschiedene  mit  i  bezeichnet 
werden.  Mehr  iils  zwei  reell-imaginäre  Systeme  sind  auch  nicht  mög- 
lich, weil  sie  zu  Gombinationen  mit  mehr  als  zwei  i  führen  würden. 
Nur  der  Fall  mit  3  reellen  und  2  reell-imaginären  führt  zu  keinem 
Widerspruche;  sind  S^  ^  und  S^  ^  die  letzteren,  so  haben  wir: 
2345  2346  2356  2456  3456 
rrii       riri       rrii        rrii       rrii. 

Wenn  also  die  Basis  eines  Büschels  B{C)  von  S^^^  reell -imaginär 
ist,  so  sind  die  5  Doppelgewinde  sämmtUch  reell,  von  den  zugehörigen 
Systemen  3  reell,  2  reell-imaginär. 

Diese  bilden  den  Uebergang  von  den  reellen  Systemen  des  Bü- 
schels zu  den  reell-imaginären. 

Enthält  daher  der  Büschel  B(C^)  Tzeine  reell- imaginären  S^,  so 
mtiss  seine  Basis,  der  Inbegriff  der  Si^aklengämsche,  welche  die  Strahl&n 
von  O  m*  Axen  haben,  reell  sein  und  also  auch  die  Congruens  O. 


730  Damit  können   wir   beweisen,    dass    die    hyperbolischen   und    die 

elliptiach- hyperbolischen  Complexe  stets  reelle  Strahlen  enthalten. 

Bei  einem  liyperboli sehen  Complexe  F^  (Gattung  I)  sind  alle 
Systeme  S/  von  B(r^)  hyperbolisch,  und  jedes  Gebüsche  S^  sehneidet 
ein  jedes  von  ihnen  in  einem  reellen  (elliptischen  oder  hyperbolischen) 
Systeme  S^^;  folglich  ist  die  Basis  jS,*  dieses  Ä^^-Büsehels  reell.  Diese 
Basis  ist  aber  der  Inbegriff  der  Strahl engebüs che,  deren  Axen  dem  F^ 
mit  dem  in  S^  enthaltenen  Strahlennetze,  dem  Orte  der  Axen  der 
Strahlengebüsche  von  S^,  gemeinsam  sind. 

Ein  hyperbolischer  Complex  wird  von  jedem  StraMennetze  in  einer 
reellen  Segelfläche  4.  Grades  geschnitten. 

Durch  die  Strahlennetze  eines  Bündeis  (mit  einer  Regelschaar  als 
Basis)  kommt  man  zu  allen  Strahlen  des  Complexes. 

Ein  hyperbolischer  Complex  ist  stets  reell,  d.  h,  enthalt  oo^  reelle 
StraMen. 

Bei  einem  elliptisch-hyperboliachen  Complexe  F^  (Gattung  II,  III 
oder  V)  kommen  im  Büschel  ß(r^)  nur  hyperbolische  und  ellip- 
tisch-hyperbolische S/  vor;  jedes  Gewebe  S^  sehneidet  diese  reell. 
Demnach  ist  die  Basis  S^*  des  Büschels  der  ausgeschnittenen  S^^  reellj 
sie  wird  durch  die  Strahlen  geh  ü  sehe  gebildet,  deren  Axen  dem  F^  mit 
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dem  Orte  der  Äsen  der  Strahlen gebüsclie  in  S^  gemeinsam  sind.  Dies 
gut  umsomehr  für  den  hyperboiiachen  Complex. 

JE}in  hyperbolischer  und  ein  elliptisch- hjfp&rboliscker  Complex  werdm 
von  jedem  Gewinde  in  einer  reeUen  Congi-uens  geschnitten. 

Die  Gewinde  eines  Büschels  führen  zu  allen  Strahlen  des  Cora- 
plexes. 

Auch  der  elliptisch-hyperbolische  Complex  ist  stets  reell. 

Wenn   ein   elliptischer  Complex  (Gfattung  IV,  VI  oder  VIT)  oder  731 
ein  reell -imaginärer  (VIII)  vorliegt,  so  können,  wie  wir  wissen,  höcli- 
stens  zwei  Yon  den  Pundamental-Gewinden  conjugirt  imaginär  sein. 

Wir  setzen  nun  voraus,  dass  die  Basis  eines  Büschels  B(r^)  reell- 
imaginär sei  und  demnach  auch  der  Complex  F^.  Schneiden  wir  dann, 
wenn  F^  ein  reelles  Fundamental-G-ewinde  ist,  mit  dem  Gewebe  ®^, 
das  die  übrigen  Fun  da  mental- Gewinde  enthält,  so  werden  in  dem  ent- 
stehenden Sg^-Büschel  oder  B(Q^),  wo  C,^  der  Schnitt  von  F^  mit  T, 
ist,  die  Fg,  . .  .  Fg  die  Doppelgewinde  von  Mitgliedern  des  Büschels, 
die  Basis  wird  reell -imaginär,  weil  von  der  Basis  des  B(F^)  herrührend. 
Folglich  müssen  nach  dem  obigen  Satze  vom  Büschel  B(0)  die  Doppel- 
gewinde Tj,  . . .  f a  alle  reell  sein. 

Wenn  die  Basis  eines  B(r^)  reell-imaginär  ist,  so  sind  alle  0  Fun- 
äamental-Gewinde  reell. 

Jedes  von  den  6  Geweben  ©^  ^  ®a3456 1  •  ■  •  schneidet  nun,  eben- 
falls nach  jenem  Satze,  3  unter  den  5  Systemen  Ä^^,  deren  Doppel- 
gewinde es  enthält,  reell  und  2  imaginär.  Wenn  z.  B.  Sf^  reell  ist, 
also  aus  oo^  von  F,  ausgehenden  reellen  Büscheln  besteht,  so  ist  auch 
der  Schnitt  mit  ©^  reell,  folglieh  dessen  Polarquintupel  T^  ■  ■  ■  ^\ 
ein  -ZTj  oder/J/j;  in  jenem  Falle  enthält  es  ein  Quadrupel  1^,  in  die- 
sem keins;  daher  schneidet  höchstens  eins  von  den  5  Gebüschen 
^3456j  ■  ■  ■  '^8346   imaginär,   und    daher    auch    höchstens    eins   von    den 

5  Geweben  ©j,  . . .  @g,  welche  diese  mit  F^  verbinden. 

Also  hätten  wir,   wenn  alle  6  Systeme  Sl ^  reell  wären,   bei    den 

6  CombJuationen  von  5  Ziffern  unter  3  Ziffern  ein  r,  unter  die  übrigen 
ein  i  zu  setzen,  so  jedoch,  dass  unter  dieselbe  Ziffer  höchstens  einmal 
i  kommt;  was  nicht  möglich  ist.  Wona  unter  den  Sf  ,^  sich  reell- 
imaginäre befinden,  so  dass  unter  die  betreffenden  Ziffern  durchweg  i 
zu  schreiben  ist,  so  sind  wieder  alle  andern  Fälle  unmöglich  ausser 
dem,  wo  die  Zahl  der  reell-imaginären  2  beträgt. 

Wofern  die  Basis  eines  Büschels  B(J^)  reell-imaginär  ist,  so  sind 
alle  6  doppe'U^i  Gewinde  Fa  reell  und  von  den  zugehörigen  Systemen  S^  ^^ 
sind  4  reell,  3  reell -imaginär. 
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Diese  führen  zu  sollatändig  reeü-imaffioäi'en  Systemen  (oline  reelle 
Doppelge winde)  im  Büscbel. 

Also  nur  dann,  wenn  B{r'')  ■^oJche  teell  imaginären  Systeme  selbst 
enthäli,  kann  die  Basis  und  damit  auch  der  Complex  F^  reell -imaginär 
sein  und  ist  es  dann  notinvendigeru nse  aucli,  da  ja  in  einem  reell-ima- 
ginären Systeme  alle  Gewinde  unil  also  auch  alle  Gebiische  imaginär 
sind;  denn  ein  etwa  vorhandenes  {nicht  doppeltes)  leelles  Gewinde 
eiLies  reell  defiuirten*)  i?/  zieht,  vermittelst  der  oo*  von  ihm  aus- 
gehenden Büschel,  ebeuso  viele  andete  leelle  Gewinde  des  Systems 
nach  sich 

Deninacli  Irann  em  dhptischcr  Complex  nicht  ohne  reelle  Strahlen  sein. 

Schnn  ein  einziger  (nicht  doppelter)  reeller  Strahl  eines  (reell  de- 
finiiten)  Compiexes  2  Grades  fuhrt,  da  jeder  durch  ihn  gehende  Strah- 
lenbüschel noch  einen  zweiten  reellen  Strahl  des  Compleses  enthält, 
zu  00^  andern  reellen  Strahlen  desselben,  und  alle  Strahlen  eines  reellen 
Complexkegels  demnach  zu  oo^ 

So  sehen  wir,  dass  der  Complex,  den  wir  ohen  reell-imaginär  nann- 
ten, weil  durch  ihn  auch  reell-imaginäre  Systeme  S^  gehen,  diesen  Namen 
auch  aus  dem  Grunde  verdient,  weil  er  keinen  reellen  Strahl  besitst,  und 
dass  diese  Eigenschaß  nur  diesen  Oomplexen  zukommt,  während  die 
hyperbolischen,  eil i p tis ch - hy p er bo iischen  und  elliptischen  reellstrah- 
lig  sind. 

Ein  imaginärer  Complex,  der  nicht  reell- imaginär  oder  zu  sieh 
selbst  conjugirt  ist,  fordert  einen  zweiten  zu  ihm  conjugirten,  der 
durch  die  Strahlen  entsteht,  die  zu  denen  des  ersten  conjugirt  sind; 
während  ein  reell-imaginarer  auch  stets  den  Strahl  enthält,  der  zu 
einem  jeden  seiner  Strahlen  conjugirt  ist, 

732  Ein  hyperbolischer  Complex  hat  mit  jedem  Strahlennetze  oo'  reelle 

Strahlen  gemeinsam  (Nr.  730).  Es  sei  nun  X.  ein  Punkt,  von  welchem 
an  ihn  ein  reell-imaginärer  Kegel  kommt**),  so  seien  die  beiden  Leit- 
geradeu  eines  —  zerfallenden  —  Strahlenuetzes  durch  ihn  gelegt;  der 
Schnitt  mit  dem  Complexe  zerfallt  in  den  Kegel  und  die  Complexeurve 
in  der  Ebene  der  beiden  Leitgeradeu;  folglich  muss  diese  Ciirve  reell 
sein,  da  der  Kegel  es  nicht  ist. 

Bei  einem  hyperbolischen  Complexe  sind  die  Complexcurven  in  allen 
Ebenen  durch  einen  Fui-M,  von   dem  ein  reell-imaginärer  Complexkegel 

*)  d.  h.  reellen  oder  reell -imaginären. 
**)  woferu,  wie  wir  TOrlllufig  noch  sagen  müssen,  er  solche  Kegel  besitzt. 
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Aommt,  reell  und  ebenso  die  Complexkegel  aus  allen  Punkten  einer  Ebene, 
deren  Complexcurve  reell-imaginär  ist.*) 

Es  sei  l  eine  Gerade,  welche  im  Innern  eines  (i-eellen)  Complex- 
kegels  eines  ihrer  Punkte  liegt;  ihr  Polar- Strahlennetz  hat  mit  dem 
Complexe  oo*  reelle  Strahlen  gemeinsam,  d.  h.  es  giebt  Funkte  auf  l, 
deren  Complexkegel  von  der  Polarebene  der  l  reell  geschnitten   wird. 

Bei  eineni  hyperbolischen  Complexe  kann  eine  Gerade  nickt  innerhalb 
der  Complexkegel  aller  iltrer  Funlte  liegen. 

Wenn  nnn  l  innerhalb  einiger  liegt,  so  kann  der  üebergang  dazu, 
dass  aie  ausserhalb  anderer  liegt,  nicht  dadurch  erfolgen,  dass  l  auf 
einem  Kegel  liegt,  denn  l  gehört  dem  Complexe  nicht  an,  sondern  nur 
dadurch,  dass  der  Kegel  durch  ein  reelles  Ebenenpaar  durchgeht,  bei 
dem  ja  der  Unterschied  zwischen  innen  und  aussen  aufgehört  hat;  l 
musa  also  die  singulare  Fläche  reell  schneiden;  und  wir  erhalten  das 
wichtige  Ergebniss: 

Die  singulare  Fläche  eines  hyperbolischen  Compl&res  ist  reell. 

Sie  enthält  ferner  Punkte,  von  denen  reelle  Ebenenpaare  an  den 
Complex  kommen.     Oder: 

Der  hyperbolische  Complex  enthält  reelle  Straklenbüsckel. 

Ein  hyperbolisches  System  5/  wird  von  jedem  Gewebe  hyper- 
bolisch geschnitten.     Also: 

Durch  eine  Congrtienz  O,  die  sich  in  einem  hyperbolischen  Complexe 
befindet,  geheti  nur  hyperbolische  8^. 

Die  elliptisch-hyperbolischen  S/  können  auch  elliptisch  geschnitten  73l> 
werden;    also  können  durch  eine  C^,   welche  sich  in   einem   elliptisch- 
hyperbolischen  Complexe  befindet,  auch  elliptische  S^  gehen,  aber  nicht 
imaginäre;   wir  wissen  ja,  dass   ein  elliptisch- hyperbolischer  Complex 
von  jedem  Gewinde  reell  geschnitten  wird. 

Es  ist  aber  möglich,  einen  elliptisch-hyperbolischen  Gojnplcx  derartig 
zu  schneiden,  dass  durch  die  Congruenz  nur  hyperbolische  S^^  gehen. 

Als  wir  in  Nr.  725  die  Üebergänge  zwischen  den  4  Gattungen 
von  S^  untersuchten,  fanden  wir  drei  Gaüiingen  von  S^  mit  Doppel- 
gewinde:  die  eine  führt  von  hyperbolischen  S/  zu  elliptisch-hyperbo- 
lischen, die  zweite  von  diesen  zu  elliptischen  und  die  dritte  von  ellip- 
tischen zu  reell- imaginären.  Von  jedem  Poiarsextupe!  der  Ueberganga- 
form  fällt  ein  Gewinde  in  das  Doppelgewinde:  das  verbleibende  Quiu- 
tupel,  welches  als  Polarquintupel  zu  dem  Schnitte  mit  einem  Gewebe 

bilden,  werden   wii-  jedoch  meistens  dem  Leser  über- 
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gehört  und  ebenso  wie  dieser  Schüitt  seine  Gattung  festhält,  ist  so 
beschaffen  wie  das  Polarquiütupel  eines  hyperbolischen,  elliptischen, 
reell-imaginären-  Sg^,  und  wir  Mnnen  deshalb  auch  unsere  drei  üeber- 
gangsformen  hyperbolisch,  elliptisch,  reell-imaginär  nennen. 

Bei  den  S^^  haben  wir  atich  drei  Gattungen  mit  Doppelgewinde,  die 
wir  nach  den  Quadrupeln,  welche  mit  dem  Doppelgewinde  die  Polar- 
quintupel  zusammensetzen  und  wie  die  Polarquadrupel  der  3  Gattungen 
der  Sg^  beschaffen  sind,  —  alle  Schnitte  mit  Gebüschen  in  S^  sind 
wiederum  je  von  derselben  Gattung  —  hyperbolisch,  elliptisch,  reell- 
imaginär  nennen  können.  Aber  hier  sind  nur  die  elUptiscfien  und  die 
reell-imaginären  üebergangsformen  von  hyperbolischen  S^^  zu  elliptischen, 
von  elliptischen  zu  reell-imaginären.  Die  hyp^bolischen  S^^  mit  Doppel- 
gewinde führen  von  hyperbolischen  allgemeinen  wiederum  m  solchen.*) 
Denn  das  „charakteristische"  Quadrupel  eines  hyperbolischen  jSj*  mit 
Doppeigewinde  ist  ein  ü^^j  von  den  allgemeinen  5/  haben  nur  die 
hyperbolischen  solche  Polarquintupel,  welche  III^  enthalten;  beim 
Üebergange  aber  wird  das  charakteristische  Quadrupel  niehfc  afficirt, 
seine  Du])el  ändern  sieb  nicht,  nur  diejenigen,  an  denen  das  doppelte 
Gewinde  theilnimmt,  thun  es. 

Äehnlich  wie  bei  den  Polarsextupeln  der  S^  in  Nr.  724  finden 
wir,  dass  Polarquintupel  mit  swei  conjugirt  imaginären  Gewinden  nur 
bei  hyperbolischen  und  elliptischen  8^^  und  solche  mit  zweimal  swei  con- 
jugirt imaginären  Gemnden  nur  bei  hyperbolischen  S^  möglich  sind;  im 
ersteren  Falle  ist  das  reelle  Tripel  ein  JI^  bei  hyperbolischen,  ein  I^  bei 
elliptischen  S^^.  Bekommt  S/  wiederum  ein  doppeltes  Gewinde,  so  kommt 
es  auf  das  restirende  Dupel  an;  ist  dies  ein  hyperbolisches,  so  kann  es 
nur  zu  einem  11^  gehören,  wenn  aber  ein  elliptisches,  dann  sowohl  zu 
einem  Jg,  als  einem  JZg.  Im  ersteren  Falle  befindet  sich  das  S/  mit 
Doppelgewinde  nur  zwischen  hyperbolischen  S/,  im  andern  führt  es 
Ton  solchen  zu  elliptischen;  es  ist  dort  hyperbolisch,  hier  elliptisch. 

Endlich  befindet  sich  auch  ein  S^^  mit  Doppelgewinde,  welches  Polar- 
quintupel besitzt,  deren  4  übrige  Gewinde  zu  je  zweien  conjugirt  ima- 
ginär sind,  zwischen  hyperbolischen  S^^. 

734  Kehren  wir   nunmehr  wieder  zu   einem  elliptisch-hyperbolischen 

Complexe  zurück,  so  will  ich  zeigen,  dass  es  bei  aUeji  drei  Gattungen 
11,  111,  V  unter  den  reellen  Fundamental-Gewinden  solche  giebt,  durch 
deiren  SehniUcongruem  mir  hyperbolische  S^  gehen. 


*)  Äehnlich  wie  der  reelle  Kegel  2.  üradea  von  einmantuligea  Hyperboloiden 
1  eben  solchen   cind  das  rselLe  Geradenpaar   voa  Hyperbeln   zu  Hyperbeln   füb,rt. 
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Wenn  es  sieh  z.  B.  um  den  Schnitt  mit  F,  handelt,  so  sind  die 
übrigen  Fundamental-Gewinde  als  Doppelge winde  der  S^ ^,  ...,  weil 
sie  dem  Gewebe  ©^  angehören,  Doppelgewinde  der  von  &^  aus  diesen 
Systemen  ausgeschnittenen  Ä*^,  ...,  welche  zum  Büschel  der  durch  die 
Schnittcongruenz  gehenden  8^^  gehören;  und  F^  ■  ■  ■  K,  ist  gemein- 
sames Polarquiutupel  aller  S^'  dieses  Büschels. 

Bei  dem  elliptisch -hyperbolischen  Complexe  von  der  Gattung  11 
haben  wir  2  reelle  Pundamental-Gewinde  F^,  F^.  Schneiden  wir  mit 
fj,  so  besteht  das  gemeinsame  Polarquiutupel  aus  einem  reellen  und 
zweimal  zwei  conjugirfc  imaginären  Gewinden;  also  sind  alle  S^^  hyper- 
bolisch, weil  nur  solche  Systeme  derartige  Polarquintupel  haben. 

Bei  der  Gattung  ITI  sind  4  von  den  Fundamental- Gewinden  r"^, 
.  , .  r^  reell.  In  Nr.  726  ist  angegeben,  wie  das  reelle  Quadrupel  sich 
in  den  4  Ähtheilungen  der  jS/  durch  den  Compiex  verhält;  für  die 
beiden  Abtheüungen,  die  in  jS^^  zusammenstossen,  ist  es  (14,  23)  und 
(4,  123);  folglich  ist  in  beiden  und  in  S^^  das  nach  dem  Abzug  des 
doppelten  Gewindes  verbleibende  Tripel  (4,  23),  und  so  erhalten  wir 
für  alle  4  derartigen  Resttripel: 

si,       si^       si^        si^ 

(4,23)      (4,13)      (24,' 1)      (23,'l); 

und  wenn  wir  nun  mit  ®j  schneiden,  um  die  Sehuittcongruenz  mit  F, 
zu  untersuchen,  so  erhalten  wir  für  die  aus  S^^,  S|j,  S|^  ausge- 
schnittenen SIg,  ...  und  deren  (nach  Wegfall  von  F,  aus  jenen  Tri- 
peln sieh  ergebenden)  Dupel: 

(4,  3),  (24),  (23), 
so  dass  nur  eins  hyperbolisch  und  die  andern  elliptisch  sind.  Also 
sind  die  Systeme  8g  ^,  ■■•  ebenso  beschaffen,  und  im  Büschel  der  S/ 
durch  F^Fj  sind  auch  elliptische  enthalten.  Dasselbe  ergiebt  sich  bei 
Fi;  anders  aber  ist  es  bei  F^,  Fg.  Die  Restdupel  der  Schnitte  von 
^li'  ^4%»  ^^4%  ^'^^  ®3  2.  B.  sind: 

(4,  2),       (4,   I),       (2,  1), 

also  alle  3  hyperbolisch,  mithin  auch  diese  Schnitte,  und  daher  alle 
durch  r^Fg  gehenden  S^^. 

Bei  sweien  von  dm  4  reellen  Fiindamental- Gewinden  erkalten  wir 
Sohnittcongruenzen,  durch  welche  nur  hyperbolische  jSj*  gehen. 

Bei  der  Gattung  V,  deren  sämratliche  Pundamental-Gewinde  reell 
sind,  ergiebt  sich  aus  der  Tabelle  von  Nr.  727  für  die  Restquintupel 
der  S|^  folgendes: 
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Sl^  Sl.^  Sl^  81^  Sl^  S,% 

{36,  245)     (36,  145)     {26,  145)     (26,  135)     (246,'  13)     (245,'  13). 

Schneiden  wir  mit  r,  unä  ©,,  so  urhalteii  wir  für  die  Restqua- 
drupel  (nach  Abzug  von  T^)  von: 

^li  -5,,%  ^i^  si^  si^ 

{36,'2ö)  {36,'l5)  (26,'l5)  (26, 'l3)  (25,' 13); 
also  sind  alle  5  hyperbolisch,  demnach  auch  diese  S|j,..,  und  sämmt- 
liche  jS/  durch  T^r^.  Dasselbe  ergiebfc  sich  bei  V^;  während  durch 
die  4  ührigen  Congruenzeu  r^Pi,  auch  elliptische  S^^  gehen;  nud  zwar 
hat  r^r^  zwei  nicht  benachbarte  elliptische  Abtheilimgen,  die  drei 
andern  nur  eine. 

Also  auch  hier  schneiäm  2  voii  den  Fundamental-Gewinckn  in  Con- 
gruenem,  äurch  welche  nur  hyperbolische  S^^  gehen;  und  die  obige  Be- 
hauptuQg  ist  dargethan. 

5  Ein  elliptisches  System  S/  besitzt  keine  n,ellen  Büschel  tou  Ge 

winden,  also  auch  keine  reellen  Büschel  von  Stiahlengebüschen  Mithin 
Ein  elliptischer  Complex  enthält  Jet  hp  >eellen  Sttahle^xhusphel 
Wenn  die  singulare  Fläche  ^  reell  ist,  so  bestehen  die  Complex 
kegei  aus  ihren  Punkten  durchweg  aus  zwei  conjngiit  imaginären 
Ebenen,  die  Complexcurven  in  ihren  Beiührung'iebenen  duichweg  au*? 
zwei  coujugirt  imaginären  Punkten  Ein  jn  zwei  conjugirt  imaginäre 
Ebenen  zerfallender  Kegel  bildet  den  Uebergang  von  leellen  zu  reell 
imaginären. 

Ist  also  die  singulare  Fläche  eint  elhßtitchen  Com}l  xes  >eeU  so 
trennt  sie  die  Punkte  mit  reellen  Complexlcgeln  von  denen  m  f  reell  inia 
ginären,  und  die  Ebenen  mit  reellen  Complexcurven  lon  denen  mü  tcell 
imaginären.  Möge  es  gestattet  sein  die  Punkte  mit  reellen  Kegeln 
als  äussere,  die  andern  als  innere  zu  bezeichnen  und  ähnlich  bei  den 
Ebenen. 

M,n  elliptische)-  CompUx  ohne  leelh  singulme  Flache  hat  nut  reelle 
Com^lexhegel  imd  Complexcutven  odet   nm   atissm  Piiilte   utd  Ebenen 

Der  elliptische  Complex  hat  natürlich  auch  keine  doi.pelten  &tiah 
lenbuschel. 

Wenn  also  nicht  sämmtliche  Dopi>elelemente  D  und  S  der  sinqiüai  n 
Fläche  imaginär  sind,  icann  es  sich  nm  um  hype^bolisclie  oder  eHipft^cÄ 
hyperbolische  Gomplexe  handeln. 

Zu  jedem  elliptischen  Systeme  S^^  giebt  es  Gewebe  S^  v  n  denen 
es  imaginär  geschnitten  wird;    gehört   es   zu   einem   gegebenen   eltii 
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tischen  Complexe,  so  enttält  dann  der  Büschel  B(C^)  auch  reeli-ima- 
ginäre  Systeme  und  hat  eine  reell-imaginäre  Basis. 

Ein  elliptischer  Complex  u'ird  von  den  Gewinden  iheils  reell,  theils 
imaginär  geschnitten;  den  Uebergang  bilden  Tan gentialge winde,  bei 
denen  der  Schnitt  mit  Ausnahme  des  doppelten  Strahls,  in  dem  die 
Gewinde  berühren,  imaginär  ist. 

Wenn  eine  Gerade  l  innerhalb  des  {reellen)  Kegels  aiis  einem  ihrer 
Ftmlüe  X  an  einen  elliptischm  Oomplex  liegt,  so  liegt  sie  innerhalb  aller 
derartigen  Kegel  tmd  infolge  dessen  ausserhalb  der  Complexcurven  aller 
ihrer  Ebenen. 

Jede  Ebene  |  durch  l  führt  zu  einem  Büschel  (X,  5)  von  Strah- 
len und  zu  einem  Büschel  von  Strahlengebüschen;  die  beiden  Gebüsche 
dieses  Büschels,  die  sich  auf  die  reellen  Schnittkanten  von  |  mit  (X) 
stützen,  sind  die  Schnitte  des  Btiechels  mit  einem  jeden  von  den  durch 
den  Complex  F^  gehenden  S/.  Durch  die  verschiedenen  Ebenen  | 
erhält  man  einen  einen  Bündel  bildenden  Büschel  von  Büscheln,  welche 
alte  durch  [Q  gehen  und  sämmtliche  S^^  reell  schneiden.  Daraus 
folgt,  dass  [l]  auf  der  Innenseite  eines  jeden  elliptischen  unter  den 
5/  sich  befindet.  Die  so  gefundene  Eigenschaft  ist  unabhängig  von 
X  und  gilt  für  alle  Punkte  von  l;  jeder  durch  l  gehende  Strahlen- 
büschel giebt  einen  Büschel  von  Strahlengebüsch en,  welcher  die  ellip- 
tischen iS/  reell  schneidet,  und  zwar,  da  es  sich  eben  um  Gebüsche 
handelt,  auf  der  Basis  von  B(r^;  d,  h.  jede  Ebene  durch  l  sehneidet 
jeden  Complexkegel  aus  einem  Punkte  von  l  reell. 

Folglich  liegt  eine  derartige  Gerade  gans  auf  der  einen  Seite  der 
singxdären  Fläche,   wenn  diese  reell  ist,   und  sendet  auch  nur  imaginäre 


Die  durch  den  Complex  veranlasste  Correspondenz  [2,  2]i  zwischen 
der  Punktreihe  und  dem  Ebenenbüschel  ist  so  beschaffen,  dass  jedem 
reellen  Elemente  des  einen  Gebildes  zwei  imaginäre  im  andern  ent- 
sprechen und  also  alle  Verzweigungselemente  —  Punkte  und  Berührungs- 
ebenen von  ^  —  imaginär  sind. 

Zwei  zusammengehörige  Systeme  S/  und  ©/  sind  (Nr.  728)  von 
gleicher  Gattung;  nehmen  wir  an,  dass  beide  elliptisch  und  dass  auch 
die  in  ihnen  enthaltenen  zu  einander  consingulären  Complexe  V^,  T"^ 
elliptisch  sind.  Ein  für  iS/  inneres  Gewinde  F  sendet  an  dies  System 
kein  reelles  Tangential gewebe,  und  folglieh  hat  di-s  Gewebe  dessen 
Strahlengebiische  mit  ihren  Axen  dies  Gewinde  F  erzeugen  und  das  daher 
zu  r  polar  ist  nach  JS"/,  mit  @/,  das  auch  zu  S^^  polar  ist  nach  dem 
Hauptsysteme,  kein  reelles  Gewinde,  F  also  mit  F^  kemen  itelleu 
Strahl  gemein.    Ein  solches  Gewinde  F  ist  jedes  Geh  i^rhe  [l\,  dessen 
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Axe  von  allen  C omplexke^elu  an  F  ans  ih  en  PmLt  n  em^  achlüs  eii 
wird  folgliGh  kommen  \on  allen  Punkten  von  /  an  P^  reell  im'iginaie 
Oompiexkegel 

Zjcei  ell'ipiiscke  Oomplexe,  welche  so  toruinjuJai  btn  l  äat'i  das  fU 
emem  eUipttschm  Systemt  %  du  ch  dm  etT,en  naeh  dem  Havptsjbtpme 
H^  pola  e  Sy  fern.  @j'  den  andnn  enfh  dt  simi  at  ch  i«  der  Beziehung 
zu  emanäcf  dobb  }edei  ausseie  Fimkt  fut  den  «nei»  für  dm  art  lern  em 
mnerer  ist 

Folglich  musb  dit  singtÜaf  flache  ieell  sein  sie  trennt  die  aussetn 
(tnnem)  Ftml-ti,  des  etnen  Convplexes  von  dfien  des  mideiti  iie  ttcnnt 
auch  die  Getadm  deten  sammtlichp  Pimklr  an  den  etneti  CnmpJei  reelle 
sie  einschhe-isendi'  Kegpl  benJen  von  dt  je  te  ebfnsn  um  <mdetn  Com 
plexe  steh  verhalten 

Von  jedem  Punkte  I  oinmen  Gerade,  weicln,  S  reell,  nl  nl  le, 
welche  imaginär  schneiden,  also  ein  reeller  BerührLmgskegel,  und  ebenso 
schneidet  jede  Ebene  die  ^  reell. 


Die  Gattungen  der  Aiircii  eine  Congrnenz  2.  Grailes  gehenden  qua- 
dratischen   Systeme   It.   Stufe   von   Gewinden;    Art   nnd  Weise,    wie 
verschiedene  Gattungen  von  Complesen  2.  Grades  consingulär 
sein  können. 

736  In  11,  Nr.  396  haben  wir  für  die  Congruen?.en  2,  Grades  7  Gat- 

tungen nachgewiesen: 

1)  Gattung  3t  mit  16  reellen  Strahlenb  tische  In, 

2)  Gattung  S5  mit  8  reellen,  8  imaginären  Strahlenbüscheln, 

3)  Gattung  S  mit  4  reellen,  4  lineirteu*),  8  imaginären  Strahien- 
büscheln, 

4)  Gattung  2)  mit  16  lineirten  Strahlenbüseheln, 

5)  Gattung  S  mit  8  lineirten,  8  imaginären  Strahlenbüseheln, 

_^   ^   .,         !r(    l   mit   16   imaginären   Strahlenbüseheln,    mit  dem 
7)  Gattung  ®   I  * 

Unterschiede,  dass  eine  Congrnenz  ^  reellstrahlig,  eine  &  aber  reell- 
imaginär  ist.**) 

Die  singulare»  Elemente  S^,  ö^  (vgl.  Nr.  639  Anm.)  .sind  bei  'ii  alle 

'^'i  Die  Imeirten  Strahlenbüachel  haben  einen  reellen  Sti'alil  und   sind  sonst, 
imaginär. 

**)  A.  LI.  Ü,  eind  diese  beiden  unterschied sIob  %  genannl. 
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reell,  bei  S  sind  8  Punkte  S„  und  8  Ebenen  ö^,  bei  ©  4  Punkte  S^,, 
i  Ebenen  ff,,  reell,  iu  den  4  übrigen  Fällen  sind  alle  S„  und  alle  öq 
imaginär.  Die  reellen  ö,,  bringen  auf  die  Brenniläcbe  #  reelle  Kegel- 
schnitte [ej,  längs  deren  sie  tangiren,  und  bewirken  dadurch,  dass 
diese  Fläche  reell  ist. 

In  Bezug  auf  confocale  Congruenzen  2.  Grades  haben  wir  ferner 
in  11,  Nr.  399  folgende  Fälle  gefunden,  die  ich  hier  nach  der  Zahl 
der  reell  definirten  und  also  in  reellen  Gewinden  enthaltenen  aufstei- 
gend anordnen  will: 

a)  dreimal  zwei  conjugirt  imaginäre  Congruenzen, 

b)  2  Congruenzen  ß  und  zweimal  zwei  conjugirt  imaginäre, 

c)  a)  4  Congruenzen  S9  |        ,         .         -     -  ,   ■ 

J    .   „  „1  und  zwei  conuieirt  iinagmare, 

ß)  4  Congruenzen  ©1  ''  ^  ä  ' 

d)  «)  6  Congruenzen  91, 

ß)  2  Congruenzen  ®  und  4  Congruenzen  %, 

y)  2  Congruenzen  ®  und  4  Congruenzen  @. 

Ä.  a.  0.   habe    ich    mich   freilich   mit    einem    Falle    statt    dieser 

beiden  letzten  begnügt,   ohne  genauer  zu   untersuchen,   wie  viele   der 

dortigen    5   reellstrahlig   und    reell -imaginär    sind.     Ich   werde    bald 

zeigen,  dass  es  sich  nur  um  die  beiden  Fälle  ß)  und  y)  handeln  kann. 

Die  Brennßäche  $  einer  Gmgrums  3.  Grades  ist  reell,  wenn  es  so-  737 
woM  Ebenen  gieht  mit  gwei   reellen   als   solche   mit  zwei  conjugirt  ima- 
ginären Congruensstrahlen,  reell-imaginär,  wenn  nur  Ebenen  der  einen  Art. 

Beim  Durchgänge  durch  eine  Berührungsebene' von  0  findet  bei 
allen  6  Congruenzen  gleichzeitig  Zusammenfallen  statt,  mithin  bei 
allen  reell  definirten  gleichzeitig  der  Uebergang  aus  dem  einen  Zu- 
stande des  Schnitts  in  den  andern. 

Giä)t  es  also  Ebenen,  welche  eine  geivisse  Zahl  von  den  reell  defi- 
nirten confocalen  Congruenzen  reell  und  die  übrigen  imaginär  schneiden, 
so  giebt  es,  wenn  0  reell  ist,  noch  eine  zweite  Art  von  Ebenen,  welche 
die  ersteren  Congruettsen  imaginär,  die  andern  reell  schneiden,  im  andern 
FaUe  nur  jene  Art. 

Femer  wenn  0  reell  ist,  so  haben  wir  in  jedem  Funkte  dieser  Fläche 
so  viele  reelle  Doppeltangenten,  als  reell  deßnirte  Congruenzen  und  Ge- 
tcinde;  sie  werden  in  die  Berübrungsebene  durch  die  Nullebenen  des 
Punktes  in  Bezug  auf  diese  Gewinde  eingeschnitten;  die  zweiten  Be- 
rührungspunkte sind  die  Nullpmikte  der  Berührungsebene  und  als« 
auch  reell. 

Da  wir  so  reelle  Congruenzstrahlen  haben,  so  folgt,  dass  «zw 
reeUsirahlige  Congruensen  3.  Grades  eine  reelle  Brennfläche  haben  können; 
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hingegen  eine  reell-imaginäre  Congrtienz   (@)   hat  nothwendig   eine   reell- 
imagimre  Brennflächc. 

Ferner  lehren  uns  die  reellen  Doppeltangenteii  und  ihre  reellen 
zweiten  Berührungspunkte,  dass  der  Schnitt  einer  jeden  Beriihrungs- 
ebene  von  ^  reell  ist  und  folglich  überhaupt  jede  Ebene  dif  ^  reell 
schneidet  und  jeder  Punkt  an  sie  einen  reellen  Berflhrungstegel  sendet, 
wenn  es  sich  um  die  Brennfläche  einer  reell  strahligen  Congruenz 
handelt. 

Ntir  diejenige  Fläche  'S,  zu  der  lauter  imaginäre  Congruensen  ge- 
hören, lässt  auch  imaginär  schneidende  Ehenen  und  Funkte  olme  reelle 
Beriihrungsicegel  m. 

Wir  sehen  demnach:  Ist  die  Brennfläche  von  stvei  confoealen  ® 
reell,  dann  sind  die  4  Obrigen  Congruengen  reellstrahlig ,  also  g.  umge- 
kehrt, es  sei  eine  von  deit  4  übrigen  reellstrahlig,  so  giebt  es  ja  zweifel- 
los Ebenen,  welche  zwei  reelle  Strahlen  von  ihr  enthalten,  jede  Ebene 
aber,  welche  durch  die  reelle  Verbindungslinie  zweier  eonjugirt  ima- 
ginären von  den  singulären  Punkten  S^  geht,  schneidet  in  zwei  ima- 
ginären Strahlen,  denen  nämlich,  welche  den  imaginären  Strahlen- 
hüschelti  der  Congruenz  aus  diesen  Punkten  angehören:  also  ist  die 
Brennfläche  reell  und  auch  die  3  übrigen  Congruemen  sind  reellstrahlig. 

Damit  sind  die  beiden  obigen  Fälle  dß)  und  dy)  als  richtig 
erkannt. 

Im  letzten  Falle,  wo  swei  Congruensen  3)  und  4  Gongruenzen  @ 
confocal  sind,  ist  die  gemeinsame  Brennfläche  reell -imaginär.  Daraus 
ergiebt  sich  noch  ein  weiterer  Unterschied  zwischen  den  ®  des  einen 
und  denen  des  andern  Falls.  Diejenigen  Congruensen  %,  welche  mit 
reell-imaginäreK  confocal  sind,  werden  von  allen  Ebenen  reell  geschnitten 
und  erholten  aus  jedem  Punkte  stvei  reelle  Strahlen,  während  das  bei  den 
andern,  zu  denen  reellstrahlige  Congritenzen  confocal  sind,  nicht  der  Fall  ist. 

Indem  also  die  reellstrahligen  Congraenzen  ®  vom  Fall  dy)  eine 
reell-imaginäre  Brennfläche  haben,  stellt  sich  der  Satz,  zu  dem  ich  in 
Bd.  II,  Nr.  400  gelangt  bin,  als  nicht  richtig  heraus.  Ich  will  deshalb 
noch  auf  eine  andere  Weise  seigen,  dass  eine  reellstrMige  Congruenz 
3.  Grades  mit  einer  reell-imaginären  Brennfläche  vereinigt  sein  kann. 

Bei  der  einzweideutigen  Abbildung  eines  Gewindes  Tin  den  Punkt- 
raum ^1  (I,  Nr.  199)  ergab  sieh  eine  Fläche  tpi^  als  Ort  der  Punkte 
in  2;,,  denen  zwei  vereinigte  Strahlen  in  F  correspondiren:  ihre  Tan- 
genten entsprechen  den  Strahlen büscheln  von  F.  Also  ist  sie  stets 
reell,  kann  aber  ebenso  gut  elliptisch  als  hyperbolisch  sein.  Sie  sei 
ersteres  (ohne  reelle  Geraden),  und  %^^  sei  eine  ebenfalls  elliptische 
Fläche   2.  Grades   in  2^,,   in  deren  Innerem    (p,^^    sich    ganz   befindet. 
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Wenn  einem  Punkte  von  S,  zwei  imaginäre  Strahlen  entsprechen,  so 
ist.  die  Involution  (auf  einer  Kegelschaar)  in  V,  die  einer  jeden  Ge- 
raden durch  ihn  correspondirt,  hyperholisch,  so  dass  diese  Gerade  die 
ip,^  reell  schneidet;  der  Punkt  liegt  im  Innern  dieser  Fläche.  Allen 
Punkten  von  gj^  entsprechen  also  2  reelle  Strahlen,  mithin  ist  diese 
Fläche  (JI,  Nr.  375)  das  Bild  einer  reellstrahligen  Congruenz  2.  Gra- 
des in  r.  Die  beiden  Strahlen  an  dieselbe  aus  einem  Punkte  gehören 
zu  dem  Büschel  aus  dem  Punkte  an  F  und  entsprechen  den  Schnitten 
der  diesem  Büschel  eorrespondirenden  Tangente  von  ip,^  mit  %,^;  bei 
der  vorausgesetzten  Lage  der  beiden  Flächen  können  diese  sich  nicht 
vereinigen:  die  Brennfläche  ist  nicht  reelJ.*) 

Betrachten  wir  den  Fall  a),  in  welchem  dreimal  zwei  von  den  1 
6  confocalen  Congruenzen  conjugirt  imaginär  sind,  nehmen  wir  au: 
C|^,  Q^;  C-i^,  C/;  C^,  Q^  Alle  singulären  Elemente  jS^,  (J,,  können 
nicht  reell  sein,  weil  damit  die  Strahienbüschel  und  also  auch  die 
Congruenzen  reell  würden.  Mithin  sind  die  nicht  reellen  zu  je  zweien 
conjugirt  imaginär,  weil  die  ganze  Figur  reell -imaginär  ist.  Jeder 
Verbindungsatraht  zweier  iS,,  gehört  zu  2  von  den  Congruenzen,  denen, 
in  Bezug  auf  welche  die  beiden  S^  zugleich  verbunden  sind  (II,  Nr.  384). 
Sind  diese  Punkte  conjugirt,  der  Strahl  also  reell,  so  müssen  auch  die 
beiden  Congruenzen  conjugirt  sein.  Gehen  wir,  uns  der  Weber- 
Reye'schen  Bezeichnung  von  II,  Nr.  385  bedienend,  dayon  aus,  dass 
13,  24,  welche  in  Bezug  auf  Q^,  C^  verbunden  sind,  conjugirt  imaginär 
seien;  ihnen  sind  dann  für  diese  auch  zu  einander  eonjugirten  Con- 
gruenzen die  singulären  Ebenen  (135)  imd  (246)  zugeordnet,  also  auch 
conjugirt;  weit  sie  aber  identisch  sind,  so  haben  wir  in  dieser  Ebene 
eine  reelle;  ebenso  ist  (136)  =  (245)  reell.  Da  T,  und  F,  conjugirt 
sind,  so  ist  das  Strahlennetz  TiTg  und  die  windschiefe  Involution  Sj^ 


*)  Ich  habe  in  Nr.  400  fälschlich  behauptet,  dass  der  Durchgang  einer  Ebene 
dncch  eine  Berahruiigaebene  einer  cubiacbea  Däclie  den  Schnitt  immer  ans  einer 
Bweiaügigen  in  eine  einäugige  Curve  überführt:  eine  Drehung  um  eine  Tangente 
zeigt,  dass  das  nicht  der  Fall  ist.  —  Die  Gattung  %  der  Congruenz  2.  Grades 
entspricht  der  cubischen  FlEbche  mit  3  reellen  und  34  punktirten  Geraden  (11, 
Nr.  395).  Diese  Fläche  besteht  nach  Sohläfli  (Annali  di  Matematica  Ser.  H 
Bd.  5  S.  289)  aus  einer  paren  und  einer  unparen  Schale;  letztere  enthält  die  3 
reellen  Geraden.  Die  Ebene,  die  eine  von  ihnen  mit  einem  Punkte  der  paven 
Schale  verbindet,  schneidet  ans  dieser  einen  reellen  Kegelschnitt,  und  alle  Bbeneu, 
die  ihn  reell  treffen,  achneiden  in  zwei  auf  den  beiden  Schalen  gelegenen  Zügen; 
die  Treffpunkte  gehören  dem  paren  Znge  an  und  senden  also  keine  reellen  Tan- 
genten an  die  cnbischo  Curve.  So  ist  ein  Kegelschnitt  auf  der  Fläche  gefunden, 
der  von  keiner  reellen  Tangente  derselben  getroffen  wird;  das  hielt  ich  a.  a.  0. 
nicht  für  möglich. 


y  Google 


316  Art  iincl  Weise,  wie  verechiedeae  Gattungen 

reeil;  den  13,  24  entsprechen  in  ihr  (II,  Nr.  385)  die  28,  14,  die  daher 
auch  eonjugirt  imagiDär  sind;  dies  führt  wieder  zur  Realität  ?oa 
(145)  =  (236)  und  (146)  =  (235).  So  weit  bleibt  alles  richtig,  auch 
wenn  Q^,  C/  reell  sind.  In  unserm  Falle  aber  finden  wir  auf  den 
4  öhrigen  Schnittlinien  der  reellen  Ebenen  (ausser  13,  24  und  23,  14) 
noch  4  Paare  eonjugirt  imaginärer  Punkte  S^,:  15,  26;  16,  25;  35,46; 
36,  45,  von  denen  je  zwei  conjugirte  zu  derselben  reellen  Ebene  in 
Bezug  auf  zwei  conjugirte  Congruenzen  gehören.  Ferner  sind  die 
Ebenen  (1),  (2)  eonjugirt,  weil  für  Q^,  C/  den  13,  24  zugeordnet;  ihnen 
ist  0  för  Cj',  C/  zugeordnet,  also  reell  und  demnach  auch  12,  34,  56, 
die  ihm  in  den  reellen  Involutionen  3ia,  ^u>  ^as  entsprechen. 

Damit  ist  erkannt,  dass,  wenn  es  sich  um  äreimai  mcei  eonjugirt 
imaginäre  confocale  Congruenzen  3.  Grades  handelt,  von  den  gemeinsamen 
singulären  Punhfen  wtd  Ebenen  je  vier  reell  sind,  die  einen  nicht  mit 
den  andern  incident;  denn  das  würde  sofort  zu  reellen  Strahlenbüseheln 
führen,  die  je  einer  der  Congruenzen  angehören  und  dann  auch  der 
conjugirten;  was  den  Eigenschaften  unserer  Figur  widerspricht, 

)  Jn  dem  Büschel  B(0)  durch  eine  reeU  deßnirte  Congrumz  O  haben 

wir  (Nr.  662)  so  viele  reell  deßnirte  S^^  mit  einem  Boppdgemnde,  als 
es  reell  definirte  confocale  Congruenzen  giebt  oder  reelle  Fundamental- 
Getoinde  (die  Gewinde  durch  diese  Congruenzen),  demnach  in  den  Fehlen 
b),  c),  d)  je  1,  3,  5. 

Eine  Äitheilung  von  S^^  ist  zweifellos  hyperbolisch;  in  ihr  befindet 
sich  das  sicher  hyperbolische  System  ff^^(r)  der  Strahlengebüsche,  deren 
ÄMn  das  dwch  C^  gehende  Gemnde  F  erfüllen;  die  oo'  reellen  Gebüsche- 
Büschel,  welche  es  als  hyperbolisch  charakterisiren ,  sind  ersichtlich. 
Unsere  Abtheilung  ist  ja  auch  der  Schnitt  der  H^  enthaltenden  hyper- 
bolischen Abtheilung  im  Büschel  B(I'^)  eines  durch  O  gehenden  F'^ 
mit  dem  auf  F  eich  stutzenden  Gewebe,  und  zwar  S3^{F)  der  Schnitt 
von  H/. 

Im  Falle  b),  wo  es  sich  um  zwei  reelle  confocale  CongruenKen 
handelt,  die  beide  E  sind,  haben  wir  nur  ein  reell  definirtes  S^^  mit 
Doppel gewiude;  demnach  muss  dies  hyperbolisch  sein,  damit  auch  die 
Nacbbar-Abtheilung'  hyperbolisch  werde,  da  ja  für  eine  andersartige 
die  zweite  Uebergangsform  zur  ersten  fehlt. 

Demnach  sind  alle  Sg^,  welche  dv/rch  eine  Gongruem  von  der  Gattung 
E  gehen,  hyperbolisch.  Dies  ergiebt  sieh  auch  aus  den  4  reellen  Strahlen- 
büscheln, welche  in  die  Basis  von  B(0)  und  demnach  in  jedes  der  8^^ 
4  Büschel  von  Strahlen  geh  ü  scheu  bringen;  aber  nur  solche  allgemeinen 
Sg^,  welche  hyperbolisch  sind,  enthalten  reelle  Gewindebüschel, 
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Ich  überlasse  dem  Leser,  aus  der  obigen  Betracbtung  in  Nr.  738, 
die  ja  eine  Zeit  lang  auch  für  reelle  C^^,  C^^  galt,  die  je  A  reellen  S'^ 
und  0(1  abzuleiten,  die  aber  liier  so  incident  sein  müssen,  dass  sich 
eben  für  jede  der  beiden  Congruenzen  4  reelle  StraLlenbüachel  ergeben. 
Die  reellen  <?(,  sind  dieselben  wie  oben,  die  reellen  S^  sind  nun  35,  46, 
36,  45. 

Wir  kommen  nun  ku  den  beiden  Fällen,   wo  nur  noch   zwei  von  740 
den  confocalen  Congruenzen  conjugirt  imaginär  und  also  3  reell  defi- 
nirte  Systeme  S^^  mit  Doppelgewinde  im  Büschel  B  (C^  vorhanden  sind. 

Sind  die  4  reellen  Congrueuzen  S,  so  sind,  wegen  der  reellen 
Strahlenbüsehel,  wiederum  bei  jeder  alle  durchgehenden  S^^  und  also 
auch  die  3  mit  Doppeigewinde  hyperbolisch. 

Mle  (Sg'  durch  eine  Congruens  von  der  Gattimg  S8  sind  hyperbolisch. 

Wenn  aber  die  reellen  Congruenseii  von  der  Gatktng  @  sind,  so  be- 
steht der  Büschel  B(C*)  durch  eine  jede  von  -ihnen  aus  ^wei  hyperbolischen 
und  einer  eUiptisckmt  Ahiheilung. 

Wir  nehmen,  wie  in  II,  Nr.  399, 

0,  12;  34,56;  13,23;  14,24;  15,26;  16,25;  35,45;  36,46*) 
als  conjugirt  imaginär  an.  Die  8  ersten  senden  an  Cj^  n^  O  und  C^ 
Büschel  mit  den  reellen  Geraden  0,  12,  . . .;  die  8  übrigen  an  C/  und 
C^.  Eine  Ebene  durch  0, 12  achneidet  also  jene  reell,  diese  imaginär, 
eine  Ebene  durch  15,26  verhält  sich  umgekehrt;  also  ist  die  Brenn- 
fiäche  reell. 

Die  beiden  Gtruppen  II  associirter  Punkte  (11,  Nr.  368**))  sind 
reell- imaginär,  weil  jeder  Punkt  seinen  conjugirten  in  derselben  Gruppe 
hat;  folglich  bestimmt  jeder  reelle  Strahl  von  C^  eine  reelle  Regei- 
schaar in  jeder  der  beiden  verknüpften  Reiben,  die  durch  diese  Gruppen 
gehen  und  deren  Leitschaaren  die  confoeale  Congruenz  C^^  erzeugen. 
Wir  erhalten  daher  in  dem  Systeme  S'^  ^  mit  Doppelgewinde  F^  o^^ 
reelle  Gewindebüsehel  durch  die  Dupel  auf  diesen  Regelsehaaren 
(Nr.  662);  S*  ist  hyperbolisch.  Die  Gruppen  des  Paars  III  sind  hin- 
gegen nicht  reell-imaginär,  sondern  jede  ist  zur  andern  conjngirt;  und 
dasselbe  gilt  für  IV,***)  Zu  einem  reellen  Gewindebüsehel  in  S^  ^ 
gelangen  wir  nur,  weun  wir  zwei  reelle  oder  conjugirt  imaginäre  Ge- 
raden haben,  die  auf  einer  Regelschaar  durch  die  eine  oder  die  andere 

*)  A.  a.  0.  S.  190  stellt  durch  Dmekfeliler  14,  36  statt  14,  24. 
**)  Mau  tieaciite,  daaa  0  j::  11  ist  (vergl,  Änm.  11,  8.  164). 
***)  Die  eine  V  ist  zur  einen  VI,  die  andere  V  zur  andern  VI  conjugirt. 
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Gruppe  von  III  liegen  und  Leitgerade  des  Grund -Strahleimetzes  wer- 
den. Zwei  solche  Geraden  aber  auf  einer  Regelschaar  durch  die  eine 
Gruppe  müssen  dann,  weil  sie  reell  oder  conjugirb  imaginär  sind,  auch 
der  conjugirfcen  Regelschaar  angehören,  die  ja  durch  die  andere  Gruppe 
als  die  conjugirte  geht.  Also  sind  sie  gemeinsame  Geraden  zweier 
Regeischaaren  aus  verknüpften  Reihen,  der  Gewindebüschel  demnach 
ein  durch  das  doppelte  Gewinde  F^  gehender  (Nr,  662).  Somit  ent- 
hält S^  ^  keine  andern  reellen  Gewindebüachel  als  die,  welche  durch 
fg  gehen,  und  ist  elliptisch  (Nr.  729)  und  ebenso  S^ ^. 

In  dem  hyperbolischen  Systeme  S^^  stossen  zwei  hyperbolische 
Abtheilungen  des  Büschels  B(0)  zusammen,  und  S^^,  S|^,  welche 
elliptisch  sind,  führen  von  ihnen  zu  einer  elliptischen. 

In  dem  ersten  der  3  Fälle,  in  denen  alle  6  Congruenzen  reell  def/r- 
nirt  sind,  sind  sie  sämmtUch  von  der  GaUmtg  Sl  und  man  erkennt  wie- 
derum leicht,  dass  der  Büschel  B(0)  nur  hyperbolische  S^  enthält. 

Gehen  wir  in  den  beiden  andern  Fällen  zunächst  von  einer  Con- 
grueaz  der  Gattung  ®  als  der  C?  -i^  C^  aus,  so  sind  (vergl.  wiederum 
11,  Nr.  399) 

0,  12;  34,56;  35,46;  36,45;   13,23;  14,24;  15,25;  16,26 

conjugirt  imaginär;  sie  sind  zugleich  verbunden  in  Bezug  auf  C^  und 
die  zweite  Congruenz  C^  von  der  Gattung  ®,  und  alle  16  Punkte 
senden  an  die  eine  wie  die  andere  dieser  beiden  Congruenzen  lineirte 
Büschel  mit  den  reellen  Geraden  0,  12,  ....  Wiederum  sind  beide 
Gruppen  11  reell-imaginär,  und  die  beiden  III  zu  einander  conjugirt 
und  ebenso  die  IV,  die  V,  die  VI.  Also  sind  die  beiden  durch  die  II 
gehenden  verknüpften  Regel  seh  aar- Reihen  reell,  während  in  den  vier 
andern  Fallen  jede  Regelschaar  aus  der  einen  Reihe  ihre  conjugirte 
in  der  verknüpften  hat;  und  für  die  Leitscbaaren  gilt  analoges. 

Das  System  Sf^,  welches  zum  doppelten  Gewinde  dasjenige  hat, 
in  dem  die  zweite  2)-Congruena  sieh  befindet,  ist  hyperbolisch,  die  4 
übrigen  S^^,  ...  S|g  sind  elliptisch.  Dies  fordert  im  Büschel  B(C^) 
zwei  in  S|g  zusammen  stossen  de  hyperbolische  Abtheihmgen  und  eine 
dritte,  welche  von  ihnen  durch  zwei  elliptische  getrennt  wird. 

Durch  eine  Ck/itgrueris  Q  von  der  Gattung  %  gekeii  3  hyperbolische 
und  3  elliptische  AJbfheilungen  von  S^,  derartig,  dass  swei  hyperbolische 
benachbart  sind  und  von  der  dritten  durch  die  eUipUschen  getrennt  werden. 

Soweit  ist  kein  Unterschied,  ob  die  4  confocalen  Congruenzen, 
welche  üicht  zur  Gattung  ^  gehören,  g  oder  @  sind. 
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Geht  man  hingegen  ¥on  einer  Congnieuz  der  Gattung  '^  oder  @ 
ala  C^  F^  Q^  aus,  so  sind 

0,23;  12,13;  14,56;  15,46;  16,45;  24,34;  25,35;  26,36 

conjugirt  imagißär.  Demnach  sind  die  beiden  Gruppen  von  II  zu  ein- 
ander conjugirt,  ebenso  die  von  III,  während  jede  der  6  Gruppen  von 
IVj  V,  VI  zu  sich  selbst  conjugirt  oder  reell-imaginär  ist.  Daher  er- 
halten wir,  wenn  es  sich  um  eine  reellstrahlige  Cougruenz  von  der 
Gattung  5  handelt,  3  Paare  verknüpfter  Reihen  von  reellen  Kegel- 
schaaren,  deren  Leitschaaren  die  3  gleichartigen  Congruenzen  erzeugen, 
und  2  Paare,  bei  denen  die  Eegelschaareu  der  einen  Reihe  zu  denen 
der  andern  conjugirt  sind;  Regeischaaren,  deren  Leitschaareu  zu  den 
beiden  Congruenzen  S)  iühren.  Jene  machen  die  3  Systeme  S^ ^,  ^s  ü' 
8g^  zu  hyperbolischen,  diese  die  S?^,  S^ g  zu  elliptischen.  Nur  wenn 
diese  als  benachbart  angesehen  werden,  ergiebt  sich  ein  mögliches 
Arrangement  der  Abtheilungen;  und  zwar  4  hyperbolische  und  eine 
elliptische,  eingeschlossen  von  den  beiden  elliptischen  Sl/. 

Der  Büschel  B(C^)  durch  eine  Congruenz  von  der  Gattung  %  enthalt 
i  hyperlolische  und  1  elliptische  Ahtheilung  von  8^. 

Ist  aber  die  betrachtete  Congrueuz  von  der  Gattung  ®  oder  reell- 
imaginär,  so  wissen  wir  aus  Nr.  731,  dass  2  von  den  8^  ^  auch  reell- 
imaginär sein  müssen.  Es  ist  dann  keine  andere  Anordnung  möglich, 
als  dass  sie  eine  reell-imaginäre  Abtheilung  ei  n  sc  hl  i  essen  und  zu  zwei 
elliptischen  Abtheilnngen  führen;  von  den  beiden  übrigen  ist  eine 
nothwendig  hyperbolisch,  also  auch  die  andere,  weil  sonst  zwei  ellip- 
tische zusammenstossen  würden.  Folglich  sind  von  den  drei  übrigen 
81 ,  eins  hyperbolisch  und  zwei  elliptisch.  Die  beiden  elliptischen  sind 
wie  oben  8^ ^,  8^^,  welche  zu  den  Congruenzen  Q^  C^^  führen,  den 
beiden  von 'der  Gattung  S)  (vergl.  II,  Nr.  399).  Ist  etwa  S|,;  das 
hyperbolische  System,  so  sind  die  Regeischaaren  durch  die  Gruppen 
V  reell-imaginäre  (von  reell -imaginären  Flächen  2.  Grades  getragen), 
so  dass  jede  <x>^  Paare  conjugirt  imaginärer  Geraden  enthält  und  auf 
diese  Weise  co^  reelle  Gewindebüschel  in  8^^  zu  stände  kommen. 

Durch  eine  reeU-imagimre  Congrums  O  {oder  von  der  Gattung  @) 
gehen  2  hyperbolische,  3  elliptische  und  eine  reell-imaginäre  Äbtheilung 
von  Sfl*,  derartig,  dass  die  elliptischen  auf  der  einen  Seite  die  beiden  hyper- 
bolkchen,  auf  der  andern  die  reell-imaginäre  eimchliessen. 

Stellen  wir  die  Ergebnisse  zusammen,  so  haben  wir,  auch  liier 
die  Abkürzung  h,  e,  i  bsEutzend,  für  die  4  Gattungen,  deren  singulare 
Elemente  8^,  6o  sämmtlich  imagiuär  sind: 
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2)*)         ®  g  ® 

hhehe      khe      hhhhe      hheie, 
während  durch  die  Congruenzen  von  den  Gattungen  §1,  ^,  S  (mit  IG, 
8,  4  reclleu  StrahleDbüscbeln)  nur  hyperhoheche  Systeme  S^  gehen. 
Also  kÖanen  wir  nun  auch  umgekehrt  schliessen: 
Wenn  durch  eine  Congnmtz  O  nur  hyperholisclie  Systeme  S^^  gehen, 
so  mthält  sie  reeUe  StraMenbüsckel. 

Nun  fanden  wir  (Nr.  734),  daas  es  in  einem  elliptisch -hyperbo- 
lischen Complese  V^  stets  derartige  Congruenzen  C^  gieht;  folglich  ent- 
hält jeder  elUptisch-hypei-holische  Complex  reelle  Straklenbüschel;  für  den 
hyperbolischen  haben  wir  es  schon  in  Nr.  732  gefunden.  Demnach  ist 
ein  Complex  F^,  der  Iceinen  reellen  Strahhnhüschel  besitzt,  elliptisch  oder 
reeU-imaginär. 

742  Damit  haben  wir  nun  auch  das  nothwendige  Material   gewonnen, 

um  an  die  Untersuchung  heranzutreten,  in  welcher  Weise  die  ver- 
schiedenen Gattungen  der  Complese  2.  Grades  als  consinguläre  mög- 
lich sind. 

Da  mit  jeder  Reihe  cousingulärer  Complese  2.  Grades  6  confocale 
Congruenzen  2.  Grades  Q^  verbunden  sind,  so  wird  jedem  der  in 
Nr.  736  aufgezählten  Fälle  auch  ein  Fall  der  Gruppirung  cousingulärer 
Complese  entsprechen. 

Zu  dem  Systeme  der  Complescurven  einer  Reihe  cousingulärer 
Complese  in  einer  Ebene  %  gehören  die  Geradenpaare  der  Congruenzen 
Cf  (Nr.  542);  sie  bildeUj  wenn  sie  von  reell  deünirten  Congruenzen 
herrühren,  die  Uebergänge  zwischen  den  Abtheilungen,  welche  in  dem 
Curvensysteme  durch  die  Abtheilungen  der  Complese  entstehen. 

Wenn  Q^  ein  reelles  Geradettpaar  in  die  Ebene  %  wirft,  so  smd  m 
beiden  anstossenden  Curven-Äitkeilungen  die  Curven  reell;  ist  es  dber  reell- 
imaginär,  so  enthält  die  eine  reelle,  die  andere  reell-imaginäre  Ctirven. 

Wir  erinnern  uns,  dasa,  wenn  O  reell- imaginär  ist,  alle  Ebenen 
von  gleicher  Art  sind;  während  es  im  andern  Falle  zwei  Arten  von 
Ebenen  giebt  (Nr.  737). 

Besitzen  die  Tangentenbüschel  (S,  ö)  einer  reellen  0  reelle  Dop- 
peltangenten (immer  so  viele  als  die  Zahl  der  reellen  Fundamental- 
Gewinde  beträgt),  so  correspondiren  die  durch  dieselben  im  Büschel 
entstehenden  Abtlieilungen  den  verschiedenen  Äbtheilungen  der  Com- 
plese, indem  jede  Tangente  als  singulärer  Strahl  zu  einem  Complese 

*)  Vielleictt  beiast  es  bei  den  einen  3)  genauer  hhehc,  bei  dun  andern 
hhehe;  h  enthält  H,^{r). 
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gehört.  Die  Tangenten  in  benaclibart&n  Abtheüwigen  schneiden  nun  die 
Fläche  #  verschiedenartig,  die  einen  reell,  die  andern  imaginär;  d.  h. 
das  JPunktepaar  in  der  Seruhrungsebme  ö  ist  für  die  Complexe  äer  einen 
Äitheilung  reell,  für  die  der  andern  reell-imaginär,  und  ebenso  das  Ebenen- 
paar atis  dem  Berührungspunkte  S;  wobei  aber  nicht  nothwendig  üeber- 
einstimmung  stattfinden  mnss. 

Punkte  mit  reell-imaginären  Ebenenpaaren  i'ühren  von  äusseren 
zu  inneren  Punkten,  und  ähnlich  im  dualen  Falle, 

"Nur  bei  einem  hypertolischen  Complexe  oder  einem  Complexe  1  smd  743 
alie  6  Fundamental- Gewinde  imaginär.    Wir  wissen  aber,  daas  d}C  Sin- 
gulare Fläche  reell  ist.    Die  consingulären  Complexe  Hlden  nur  e*«e  Äh 
theilmig  und  sind  sämmtUch  I. 

Die  Congruenaen  C/  sind  zu  je  zweien  conjugirt  imaginär;  folff- 
lieh  sind  von  den  gemeütsamen  stationären  Elementen  D,  S  der  Complexe 
oder  den  Do^elelementen  der  Fläche  ^,  welche  ja  zugleich  die  gemein- 
samen singulären  Elemente  {S^,  «o)  der  6  Congruenzeu  C,-^  sind,  4  Punhie 
D  und  4  Ebenen  S  reell,  und  miar  so,  äass  keiner  von  jenen  mä  einer 
lon  diese»  inadirt. 

Em  solchei  reeller  stationärer  Punkt  D  fordert  in  Bezug  auf  einen 
(leellen)  Complex  eine  reelle  zugehörige  Ebene  e,  und  so  ergiebt  sieh 
em  reeller  Doppelbüschel  (D,  s)  des  Complexes.  Ein  reeller  Doppel- 
bttschel  wiederum  lehrt,  dass  die  Fläche  *  sowohl  Funlte  ie'ntst,  uelche 
reelle,  als  solche,  die  reell-imaginäre  Ehenenpaare  an  den  Complet  senden; 
sie  liegen  auf  verschiedenen  Mänteln  der  ®,  zwischen  denen  die  leellen 
Doppelpunkte  D  den  Uebergang  vermitteln.  Duales  gilt  fui  die  Be- 
riihrungsebenen,_ 

Wir  haben  also  äussere  und  innere  Pwikte  und  Ebenen. 

Nunmehr  sehen  wir,  dass  der  Satz  in  Nr.  732,  bei  welchem  innere 
Punkte  vorausgesetzt  wurden,  für  jeden  hyperbolischen  Complex   gilt. 

Es  sei  wieder  {S,  ff)  ein  Tangent&tbüschel  von  <5,  so  folgt  aus  jenem: 

Kommt  von  S  ein  reell-imaginäres  Ebenenpaar,  so  ist  das  Punldepaar 
in  ff  reeU;  ist  dieses  redl-iniagtnär,  so  ist  jenes  reell.  Aber  wir  haben 
noch  einen  dritten  Fall,  wo  beide  reeU  sind. 

Wenn  (S)  reell- imaginär,  («)  reell  ist,  so  kommt  von  jedem  Punkte 
von  6  ein  reeller  Kegel  und  von  jedem  Punkte  der  Sehnittcnrve  <&<>, 
welche  wegen  (ff)  reell  ist,  ein  reelles  Ebenenpaar;  folglich  mnss  »5 
ein  isolirter  Doppelpunkt  der  genannten  Cnrve  sein.  Im  zweiten  Falle 
ist  j5  der  einzige  reelle  Punkt  derselben,  was  hier  wegen  der  imagi- 
nären Doppeltangenten  möglieh  wird,  im  dritten  aber  ein  eigentlicher 
Doppelpunkt. 
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Wir  haben  also  hier  Tangentialebenen  der  2>,  bei  denen  der  Be- 
rührungspunkt der  einzige  reelle  Punkt  des  Schnitts,  folglich  gieht  es 
Ebenen,  welche  ^  gans  imaginär  schneiden,  und  Punlde,  aus  denen  ganz 
imaginäre  Tangentiällcegel  Icommen. 

Allein  die  singulare  Fläche  dieses  Falles  hat  (unter  den  reellen 
^)  diese  Eigenschaft. 

Da  der  Uehergang  fehlt,  so  sind  hier  in  einer  Ebene  alle  den  ver- 
schiedenen consinguUiren  Complexen  sngehorigen  Curven  reell  oder  alle 
reell-vmagimär,  und  ebenso  die  Complexkegel  aus  einem  Punkte. 

Ein  ellipfcisch-hyperfooliseher  Complex  II  hat  2  reelle  Fuadamental- 
Gewinde,  und  nur  ein  solcher  Oomples;  folglich  bilden  die  consingulären 
Complexe  eines  Complexes  II  zwar  0wei  —  in  den  beiden  Doppel-Gewin- 
den f-i,  Fg  gusammenstossende  —  Ahtheilungeit,  aber  alle  Complexe  der 
einen  imd  der  andern  Äbtheilung  sind  II. 

Weil  Fl,  Tg  reell  sind,  so  sind  auch  Cj^,  Q^  reell;  denn  als  con- 
jugirt  imaginäre  mässfcen  sie  in  demselben  reellen,  nicht  in  zwei  ver- 
schiedenen Gewinden  enthalten  sein.  Demnach  handelt  es  sieh  um  den 
Fall,  dass  diese  beiden  Congruensen  mr  Gattung  ©  gehören,  wahrend  die 
4  übrigen  imaginär  sind.  Daraue  folgt,  dass  von  den  Funkten  D  und 
EJbenen  d  je  4  reell  sind,  und  zwar  mit  solchen  Inddmzen,  dass  jede  der 
leiden  reellen  Congrumsen  4  reelle  Skahlenbüschd  mikält.  Die  singulare 
Fläche  ist  daher  reell,  jeder  der  consingulären  Complexe  hat  8  Doppei- 
bösehel,  je  4  Büschel  (D,  s)  und  {E,  S)\  also  besitzt  er  reelle  imd  imagi- 
näre SiraMenhüschel,  reeUe  und  reell-imaginäre  Kegel  und  Kegdschnilte. 

Jeder  Tangentenbüschel  {S,  ö)  von  O  zerfallt  in  zwei  Äbtheüungen. 

Eine  Ebene  durch  einen  der  reellen  Punkte  D,  der  ein  gemein- 
samer S„  der  Cj^,  C/  ist,  schneidet  diese  Congruenzen  beide  reell; 
folglieh  haben  wir  Ebenen,  in  denen  alle  Complexcurven  reell  sind,  und 
solche,  in  denen  die  der  einen  Abtheilung  reell,  die  der  andern  reell-ima- 
ginär sind. 

Die  Sehnittcurve  ^e  ist  immer  reell,  aber  S  eigentlicher  oder 
isolirter  Doppelpunkt,  je  nachdem  für  einen  und  dann  für  alle  Com- 
plexe (S)  und  (e)  gleichartig  oder  ungleichartig  sind. 

744  Wenn   4   von  den  Fundamental -Gewinden  F^,  ...  F^   reell   sind 

und  also  aucb  C,^,  . . .  C/,  so  können  erstens  diese  Congruenzen  sämmt- 
lieh  von  der  Gattung  58  sein.  Die  singulare  Fläche  ist  reell.  Wir  haben 
8  reelle  Punkte  D  und  8  reelle  Ebeiten  Ö;  jeder  von  den  consingulären 
Complesen  hat  16  reelle  Strahle nbüscheh  Damit  sind  elliptische  Com- 
plexe ausgeschlossen.  Es  kann  sieh  also  nur  um  elliptisch -hyperbo- 
lische Complese  III  handeln,  weil  bei  4  reellen  Fundamental-Gewinden 
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nur  diese  und  die  elliptischen  Complexe  IV  möglich  sind  Da  wir 
noch  eine  zweite  Art  von  Komplexen  111  kennen  lernen  werden,  so 
mögen  diese,  mit  Beye,  Illa  genannt  weiden 

Wenn  also  hei  4  leeUen  Fundamental  Gettnnden  die  guge}i<y>%gen  Con- 
gniemen  von  der  Gattung  S3  sind,  so  iesteM  moai  die  Betke  der  consiii- 
gulären  Complexe  aus  4  Ähtheüungen,  ahet  alle  sind  ton  äet  Gattung  Illa. 

Die  Pimktepaare  (ff)  und  Ebenenpaaie  (5)  füi  benachbarte  Äh- 
theilungen  sind  nngleichaitig 

Die  reellen  Doppelbüschel  (B,  e),  (E,  S)  lehren,  <las?  jedci  wn 
dm  Complexen  reelle  und  unagmate  Sitahlenbuschel,  äussert  und  imiere 
'Punhte  und  Mhenen  hat. 

Eine  Ebene  durch  einen  reellen  D,  welche  die  4  Congruenzen  d^ 
reell  sehneidet,  beweist  wiederum,  dass  eine  Ebeite  entweder  von  allen 
Cornplcxett  reelle  Complexcurven  erhält  oder  von  denen  ieiiachbarter  Äb- 
theilungen ungleichartige. 

Oder  zweitens  die  reellen  Congruensen  sind  alle  von  der  Gattung  ©; 
wir  wissen,  die  Fläche  ^  ist  reell. 

Die  Punkte  D  und  Ebenen  §  sind  nun  alle  imaginär;  die  Com- 
plexe besitzen  nunmehr  keine  reellen  doppelten  Büschel  (7>,  e),  [E,  rf); 
es  fehlt  die  Uebergangsform  von  reellen  zu  imaginären  Strahlenbii schein, 
ao  dasB  ein  Complex  nur  lauter  reelle  oder  nur  laiiter  imaginäre 
Slrahlenhü sehet  besitzt. 

Wir  haben  4  Abtheilungen,  und  ein  jeder  Tangentenbüsehel  von 
0  lehrt,  dass  die  Complexe  aus  benachbarten  Äbtheiluugen  sich  un- 
gleichartig verhalten;  die  einen  müssen  also,  wegen  der  reellen  Strah- 
lenbüschel, elliptisch  -  hyperboHsche  Complexe  IIT  sein,  die  nun  Kur 
Unterscheidung  von  den  vorherigen  mit  Illb  bezeichnet  werden,  die 
andern  elliptischen  Complexe  IV. 

Diese  Complexe  Illb  haben  also  nur  reelle  8t)'ahlenhüschel  und  daher 
auch  nur  reelle  Kegel  und  Kegelschnitte  oder  nur  äussere  Punkte  und 
Ebenen. 

Zwei  (^wechselnde  von  den  4  Abtheikmgen  der  Keifte  consvngulärer 
Complexe  bestehen  demnach  aus  Complexen  III  b ,  die  beiden  übrigen  atts  I V. 

Wir  fanden,  jede  Ebene  erhält  von  2  der  reellen  Congruenzen 
reelle,  von  den  beiden  übrigen  imaginäre  Strahlen;  alle  Complexe  Illb 
werfen  in  sie  reelle  Curven;  daraus  erhellt,  dass  die  eine  Abtheilung 
der  IV  ebenfalls  reelle  Curven  in  die  Ebene  sendet,  welche  durch  die 
beiden  reellen  Geradenpaare  in  die  Compiexcurven  der  beiden  hyper- 
bolischen Abtheilungen  übergeführt  werden,  die  andere  aber  reell- 
imaginäre, von  denen  der  üebergaug  durch  die  reell-imaginären  Uera- 
stattfindet. 
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Die  beiden  eUtphschen  Ähthediingm  dei  BeiJte  consingulärer  Complexe 
werden  also  von  der  nantlKlten  Ebene  ungJetchmhg  geschniUen  tmd  er- 
halten auch  aus  demselben  Furikie  uwgleiehatttqe  Kegel. 

Nun,  wo  wii  zum  ersten  Male  verschiedenartige  Complexe  in  der 
Reihe  antrefien,  möge  auch  folgende  Betrachtimg  gemacht  werden. 
Wir  greitpü  einen  Comple\  ans  dei  Reihe,  tuhren  durch  ihn  alle  8^, 
nehmen  das  nach  H^  polare  System  ®^,  das  stets  von  derselben  Gat- 
timg ist;  der  in  ihm  befindliche  consinguläre  Complex  F'^  durchläuft 
die  ganze  Reihe,  wenn  S^  den  Büschel  B(F^)  beschreibt,  und  wenn 
dies  System  aus  einer  Abtheilung  des  Büschels  in  die  andere  über- 
geht, thut  dies  auch  T'^  in  seiner  Reihe.  Einem  8^  ^  fat  nach  H^ 
polar  das  Gewebe  %i  doppelt,  und  der  darin  enthaltene  Complex  ist 
Vi  doppelt.  H^'  ist  ersichtlich  zu  sich  selbst  polar;  nähern  wir  uns 
also  mit  S/  dem  Hi,  so  thut  es  auch  S^^;  also  nähert  sich  auch  T'^ 
dem  r^  und,  wenn  S/  mit  i//  sich  vereinigt,  so  fallen  die  Complexe 
zusammen.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  wir  uns  mit  S^  in  der  hyper- 
bolischen Abtheilung  k  des  ß(r'^)  bewegen,  welche  li^  enthält,  F"^ 
diejenige  Abtheilung  durchläuft,  in  der  sich  F'^  befindet. 

Nehmen  wir  also  z.  B.  F^  aus  einer  der  oUiptisehen  Abtheilungen, 
so  durchläuft,  wenn  S/  die  nicht  benachbarten  Äbtheilungen  Ä  und  e 
beschreibt,  F'^  jene  Abtheilung  IV,  zu  der  JT^  gehört,  und  die  andere. 

Im  zweiten  Falle  sind  die  durch  die  elliptischen  Complexe  F^  und 
F'^  gehenden  Systeme  8^,  ^^  elliptisch,  und  wir  sehen,  wie  sich  der 
Satz  von  Nr.  735,  dass  je  der  nämliche  Punkt  an  die  Complexe  ver- 
schiedenartige Kegel  sendet  oder  die  nämliche  Ebene  von  ihnen  ver- 
schiedenartige Curven  erhält,  bestätigt. 

j  Im  ersten  der  drei  Fälle,  wo  alle  Fundamental-Gewinde  reell  sind, 

sind  die  6  Congruen$en  Q^  von  der  Gattung  St,  also  aUe  16  Punkte  D 
und  16  Ebenen  S  reell  imd  infolge  dessen  audi  die  Fläche  ®.  Wir 
schliessen  wiederum  leicht,  dasa  aUe  8  Abtheüungen  der  Reihe  consin- 
gulärer Complexe  aus  elUptisch-hyperbolischen  Cott^lexen  und  swar  aiis 
Complexen  V  bestehen,  weil  bei  ihnen  unter  den  elliptisch-hyperboliaehen 
allein  6  reelle  Fundamental-Gewinde  möglich  sind;  wir  nennen  diese 
Complexe,  welche  ähnlich  loie  die  lila  reelle  und  imaginäre  Strahlen- 
büsdiel,  reelle  und  reell-imaginäre  Kegel  und  Kegelschnitte  haben,  Va. 

Eine  Ebene  schneidet  entweder  alle  Complexe  reeU,  oder  die  der  emen 
abwechselnden  Äbtheilungen  reell,  die  der  cmdem  imaginär. 

Im  zweiten  Falle  sind  2  von  den  Congruenzen  von  der  Gattmig  ©, 
die  4  ührigen  sind  5;  die  Fläche  0  ist  reell.  Alle  16  Pmikte  D  und 
Ebenen  d  sind  imaginär,  und  so  ergeben  sich  3  abwechselnde  von  den 
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6  Abtheilungen  als  aus  eUipttsch-liypeiholischen  CompUxen  bestellend  und 
swat  sdUJyn,  du.  ahnhch  tmi.  dte  IJlh  nw  reeUe  Siraklenbüsckel,  Com- 
plexlegel  und  tomples,cmien  besitzen  und  mit  Vi  bezeichnet  werden  mögeti. 

Die  Complexe  der  3  andern  Abtheiluagen  haben  nur  imaginäre 
Shahlenbihcliel  Jeder  Tangentenbu'^cbel  von  O  hat  auch  für  jeden 
von  dieseu  Coraplexen  einen  reellen  (gingulären)  Strahl,  also  können 
sie  nicht  reell  imagindi  sein,  es  kann  sieh  demnach  nur  um  die  ellip- 
tischen Complexo  VI  und  VII  handeln. 

Eine  Ebene  schneidet  von  den  6  Congruenzen  entweder  die  beiden 
S  reell  und  die  vier  ^  imaginär  oder  umgekehrt;  in  beiden  Fällen 
erhält  sie  von  den  3  Abtheilungen  der  Vb  reelle  Complexcurven ;  so 
sehen  wir,  dass  im  ersten  FaUe  eine  elliptische  Abtheihmg,  die  von 
den  Gewinden  Fi  emgeschloss&n  wird,  welche  die  ©  enthalten,  atidi  reelle 
Complexcurven  in  die  Ebene  liefert,  die  beiden  andern  reell-imaginäre; 
im  gweiten  Falle  vmgehehrt.  Damit  ist  die  eine  elliptische  Abtheilung 
vresentlich  von  den  beiden  andern  unterschieden.  Nehmen  wir  an,  dasa 
die  Complese  der  letzteren  Abtheilungen  VI  seien,  die  wir  jedoch, 
weil  wir  auch  noch  im  letzten  Falle  mit  VI  vm  thnn  haben,  Via  nen- 
nen wollen,  und  die  in  der  isolirten  Abtheilung  VII,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wir  die  S^,  die  durch  einen  der  Via  gehen,  durchlaul'en  und  je 
den  Complex  F'^  im  polaren  ©^^  betrachten: 

h  eh  h  eh  e  eJi 
Via  Vb  Via  Vb  VII  Vb; 
der  erste  dieser  VI  gehört  zur  selben  Abtheilung  wie  der,  von  wel- 
chem wir  ausgingen,  und  durch  das  unter  e  stehende  VII  wird  der 
Satz  von  Nr.  735  über  zwei  polare  elliptische  Systeme  S^,  ©4^,  welche 
elliptische  Complexe  enthalten,  bestätigt;  denn  in  S.^,  ©/  haben  wir 
verschiedenartige  elliptische  Complexe. 

Geht  man  dagegen  von  einem  Complexe  VII  aus,  so  erhält  man: 
h        eh        e         eh         e        eh 
VII       Vb       Via      Vb       Via      Vb; 
auch  hier  wird  durch  die  beiden  unter  c  stehenden  Via  der  genannte 
Satz  bestätigt. 

Andere  Annahmen  würden  diesem  Satze  widersprechen;  beständen 

7.,  B.   die  beiden  gleichartigen   elliptischen  Abtheilungen  aus  VII,  die 

einzelne  aus  Via,  so  hätte  man,  von  einem  Vll  ausgehend: 

h        eh        e        eh        e         eh 

VII      Vb      VII      Vb      Via      Vb; 

das  VII  unter  e  wäre   nicht   dem  Satze   entsprechend.     Oder   wollten 
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wir  aiinehmenj  dass  alle  drei  elliptischen  Abtheilungen  aus  Complesen 
Via  bestehen,  so  würden  wir,  von  einem  Complexe  einer  der  beiden 
sich  gleieli  verhaltenden  Vla-Abtbeilungen,  welcher  er  auch  sein 
mag,  ausgehend,  zu  einem  der  isolirten  Vla-Abtheilung  durch  ellip- 
tische S^^  und  @4^  gelangen,  aber  nuu  umgekehrt,  von  einem  Complexe 
dieser  Abtheilung  ausgehend,  nicht  zu  jedem  von  jenen;  ersteres  be- 
dingt aber  letzteres.  Und  wenn  alle  3  Abtheilungen  aus  YIl  bestän- 
den, so  würden  wir,  von  einem  Complexe  einer  der  beiden  gleichartigen 
Abtheilungen  auegehend,  dazu  gelangen,  dass  dieser  und  die  Complexe 
der  andern  ungleichartige  Kegel  aus  demselben  Punkte  erbalten. 

Somit  bestehen,  wenn  die  6  Congrumsen  2  von  der  Gattung  ©  und 
i  von  der  GaUtmg  %  sind,  3  abwechselnde  Äbtheiktngen  der  Beihe  der 
eonsingulären  Cowplexe  aas  eltipU$eh-hi/perbolischen  Complexen  Vb,  ztvei 
aus  elliptischen  Complexen  Via  und  die  letzte  aus  elliptischen  Com- 
plexen   VII. 

5  Die  6  Congruenzen  seien   endlich  3   von   der  Gattung  21   -und   die 

übrigen  sämmtUch  @}  oder  reell- imaginär.  Jede  Ebene  sehneidet  jene 
in  einem  reellen  Geradenpaare,  und  diese  in  einem  punktirten  (mit 
reellem  Schnittpunkte  der  beiden  imaginären  GeradeUj  dem  Nullpunkte 
in  Bezug  auf  ein  reelles  Gewinde).  Solehe  Geradenpaare  führen  allein 
von  reellen  zu  reell -imaginären  Complexcurven,  und  man  erkennt  leicht, 
dass  in  zwei  Paaren  benachbarter  Abtheilungen  die  Complexcurven 
reell  sind,  und  das  eine  Paar  vom  andern  durch  je  eine  Abtheilung 
reell-imaginärer  Curven  getrennt  wird;  und  da  dies  sich  nicht  ändert, 
weil  die  Fläche  $  nicht  reell  ist,  so  besteht  die  Reihe  der  eonsingu- 
lären Complexe  aus  zwei  Paaren  benachbarter  Abtheilungen  von  roellon 
Complexen,  welche  in  alle  Ebenen  reelle  Curven  senden,  aus  allen 
Punkten  reelle  Kegel  erhalten,  und  zwei  jene  Paare  trennende  einzelne 
Abtheilungen  von  reell -imaginären  Complesen,  also  Complexen  Vlil. 
Indem  0  nicht  reol!  ist,  sind  natürlich  auch  keine  reellen  Strah- 
lenbüschel in  irgend  einem  der  reellen  Complexe  vorhanden;  sie  sind 
alle  elliptisch.  Wäre  einer  von  den  Complexen  ein  VII,  so  würden 
wir  durch  die  yS/  und  polaren  ©^^  zu; 

li      eh        e        eh        e        eh 

VII         vm         VIU 

gelangen ;  denn  die  unter  e  stehenden  müssen  VIII  sein,  weil  sie  ja  in 
jede  Ebene  eine  andersartige  Curve  senden,  als  der  VI!,  also  eine  reell- 
imaginäre. Aber  die  beiden  VIII- Abtheilungen  würden  dann  nicht  auf 
jeder  Seite  zwei  Abtheilungen  zwischen  sich  haben. 
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Sind  aber  die  reellen  Complexe  VI  und  zwar  VIb  zur  Unter- 
scheidung von  denen  des  vorigen  Falls,  so  liaben  wir  folgende  wider- 
spruchslose Anordnung: 

1i         eh        h        eil         e         eh 
VIb     VIII     VIb     VIb     Vin      VIb. 

Wenn  aho  die  6  Cmgruemm  C?  aus  zweim  von  der  Gatkmg  % 
und  4  ieell-tmaginm-en  bestehen  und  infolge  dessen  die  Fläche  0  reell- 
imaginar  tst,  bo  hestekt  die  Bdhe  der  consingulären  Complexe  aus  stcei 
Paaren  henaiMarter  Ahtheüungen  mit  elUpUsckm  Complexen  VIb  und 
zwei  sie  trennenden  Ahtheilungen  mn  reell-imaginären  Complexen  YJII. 

Von  den  früher  erhaltenen  8  Gattungen  I,  . . .  VIII  haben  3  sieh 
in  zwei  Falle  zerlegt,  die  beiden  elliptisch- hyperholisc}ien  III  und  V 
uud  die  elliptische  VI. 

Wir  Jiohen  dotier  11  Gattungen  von  allgemeinen  Oomplexeii  3.  Grades. 

Die  Illa,  Va,  Via  haben  reelle  und  reell-imaginäre  Complexkegel 
und  Complexcurven,  die  Illb,  Vb,  VIb  nur  reelle;  die  Illa,  Va  haben 
reelle  und  imaginäre  Strahlenbüschel,  die  Illb,  Vb  nur  reelle. 

Die  Via  haben  eine  reelle,  die  VIb  eine  reell-imaginare  singulare 
Fläche. 

Reell-imaginär  ist  $  nur  bei  VIb  und  Vill;  und  nur  bei  I  unter 
den  andern  giebt  es  Ebenen,  welche  sie  nicht  reell  schneiden,  und 
Punkte  ohne  reelle  Berührungskegel. 

Stellen  wir  nun  die  verschiedenen  Arten  msammen,  wie  Ootivplexe 
2.  Grades  consinguVk-  sein  können: 

1)  alle  sind  I,     2)  alle  sind  11,     3)  alle  sind  Illa; 

4)  Illb,  IV,  Illb,  IV, 

5)  alle  sind  Va, 

6)  Vb,  Via,  Vb,  Via,  Vb,  VII, 

7)  VIb,  VIb,  VIII,  VIb,  VIb,  VIII. 

In  den  sieben  Fällen  ist  die  Fläche  O  nach  der  Bezeichnung  von 
Rohn*)  vom  Typus  IVa,  III,  IIa,  IIb,  la,  Ib,  Ic.  Es  giebt  nach 
ihm  noch  einen  achten  Typus  IV  b,  in  dem  die  Fläche  ebenfalls  reell- 
imaginär ist,  die  Congruenzen  C^  zu  je  zweien  conjugirt  und  deshalb 
4  Punkte  J)  und  4  Ebenen  d  reell  sind  (wie  im  Falle  1)).  Vermuth- 
lich  handelt  es  sich  da  um  consinguläre  Complexe,  welche  alle  ima- 
ginär und  zu  je  zweien  conjugirt  sind. 

*)  MatheiQ.  Annalen  Bd.  18  S.  9U,  —  Auch  auf  diescE  Abschnitt  evaireokt 
Biuli  der  Hinweis  auf  Reje's  Ö.  ü82   erwähnte  Abhandlung. 
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747  Zu  zwei  Flüchm  8.  Grades  giebt  es  zwei  harmonische  Compkxe:  der 

eine  ist  der  Ort  der  ßtrablefn,  welche  sie  harmonisch  schneiden,  der  andere 
der  Ort  der  Strahiert,  von  deinen  Iwrtiwnisclie  Tarne  von  Seriihmngsebenett 
cm  sie  hommen. 

Zu  zwei  Kegelschnitten  giebt  es  auch  stvei  verschiedene  harmonische 
(hrven,  ebenfalls  Kegelschnitte,  loelche  analog  deßnirt  werden. 

Wenn  in  einer  Involution  die  Elemente  eines  Paars  zu  lIphph 
eines  audern  liarmouiscli  sind,  so  sind  auch  diese  beiden  Paare  zu  den 
beiden   harmoniscli,    deren   Elemente   sich   vereinigt   haben;    und    um- 


Es  seien  Ä^B^^,  ^^Sg  jene  beiden  Paare,  C,  G"  die  Doppelelemente, 
so  sind  die  vierten  härm         hnElnit  4.        P  t   A  F 

A.^Bs,  CO',  C"G"  bezw    4     i?     6    (.        lim        1 

Wenden  wir  dies  afdiltn  d  <        d  Ih 

zwei  Kegelschnitte  /cj,  Ä    1     m         1       hn    d  t  dm  gan        B 

schel  geschnitten  wird         1  al        w 

Jeder  Strahl,  welch  d  blnPglhtt;  AI  m  1 
schneidet,  wird  von  zw  h.  llntt  h  B  hll  Itl 
zu  ihnen  harmonisch  s     j         1  umg  k  h  t    ) 

Bäher  ist  die  Curv    K   die  der   G    ai  gJ   üt        l        IJ 

fcjj  ftg  harmonis<^  schneidet       gled  die  Gt        Ter  gern  nsa  nei   T   j    tm 
von  swei  Curven  ihres  B     kJ        11  hne    Ja      n    h       d 

Wenn  zwei  versch    d  nd  '      P    J    *;       K     el    1  n  tt 

Büschel  vorliegen,  so      t   1      E  d  m    n  am       1-  ng    t  n 

entsprechender  Curven      n    (  b   h.1  d  n      n  St    hl 

büschel  entsteht  eine  (.  j      1        [4-4]  1  1     w      &t    1 1 

entsprechen,  welche  co       p     1       d     C  II 

Werden  die  Büschel  identisch,  so  zweigen  sich  von  dem  Erzeug- 
nisse die  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Curven  ab;  es  bleibt  eine 
Curve  4.  Klasse. 

Wird  aber  noch  weiter  die  Projectivität  eine  Involution,  so  geht 
diese  Curve  fiber  in  einen  doppelten  Kegelschnitt,  weil  jede  Tangente, 
welche  zwei  gepaarte  Curven  berührt,  auf  zwei  Weisen  gemeinsame 
Tangente  entsprechender  Curven  der  projectiven  Büschel  ist.     Also: 

Der  Ort  der  gemeinsamen  Tangenten  gepaarter  Curven  eines  in- 
volutorischen  Kegelschnitt-Büschels  ist  ein  Kegelschnitt. 

*)  Ft.  Hofmiiuc,  Ai-chiv  der  Mathem.  -i\.  Ptya.  3.  Reihe  Tli.  5  S.  3&5. 
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Oder  nach  dem  obigen  Satze: 

Die  hmmoti.c}fi  Curve  K  zweier  Kegelschnitte  Je,,  Jc^,  wie  wir  die 
Ourve  der  haruioniscl  schneidenden  Geraden,  mit  der  wir  uns  vorzugs- 
weise beschäftigen    1  uia  nennen  wollen,  ist  ein  Kegelschnitt. 

Die  leiden  Tm  enten  des  K  aus  einem  Punkte  von  k,  gehen  nach 
den  Sehn  ttei  mit  7^  der  Polare  desselben  nach  h^;  folglich  sind  die 
Schnitte  von  K  mit  l^  die  Punkte,  in  denen  Ic,  von  seiner  Polarcurve 
nach  ^  getroffen  w  id 

Die  hatmomsehe  Curve  berührt  die  8  Tangenten,  welche  k^  und  Jc^ 
in  ihren  ^  Seh  tti  nkten  'beriihren;  denn  ee  ist  unmittelbar  ersichtlich, 
dass  diese  die  beiden  Curven  harmonisch  schneiden. 

Also  ist  das  Diagonaldreieck  des  Vierseits  der  4  von  diesen  8 
Tangenten,  welche  zu  der  einen  Curve,  etwa  zu  \,  gehören,  Polar- 
dreieck von  K\  dieses  Diagonaldreieck  ist  aber,  nach  einem  bekannten 
Satae  aus  der  Kegels chnittlehre,  das  Diagonaldreieck  des  Vierecks  der 
Berührungspunkte  der  4  Tangenten  mit  \^  also  der  4  Punkte  W 
und  daher  das  gemeinsame  Polardreieck  von  \,  \. 

Das  gemeinsame  Polardreieck  v(m  k, ,  k^  ist  auch  Polardreieclc  für  K. 

Wemi  nun  die  harmonische  Cuvve  K  in  zwei  Punkte  zerfällt,  so  748 
müssen  diese  auf  einer  Seite  des  Polardreiecks  SISßS  liegen;  denn  eine 
Seite  eines  zu  einem  Punktepaare  gehörigen  Polardreiecks  fällt  immer 
in  dessen  Doppeltinie.  Nehmen  wir  an,  sie  falle  auf  SISS,  so  wird 
diese  Doppeilinie  gemeinsame  Tangente  der  beiden  Geradenpaare  (31), 
(93)  des  Büschels  Ä^Ä^  und  mithin  sind  diese  in  der  Involution,  von 
welcher  \,  k^  Doppelelemente  sind,  gepaart. 

Zerfällt  also  die  harmonische  Curve  zweier  Kegelschnitte  ^j,  k^ 
in  zwei  Punkte,  so  sind  diese  beiden  Kegelschnitte  zu  zwei  Geraden- 
paaren ihres  Büschels  harmonisch. 

Ist  (K)  das  dritte  Geradeiipaar  und  Jta:  ihm  in  der  Involution  ge- 
paart, so  sind  die  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  S  an  Jt®,  von 
denen  jede  zwei  unendlich  nahe  gemeinsame  Tangenten  von  (S)  und  k^ 
darstellt,  auch  ihre  Berührungspunkte  mit  K;  diese  Berührungspunkte 
liegen  auf  der  Polare  %^  von  ®  nach  feg  und  K  und  sind  daher  die 
Punkte  von  K.     Also: 

Wenn  gimi  Kegelschnitte  \,k.2  m,  ewei  Geradenpaarm  ihres  Büschels 
harmonisch  sind,  so  setfäUt  ihre  harmonische  Curve  in  stvei  Punkte. 
Diese  liegen  auf  der  VeriindungsUnie  der  Doppelpunkte  jener  Geraden- 
paare und  werden  in  sie  durch  denjenigen  Kegdschnitt  des  Büschels  ein- 
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gesrhiiUen,  dm  äe^n  äittten  Geradenpaare  in  der  Involution,  von  welcher 
\,  l^  dit  Doppelehmenfe  smd,  gepaart  ist.*) 

Sie  sind  &ho  hai  momsch  zu  jenen  Doppelpunkten. 

Man  kann  auch  \on  dei  Voraussetzung  ausgehen,  dass  eine  Seite 
(1  &  gemeinsinien  Polardreiecks  von  k^,  k^  diese  Curven  harmonisch 
schneidet,  also  Tangente  von  Ä  ist. 

Wenn  K  ein  Punktepaar  istj  so  gehen  von  den  8  Tangenten  der 
/cj,  /Cj  in  ihren  Schnittpunkten  4  durch  den  einen  Punkt  und  4  durch 
den  andern  Punkt,  je  zwei  von  jedem  der  beiden  Kegelschnitte. 

Dies  muss  also  eintreten,  wenn  3  von  ihnen  durch  einen  Punkt 
laufen,  dann  thut  es  noch  eiue  vierte,  die  zu  demselben  Kegelschnitte 
gehört,  zu  dem  von  den  drei  nur  eine  gehört,  und  die  4  übrigen  laufen 
auch  in  einen  Punkt  zusammen. '■^'*) 

Man  kann  K  und  einen  der  beiden  Grand- Kegel  schnitte,  etwa  Äj, 
geben;  die  Schnittpunkte  von  5  Tangenten  von  K  mit  j^  müssen  in 
Bezug  auf  Jc^  conjugict  sein;  dadurch  ist  hokanntlich  h^  eindeutig  be- 
stimmt. 

749  Wir  erwähnen  noch  einige  besondere  Fälle: 

Einer  von  dtn  beiden  Kegelschnitten  l^,  k_  sei  ein  Geradenpaar, 
etwa  Äj.  Dit  Tdugenten  an  ihn  m  den  gemeinsamen  Punkten  sind 
seine  Geraden  und  müssen  K  berubien,  wenn  daher  K  em  Puuktepaar 
ist,  so  gehen  diese  Geraden  durch  dessen  Punkte  und  ugend  ein  Strahl 
durch  einen  von  ihnen  belehit,  dass  ei  in  Bezug  auf  A^  die  andere 
Gerade  zur  Polare  hat.     Also: 

Wenn  für  einen  Kegelschnitt  \  und  ein  Geradenpaar  Jt^  die  har- 
monische Curve  K  zerfällt,  so  sind  die  Geraden  von  /Cg  in  Bezug  auf 
\  conjugirt  und  die  Punkte  von  K  die  Pole  dieser  Geraden. 

Dieses  Geradenpaar  h^  ist  sich   selbst  in   der  Involution  gepaart. 

Liegt  abei  dei  Doppelpunkt  T)  d(  Paais  1  auf  /j,  so  /ei lallt 
stets   die   haiinonische  (  uve,   dei    eine  Punl  t  i\t  D,   dci    indeie   dei 


^)  Der  letzte  llieil  des  bakes  veisigl:  wenn  ]^  und  l  m.\M.  berühren  uod 
infolge  dessen  das  dntte  Geradenpaii  mit  einem  der  beiden  andern  ansammentiiUt 
Die  Punkte  des  PnnktepaarB  eigeben  ''ich  dann  ah  Schnitte  dei  gemeinsamen 
Tangentö  mit  den  Tangeatpu  an  die  Kegelschnitte  in  den  beiden  andern  gemein 
samen  Punkten  von  denen  m  dei  That  dip  an  Ipn  einen  Kegelschnitt  die  ge 
memaame  Tdngeiite  in  denselben  PnoktLH  tiefEen  wie  die  an  den  andern  Also 
wenn  ywei  EegelsLhnitte  sich  berühien  und  zu  den  beiden  Geiadoni  aaien  ihres 
Buachela  harmoniei,k  Bind  bu  ist  die  harmonische  f  ucve  pi  i  Pui  kt«]  ar  las  auf 
der  gemeineamen  Tangente  hegt 

**)  Sfcemei  &  Systematische  Entwickelung  Anhang  Ni    j2 


y  Google 


Der  harmonische  oder  Battaglini'sohe  Complex  uud  das  Tetraedroid.      331 

Schnittpunkt  E  der  Taugeuten  an  \  in  den  zweiten  Schnitten  der 
Geraden  von  /^  mit  ftj. 

DE  ist  harmonisch  zur  Tangente  in  D  an  /■[  in  Bezug  auf  die 
beiden  Geraden  von  Tc^. 

Wenn  zwei  Kegelschnitte  \,  \  sich  doppelt  berühren,  so  haben 
zwei  zu  ihnen  harmonische  Kegelschnitte  ihres  Büschels  im  allgemeinen 
nur  die  beiden  Doppelberührungs- Tangenten  gemeinsam,  und  zur  Curve 
der  gemeinsamen  Tangenten  gelangt  man  allein  durch  das  Paar  von 
Kegelschnitten,  zu  dem  die  BerlShrungs sehne,  doppelt  gerechnet,  gehört 
und  bei  dem  es,  weil  jede  Gerade  der  Ebene  diese  Doppelgerade  „be- 
rührt"  unendlich  viele  gemeinsame  Tangenten  gieht     Also: 

Für  zwei  sich  doppelt  berührende  Kegelschnitte  ist  harmonische 
Curye  derjenige  Kegelschnitt  ihres  Büschels,  der,  in  Bezug  auf  sie, 
harmonisch  ist  zur  Doppeigeraden  des  Büschels. 

Die  harmonische  Curve  wird  zum  Doppelbüschel  um  den  Berüh- 
rungspol, wenn  jener  Kegelschnitt  das  Paar  der  gemeinsamen  Tan- 
genten ist  Es  ist  bekannt,  dass  dann  alle  Strahlen  durch  den  ge- 
nannten Pol  die  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  harmonisch  schneiden. 

Wenden  wn   uns  mm  zum  t  lumhchen  Probleme.  7.50 

Die  Strahlen,  welcJic  zwei  gegebene  Elaclien  2.  Grades  f\,  f.^  harmo- 
nisch schnmden,  fizetigen  einen  Complex  2    Grades  H^. 

Die  Complexcuive  emei  Ebene  ist  die  harmonische  Curve  der 
beiden  aus  f^,  f^  geschnittenen  Kegelschnitte. 

Zum  Complexe  gehören  alle  Tangenten  von  f^  oder  f^  m  den  Pmüden 
der  Schnittmrve  i  ^f^f^,  dte  einen  ime  die  andein  hilden  eine  Congnims 
(4,4);  denn  die  m  einer  Ebene  liegenden  oder  durch  einen  Punkt 
gehenden  Tangenten  von  /,,  welche  auf  >  berühren,  thun  dies  in  den 
Schnitten  der  r  mit  der  Ebene,  bezw.  der  Polarebene  des  Punktes 
nach  /j. 

Diese  Congruenz  bildet  den  vollen  Schnitt  von  H^  mit  dem  Tau- 
gen tencompl  exe  von  /■,  oder  f,^. 

In  ihr  befinden  sich  die  Regeischaaren  von  f\,  bezw.  /g. 

Jeder  Piit^t  von  r  ist  em  singulärer  PwiJU  von  H^,  der  Kegel  zer- 
fibllt  in  die  beiden  Berührungsebenen  von  /j,  f^  uud  singulärer  Strahl 
ist  die  Tangente  von  r.  Weiterer  Schnitt  der  singulären  Fläche  O  mit 
/j  ist  die  Schnittcurve  fifi^,  wo  ^i^  die  Polarfläehe  von  fi  in  Bezug 
auf  f^  ist. 

Die  gemeinsamen  Tangenten  zweier  g^aarter  Flächen  des  involuto- 
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rischm  Flächmbüschels  /i/j,  in  welchem  f^,  f^  die  Doppelelemente  sind, 
erseugen  imsern  Gomplex  H^.*) 

Dies  ergiebt  sich  aus  jedem  ebenen  Schnitte. 

Wenn  eine  Ebene  zwei  gepaarte  Piachen  der  Involution  in  GJe- 
radenpaaren  schneidet,  also  beiuhit,  so  zerfällt  die  Coiuplexcurve  in 
zwei  Punkte,  welche  auf  der  VeibiiidungBlinie  der  Doppelpunkte  der 
Geradenpaare  oder  der  Berflhi  ungspunkte  liegen. 

Die  singtüären  Ebenen  des  Complexes  H^  sind  die  gemeinsamen  Tan- 
gentialebenen zweier  in  der  Involution  gepamter  Flächen**)  imd  der  m- 
gäwrige  singulare  Strahl  veriiiidet  ä)e  BerühnmgspunUe.  Die  PunMe 
des  Funlitepaars  tverden  in  thn  durch  die  Flache  des  Büschels  einge- 
schnitten, welcfie  in  der  Involution  der  dritten  von  der  Ehene  berührten 
Fläche  gepaart  ist. 

Ein  Ebenenbüschel  veranlasst  m  dem  Flächenbüsebel  f^f^  eine 
involutorische  Correspondenz  [4|,  m  dei  sich  zwei  Flächen  entsprechen, 
welche  dieselbe  Ebene  des  ersteren  BuseheK  berühren;  denn  jede  Fläche 
von  fif^  beröhrt  2  Ebenen  dieses  Büschels,  von  denen  jede  noch  2 
audere  Flächen  tangirt. 

Diese  Correspondenz  hat  mit  unserer  Involution  in  f^f^  (einer  in- 
volutorischen  Correspondenz  [1])  1.4  Paare  entsprechender  Ebenen 
gemein;  d.  h.  zum  Ebenenbüschel  gehören  4  singulare  Ebenen  von  H*. 

Mit  /i  (oder  f^)  hat  die  singulare  Fläche  0  einen  Torsus  8.  Klasse 
gemeinsam;  derselbe  zerfällt  in  den  Torsus  4.  Klasse. der  Berührungs- 
ebenen von  /j  in  den  Punkten  von  r  und  einen  zweiten  von  der  näm- 
lichen Klasse,  den  Ort  der  Tangentialebenen  von  /",,  welche  diese  Fläche 
in  zwei  Geraden  schneiden,  die  in  Bezug  auf  den  Schnitt  mit  f^  con- 
jugirt  sind  (N]-.  749). 

Jede  Ebene,  welche  eine  Gerade  von  /i  mit  einem  der  beiden 
Punkte  verbindet,  in  denen  ihre  Polare  nach  ^^  "^ie  /i  schneidet,  ist  eine 
solcbe  Tangentialebene. 

In  einer  Ebene  t^  des  ersten  Torsus  ist  der  Scheitel  des  zweiten 
Complex '  Strahlenbüschels  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  der  Curve 
r,/g  in  ihren  zweiten  Schnitten  mit  den  Geraden  von  tjf,. 

1  Ein  beliebiger  Strahl  von  H^  berührt  zwei   gepaarte  Flächen  un- 

seres invoiutorischeii  Fläehenbüscbels;  sind  die  zugehörigen  Beiührimgs- 
ebenen  identisch,  so  ist  er  ein  singulärer  Strahl, 

Wenn  p  ein  Strahl  ist,  dessen  Polaren  pj,  p^  i"  Bezug  auf  Z^,  f^ 

*)  Segre  vind  Loria,  Math.  Annalen  Bd.  33  S.  234, 
**)  Ebenda. 
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sich  schneiden,  so  ist  in  der  Ebene,  welche  p  mit  dem  Punkt  pj^p^ 
Terbindet,  p  Seite  und  pj^p^  Gegeneebe  des  gemeinsamen  Polardreiecks 
der  aus  f[,  f^  geschnittenen  Curven.  Gehört  daher  p  überdies  zu  H^, 
so  zerfällt  die  Complescurve  in  der  genannten  Ebene  und  p  ist  dio 
Doppellinie,  also  singulärcr  Strahl, 

p  ist  Verbindungslinie  der  beiden  Pole  der  Ebene  p^p2  und  Schnitt- 
linie der  beiden  Polarebenen  des  Punktes  p^p^t  ^^^  umgekehrt.  Also 
ist  der  Ort  der  Geraden  p,  deren  beide  Polaren  sich  schneiden,  ein 
tetraedraler  Complex,  dessen  Grundtetraeder  das  gemeinsame  Polar- 
tetraeder von  /i,  /ä  ist  (I,  Nr.  260). 

Die  Congraenz  (4,  4)  der  sinqulärm  Siralilen  von  H'  ist  daher  der 
Schnitt  dieses  CompUxes  mit  dem  tetraedralen  Complexe  derjenigen  Ge- 
raden, deren  Polaren  in  Bezug  auf  f^,  f^  sich  schneiden*) 

Daraus  folgt  sofort 

JMe  Tangenten  der  CampUvcuive  von  H*  in  einer  der  Ehenen  des 
gemeinsamen  Tola/rtetraeders  von  fj,  f^,  alle  Kanten  des  Complexkegels 
aus  einer  von  seinett  Mcken  sind  str^lär. 

Der  Schnitt  der  singulär&i  Flädte  mit  einer  Ebene  des  Tetraeders 
iesteht  daher  aus  de)-  Complexmrve  vmä  einem  zweiten  Kegelschnitte,  wel- 
cher dtirch  die  Ftmhte  der  Complex- Punktepaare  auf  ihren  Tangenten  ge- 
hildet  wird. 

Dies  gemeinsame  Polartetraeder  des  Büschels  fif^  sei  ABCD 
^aßyä.  Die  Complexcurve  in  der  Ebene  a  heseichnen  wir  mit  (w); 
alle  ihre  Tangenten  sind,  wie  eben  gesagt,  singulare  Strahlen;  zuge- 
höriger singulärer  Punkt  ist  je  der  Berührungspunkt,  da  die  Tangente 
in  ihm  auch  die  singulare  Fläche  berührt;  die  singulare  Ebene  geht 
nach  der  Gegenecke  A,  weil  in  diesem  Punkte  sieh  die  beiden  Polaren 
schneiden,  und  berührt  den  Kegel  r^,  welcher  (a)  aus  A  projieirt 

Es  sei  weiter  kA  der  Kegel  aus  dem  Büschel  f^f^,  der  seine  Spitze 
in  A  hat.  Von  den  3  Geradenpaaren  des  Büschels,  in  dem  f^f^  von 
einer  Berührungsebene  des  Kegels  a^  geschnitten  wird,  haben  zwei 
ihren  Doppelpunkt  auf  dem  singulären  Strahle  in  a,  das  dritte  wird 
aus  Ua  ausgeschnitten;  ist  daher  f^  die  Fläche  des  Büschels,  welche  in 
der  Involution  dem'^A  gepaart  ist,  so  ändert  dieselbe  sieh  nicht,  wenn 
jene  Ebene  um  a,^  sieh  bewegt.  Ihre  Schnitte  mit  jeder  Tangente  von 
(a)  sind  die  Punkte  des  Pnnktepaars  auf  derselben  und  der  Xegelscimitt 
A^,  in  dem  a  von  fA  geschnitten  wird,  ist  der  Ort  dieser  Puafetepaare, 
also  der  oben  erwähnte  ziveite  Schnitt  von  a  mit  der  singulären  Fläche, 
ausser  der  Complexcurve  («). 

•)  A.  a.  0.  S.  218. 


y  Google 


334      Dei*  harmonische  oder  Battiiglini'soho  Complex  mid  das  Tctraedcoid. 

Ebenso  sei  der  Complexkegel  aus  A  mit  (A)  bes;eiehiiet;  auch 
seine  Kanten  sind  sämmtlich  singulär.  Sie  berühren  daher  die  singu- 
lare Flache  je  im  zugehörigen  singuläreu  Punkte,  Der  Kegel  ist  der- 
selben umgeschrieben,  und  seine  Berührungs ebenen  sind  auch  die  Tan- 
gentialebenen von  0,  also  gehört  jeder  Kaute  von  (Ä)  als  singulärem 
Strahle  ihre  Beruh  rang  s  ebene  als  singulare  Ebene  zu. 

Der  Berührungskegel  aus  ^  an  ^  besteht  aus  dem  Complexkegel 
{^Ä)  und  dem  obigen  Kegel  k^;  die  beiden  Ebenen,  die  aus  einer  Kante 
von  (j1)  tangential  an  «^  gehen,  bilden  das  Complex- Ebenenpaar, 
dessen  Doppellinie  die  Kante  ist. 

Wir  fanden  schon,  dass  für  eine  Tangente  t  der  Schnittcurse 
r^f^f^  der  Berührungspunkt  T  der  zugehörige  singulare  Punkt  ist; 
die  singulare  Ebene  ergiebt  sich  folgendermassen:  wenn  /"  die  Flache 
des  Büschels  ist,  welche  die  (  enthält,  und  f"  die  ihr  in  der  Invo- 
lution  gepaarte,    so  ist  die  Berührungsehene  dieser  letzteren  in   T  die 


Aus  A  kommen  4  Tangenten  an  r;  sie  sind  die  gemeinsamen 
Kanten  von  (A)  und  h^. 

Wichtiger  aber  sind  die  gemeinsamen  Berührungsebenen  dieser 
Kegel,  Jede  von  ihnen ,  ist  als  Tangentialebene  ?on  (_A)  singulare 
Ebene,  als  Tangentialebene  von  Äj  aher  berührt  sie  r  doppelt;  also 
berühren  sich  auch  die  aus  /i,  f^  ausgeschnittenen  Curven  doppelt. 
Die  harmonische  Ourve  in  ihr  gehört  in  diesem  Falle  zum  Büschel  und 
ist  diejenige  Curve  desselben,  welche,  in  Bezug  auf  jene  Curven,  der 
Doppelgeraden  des  Büschels  harmonisch  zugeordnet  ist;  da  sie  aber 
ein  Punktepaar  ist,  so  kann  sie  nur  das  zum  Büschel  gehörige  Punkte- 
paar sein,  dessen  beide  Punkte  sich  im  Berührungspole  vereinigt  haben. 

Da  nun  jeder  von  den  Strahlen  durch  den  Berührungspol  auch 
Seite  eines  der  oo^  gemeinsamen  Polardreiecke  ist,  so  zeigt  er  sich 
aJs  singulärer  Strahl;  und  tvir  hohen  so  4  Doppel- Berülinmgsdienen  der 
singulären  FlÖdie  gefimden,  welche  einen  ganzen  Strahlenbüsehol  sin- 
gulärer Strahlen  enthalten. 

Der  Berührungspol,  als  Schnittpunkt  der  beiden  Tangenten  von  r 
in  den  Punkten,  wo  sie  von  der  Berührungskaute  der  Ebene  mit  liA 
getroffen  wird,  liegt  bekanntlich  ui  a. 

Jede  dieser  Ebenen  muss  als  singulare  Ebene,  weil  sie  Ica  tau- 
girt,  auch  die  gepaarte  Fläche  f^  berühren,  und  ebenso  muss  es  jeder 
der  singulären  Strahlen  thnn,  so  dass  der  eben  genannte  Punkt,  als 
Concurrenzpunkt  dieser  singulären  Strahlen,  der  Berührungspunkt  der 
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Ebene  mit  /"^  ist;  es  ergiebt  sich  so  eine  iiocli  eiafachore  Enstehirags- 

Die  i  Berühnmgsebenen  «,,  a^,  a^,  a„  welche  der  Kegel  Tha  mit  der 
gepaarten  Fläche  (a  gemeinsam  hat,  sind  Doppel- Berühntngsebenen  d^r 
singulären  Fläche  0.  Im  BerükntngsptmJäe  einer  aolchen  Ebene  mit  f^, 
der  in  a  liegt,  sind  die  Ftinkte  des  Complex- Punktepaars  zusammenge- 
fallen; alle  Tangenten  der  f^  in  diesem  Punkte  berühren  beide  Fiä- 
ehen  und  zwar  durchgängig  mit  derselben  Berühruiigs ebene  an  beiden 
BeiTihrungss teilen,  nämlich  unserer  Ebene,  und  sind  singulare  Strahlen. 

Die  3  andern  Punkte  B,  C,  B  geben  die  12  übrigen  derartigen 
Ebenen,  und  wir  sehen,  dass  diese  16  Ebenen  —  die  stationären  Ebenen 
des  Complexes  —  hier  die  besondere  Lage  hdten,  dass  sie  vi&-mal  zu  je 
vieren  durch  die  Ecken  unseres  Tetraeders  gehen;  die  4  zugehörigen 
Punkte  E  liegen  dann  je  in  der  Gegenebene  desselben  und  sind  die 
Berührungspunkte  mit  A^,  B^,  .... 

Weil  in  jeder  der  4  stationären  Ebenen  a^,  a^,  «j,  a^,  die  durch 
A  gehen,  der  Scheitel  des  Büschels  singulare!-  Strahlen  in  a  liegt,  also 
einer  von  diesen  Strahlen  in  cc  fällt  und  deshalb  (a)  berührt,  so  sind 
diese  4  Ebenen  auch  Tangentialebenen  des  Kegels  a^  ^  A{a),  welcher 
Ton  den  singulären  Ebenen  eingehüllt  wird,  die  zu  den  Tangenten  von 
(ffi)  gehören. 

Folglich  befinden  sich  die  drei  Kegel  ft^,  (ji)  und  «^  in  der  näm- 
lichen Schaar. 

Ferner,  die  Taugenten  von  (a)  sehneiden  den  Kegelschnitt  A^  T~:  ccfA 
je  in  den  beiden  Punkten  ihres  Punktepaara,  diejenigen  also,  die  in 
den  Ki  liegen,  berühren  in  dem  entsprechenden  Scheitel,  in  den  diese 
Punkte  zusammengerückt  sind. 

Die  4  Ebenen  «i  sind  gemeinsame  Berührungsebenen  des  Kegels 
Isa  und  des  Tangentialkegels  aus  A  an  f^  (oder  des  Kegels,  welcher 
A^  ans  A  projicirt);  also  ist  das  gemeinsame  Polardreiflach  ßyd  dieser 
Kegel  das  Diagonaldreiflach  des  Vierflachs  dieser  4  Ebenen;  es  ist 
auch  Polardreiflach  für  a^;  und  SCD  ist  Polardreieck  für  die  beiden 
Kegelschnitte  («)  und  A^. 

Wir  haben  gefunden,  dass  das  Punktepaar  einer  Tangentialebene  752 
von  «^  aus  den  Schnittpunkten  derselben  (oder  ihrer  Spur  in  a)  mit 
A^  besteht;  ferner  die  beiden  Berührungs ebenen  aus  einer  Kante  von 
{A)  an  a^  bilden  das  Ebenenpaar  des  Complexes,  von  dem  die  Kante 
die  Doppellinie  ist;  oder  die  beiden  Kanten,  in  denen  eine  Tangential- 
ebene von  «^  den  {Ä)  schneidet,  sind  die  Doppellinien  der  beiden 
Ebenenpaare,    zu    denen    sie   gehört;    folglich    gehen    sie   durch    das 
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Ooinplex-Punktepaar,  von  welchem  sie  <3ie  Trägerebene  iat.  Das  be- 
deutet aber,  dass  der  Kegel  (Ä)  durch  die  Curyo  A^  geht  und  der 
Tangen tialkegel  aus  A  an  f^i  ist. 

Sodann  hat  sieh  gezeigt,  dass  der  Punkt  auf  einer  Kante  von  (A'), 
zu  dem  das  Ebenenpaar  gehört,  dessen  Doppellinie  in  die  Kante  fällt, 
der  Stützpunkt  auf  A^  ist,  weil  er  ja  der  eine  Punkt  des  Punktepaars 
in  jeder  der  beiden  Ebenen  iat.  Als  der  der  Kante  zugehörige  sin- 
gulare Punkt  iat  er  ihr  Berührungapunkt  mit  0. 

Der  Kegel  (A)  iat  der  singulären  Fläche  S   längs   der  Curve  Ä^ 


Für  jede  der  Tangenten  von  (a)  ist  zugehöriger  singulärer  Punkt 
ihr  Berührungspunkt,  und  die  zugehörige  singulare  Ebene,  die  Tan- 
gentialebene von  ß^,  welche  durch  sie  geht,  berührt  in  ihm  die 
Fläche  0. 

Daher  ist  auch  der  Kegel  a^-  der  Fläche  (&  längs  der  Curve  (a) 
umgeschrieben. 

Stellen  wir  die  Eigenschaften  dieser  Kegel  und  Kegelschnitte  zu- 


Die  Ehme  a  des  gemeinsamen  Polartekaedm's  vat  /J,  f^  siJmeidet 
die  singulare  Fläche  <&  des  harmonischen  Complexes  dieser  Flächen  in 
zwei  Kegelschnitten  («)  und  Ä^,  von  amen  der  erstere  die  Com^lexcarve 
ist.  Aus  der  Gegenecke  A  kommen  an  0  swei  TangenUdlkegel  a^  und 
(A),  von  denen  der  letztere  der  Comphxkegd  ist;  «*  'berührt  0  längs  (a), 
(Ä)  längs  A^. 

Jede  Tangente  von  («)  ist  ein  si^ulärer  Strahl;  sein  singulärer 
Funkt  ist  der  Beriihnmgspunkt,  seine  singulare  Ebene  die  durchgehende 
Tamgetitialebene  von  a^;  das  Complex- Fmtktqiaar  in  dieser  iestekt  aus 
den  Schnittpunkten  der  Tangente  mit  der  Owrve  J?. 

Jeds  Kante  von  {A)  ist  ein  singulärer  StrcM;  seine  singulare  Ebene 
ist  die  Serührungsebene  und  sein  singulärer  Pimkt  der  SchrdtlpunM  mit 
A?.  Das  Complex- Ebenenpaar  desselben  besteht  aus  den  beiden  Tangen- 
tialebenen von  der  Kante  an  a^. 

Die  Curven  (ei)  und  A^  haben  BCD  surn  gemeinsamen  Polardrei- 
eche,  die  Kegel  «^  vmd  (A)  ßyS  zum  gemeinsamen  Tolardreiftaeh, 

Die  4  Tangentialehenen  von  0  aus  einer  Kante  des  Tetraeders,  z.  B, 
aus  AB,  sind  die  BeiTihrungsebenen  an  a*  und  (A)  oder  an  (A)  und  (B). 
Denn  die  an  k^  gehen  durch  die  Tangenten  aus  B  an  (a),  den  Schnitt 
von  «^  mit  a;  das  sind  die  Kanten  von  {B)  in  a,  also  die  Beriihruno's- 
kanten  der  Tangentialebenen  von  AB  an  {B).  Diese  Kegel  {Ä}  und 
(B)  sind  aber  die  Tangen  tialkegel  aus  A  an  fA,  aus  B  an  fs. 

Die  Berührungsebenen  aus  AB  an   *  sind  die  Tangentialebenen 
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aus  dieser  Kante  an  die  beiden  Flächen  des  Büschels  f^f^,  welche,  in 
Bezug  auf  /J,  f^,  den  Kegeln  Tca,  Ttg  harmonisch  zugeordnet  sind. 

Wie  die  gemeinsamen  Berührungs ebenen  von  (^ä)  und  «^  sich  als  753 
Doppel  -  BerOhrungsebenen    von   *   herausgestellt   haben,    so   sind   die 
SckniUpunhte  A^,  A^,  A^,  A^  von  (k)  mid  A^  Doppelpunkte. 

Die  Ebenen  des  Ebenenpaars  aus  einem  dieser  Punkte  fallen  au- 
sammen  in  die  längs  AAi  den  «^  berührende  Ebeae. 

Die  in  den  Doppel -BerOhrungsebenen  ai  befindlichen  singulare« 
Strahlen  berühren  alle  dieselben  zwei  gepaarten  Flächen  ft^,  (a  und 
zwar  mit  einer  festen  Berührungsebene  an  beide  und  einem  festen 
Berührungspunkte  mit  f^,  während  der  mit  Ua  eine  Kante  durchläuft.; 
hier  dagegen  bei  den  Doppelpunkten  ändert  sich  von  einem  Strahl 
dieses  Büschels  singulärer  Strahlen  zum  andern  das  Paar  berührter 
Flächen,  die  Berührungspunkte  und  Berührungsebenen. 

Von  deit  16  Dc^elpunlcten  der  Fläche  ®  oder  stationären  FunMen 
des  Complexes  liegen  je  4  in  den  Ehenen  des  nämlichen  Tetraeders,  durch 
dessen  Ecken  je  4  von  den  Doppel- Beriihrungsd>e)ien  oder  stationären 
Ebenen  geJim. 

Für  das  Viereck  der  A^,  A^,  A^,  A^  ist  BOD  Diagonaldreieck. 

Betrachten  wir  den  Berührungs-Kegelschiiitt  [kj],  mit  O,  in  der 
Ebene  a^,  der,  wie  wir  wissen,  durch  die  singulären  Punkte  gebildet 
wird,  die  den  Tersehiedenen  singulären  Strahlen  des  Büschels  in  ßj 
zugehören;  er  ist  der  volle  Schnitt  von  Wj  und  wird  von  den  Curven 
{ß),  B^  in  ß  je  zweimal  getroffen.  Durch  einen  der  Schnitte  B'  von  [a^] 
mit  {ß)  gehen  zwei  singulare  Strahlen,  denen  er  zugehört,  der  Strahl 
des  Büschels  in  a^  und  die  Tangente  von  (ß);  sein  Oomplex-Ebenen- 
paar  hat  daher  Kwei  Doppellinien,  und  seine  Ebenen  fallen  zusammen. 
Der  Punkt  ist  einer  der  Punkte  B^,  .  . .  B^  in  j3;  da  a^  durch  A  geht 
und  ACD  Diagonaldreieck  dieser  4  Punkte  ist,  so  enthält  «,  noch 
einen  zweiten  der  Punkte  Bi.  Durch  jede  der  beiden  Verbindungs- 
linien der  Bi,  die  sicli  in  A  schneiden,  gehen  daher  zwei  von  den 
4  Ebenen  k,-.     Und  so  ergiebt  sich: 

In  jeder  der  16  Doppel-Berührungsebenen  «,-,  ßi,  y-,,  (i,  liegen 
G  Doppelpunkte;  z,  B,  in  einer  a,  liegen  je  zwei  Punkte  Bi,  Q,  Di. 

Und  durch  jeden  der  16  Doppelpunkte  gehen  6  Doppel- BerOhrungs- 
ebenen, durch  jeden  A{  je  zwei  ßi,  y-,,  Si. 

Das  ist  das  bekannte  Arrangement  der  32  Doppelelemente  der 
singulären  Fläche. 

Im  allgemeinen  schneiden  die  16  Doppel- Berührungsebenen  in 
eine  beliebige  Ebene  16  Doppeltangenten   des  Schnitts   derselben   mit 
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0  ein;  in  einer  der  Tetraeder  ebenen  aber  gestaltet  es  sich,  so:  Ist 
diese  etwa  a,  so  gehen  die  4  Doppel -Berührungsebenen  a^,  welche 
von  A  herkommen,  durch  die  4  gemeinsamen  Tangenten  von  Ä^,  (k), 
die  vier  ßi  zu  je  zweien  durch  die  beiden  gemeinsamen  Secanten  dieser 
Kegelschnitte,  welche  sich  in  B  schneiden,  und  ähnliches  gilt  für 
die  Yi,  di. 

754  Von  den  6  Doppelpunltten,   welche  in  einer  Ebene  «;  liegen,  be- 

finden je  2  sich  in  ß,  y,  ä;  daher  laufen  ihre  Verbindungslinien  in 
den  Punkt  Ä  zusammen.  Folglich  bilden  diese  6  Doppelpunkte  auf 
dem  Kegelschnitte  [«,]  eine  Involution. 

In  jeder  der  16  Doppeleienen  der  singuläreti  Fläche  eines  harmoni- 
schen Complexes  sind  die  6  DoppelpunUe  in  Involution. 

Daher  sind  auch  die  6  Do0)eUan(ienten  in  jedem  Tamgenienhüschel 
einer  solclien  Kummer'schm  Fläche  und  die  ihr  zugehörigen  Fundamen- 
talrGewinde,  als  Mitglieder  der  Seihe  der  consingulären  Complexe,  in  In- 
volution. 

In  der  Projectivität  zwischen  der  Punktreihe  auf  [k,],  einem  Tan- 
gentenbnschel  und  der  genajinten  Comp  lex- Reihe  entspricht  dem  Punkte 
E  des  harmonischen  Complexes  in  der  stationären  Ebene  k;  der  sin- 
gulare Strahl,  der  dem  harmonischen  Complexe  zugehört,  der  Com- 
plex  selbst. 

Punkt  E  aber  ist  der  Berührungspunkt  der  Ebene  «,  mit  dem 
Kegelschnitte  A*.  Auf  den  3  Strahlen  «;  {ß,  y,  ö)  sind  die  Schnitte 
mit  [a,]  zugleich  die  mit  (ß),  (y),  (p),  die  vieiten  harmonischen  Punkte, 
die  in  Bezug  auf  sie  dem  Ä  zugeoidaet  &md,  hegen  auf  CD,  ÜB,  BC\ 
also  ist  a,ß  die  Polare  von  A  in  Bezug  auf  [«,]. 

Folglieh  sind  auch  in  Bezug  auf  jeden  der  16  Kegelschnitte  in 
den  Doppel-Beruhrungsebenen  dei  smgularen  Fläche  eines  harmoni- 
schen Complexes  die  Ecke  des  Tetiaedeis,  die  in  seine  Ebene  fallt, 
und  die  Spur  der  Gegenebene  polai 

Auf  K;«,  der  Axe  der  gefundenen  Involution,  deren  Oentrum  A 
ist,  liegt  E  und  ist  daher  ein  Doppelpunkt  der  Involution. 

Der  einer  stationären  Ebmte  eines  hannonisehen  Complexes  sugeh&rige 
Pujikt  E  ist  der  eine  Doppelpurikt  der  Involution  der  6  in  dieser  Ebene 
befindlichen  stationären  Funkte. 

Oder;  In  jedem  Tangentenbüsdiel  der  singulären  Fläclie  eines  har- 
monisdwn  Complexes  ist  der  ihm  zugehmige  singulare  Strahl  der  eine 
Doppelstrahl  der  Involution  der  6  Doppeltangenten. 

Oder:  In  der  Heike  der  einem  harmonischen  Complexe  consiTtgülären 
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Oomplexe  ist  er  selbst  das  eine  Doppelelement  der  Involution,  in  der  drei- 
mal zwei  der  Fundamentcä-Gewinäe  gepaart  sind. 

Dem  Complexe  sind  damit  zwei  Bedingungen  auferlegt,  damit  er 
harmonisch  sei:  wir  werden  auch  bald  erkennen,  dass  seine  Mannig- 
faltigkeit 19 — 2  ist;  der  singulären  Fläche  dagegen  wird  nur  eine  Be- 
dingung aufgelegt. 

Das  zweite  Doppelelement  der  Involution  weist  auf  'eijjew  sweiten 
m  der  nämlichen  singulären  Fläche  gehorigm.  harmonischen  Complex  hin, 
auf  den  wir  bald  zu  sprechen  kommen  werden.*) 

Wir  wissen  (Nr.  564),  dass,  wenn  bei  einem  quadratischen  Com-  T. 
plexe  eine  Gerade  h  einmal  von  den  Oomplexcurven  zweier  durch  sie 
gehenden  Ebenen  in  denselben  Punkten  getrofi'en  wird,  es  oo^  Paare 
von  Ebenen  durch  h  giebt,  welche  dieselbe  Eigenschaft  haben;  diese 
Ebenenpaare  durch  Ji  bilden  eine  Involution  und  ebenso  die  Schnitt- 
punkte-Paare auf  /(. 

Jeder  Strahl  durch  A  ist  eine  solche  Gerade  h.  In  der  That,  in 
den  beiden  Tangentialebenen,  welche  von  ihm  an  den  Kegel  (^1)  kom- 
men, sind  die  Complexcurven  Punktepaare  oder  als  Punktcurven  die 
doppelten  singulären  Strahlen:  die  Kegelkanten,  längs  deren  diese 
Ebenen  berühren.  Beide  Curven  treffen  daher  den  Strahl  in  zwei  in 
Ä  vereinigten  Punkten. 

Die  Complexsfcrahlen  in  einer  Berühcungsebene  von  Jca  müssen 
auch  die  gepaarte  Fläche  /'^  fcangiren  und  umhüllen  daher  die  Schnitt- 
eurve  jener  Ebene  mit  fj^]  folglich  trelfen  die  Complexcurven  in  den 
beiden  Tangentialebenen  von  unaerm  Strahle  an  !ca  denselben  in  den 
Punkten,  wo  er  f^  sehneidet.  Wir  haben  mithin  die  fragliche  Eigen- 
schaft sogar  für  zwei  Ebenenpaare  durch  den  Strahl  nachgewiesen  und 
damit  die  Ebeneninvolution  festgelegt.  Ein  drittes  ersichtliches  Paar 
bilden  die  Tangentialebenen  aus  dem  Strahle  an  den  Kegel  «^. 

Für  das  Folgende  empfiehlt  es  sich,  die  Äusgan gefläch en  f^,  /j 
mit  /j",  fg"  zu  bezeichnen,  infolge  dessen  auch  ihren  Schnitt  mit  »""  und 
ebenso  die  beiden  Flachen  Ä:^,  {a  mit  /c/,  /'j";  weil  die  Bezeichnungen 
fi!  /äj  ''"'  ^^>  f-A  dadurch  für  veränderliche  Gebilde  frei  werden. 

Es  sei  nun  fc^  ein  beliebiger  weiterer  Kegel  2.  Grades,  welcher 
die  4  Ebenen  «^,  «g,  «3,  a^  tangirt  und  deshalb  zur  Schaar  {(A),  a^,  kj*) 
gehört. 

Daher  bilden  die  beiden  Tangentialebenen,  die  von  unserm  Strahle 

.en   Bd.  a   R.  222;    Segre   vnd   Lovia,    ebenda 
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h  aus  A  an  ihn  kommen,  ein  Paar  in  der  oben  bestimmten  Involu- 
tion, und  die  Conipleseurven  in  ihnen  trefi'en  h  in  denselben  zwei 
Punkten;  die  Complexcurven  in  irgend  zwei  Tangentialebenen  von  k^ 
schneiden  sich  demnach  stets  zweimal. 

Die  Complexcurve  in  irgend  einer  Ebene  durch  A  berührt  die 
beiden  singulären  Strahlen,  welche  die  Ebene  ans  dem  Kegel  (A)  aus- 
schneidet, in  ihren  zugehörigen  singulären  Punkten,  also  auf  A^;  so 
daas  alle  diese  Complexcurven  den  A^  zweimal  treffen  und  in  den  Treff- 
punkten den  Kegel  {A)  ^^  AA^  tangiren.  Durch  diejenige  in  irgend 
einer  Berührongsebene  von  Jsa  legen  wir  die  Fläche  2.  Grades  [a, 
welche  dem  (A)  längs  A^  eingeschrieben  ist;  die  in  allen  übrigen 
Tangentialebenen  von  Jca  berühren  f^  auf  A^,  schneiden  jene  erste 
Complexcurve  zweimal  und  iiegeu  deshalb  auch  auf  f^. 

Somit  wird  jedem  Kegel  2.  Grades  7;^,  der  die  4  Ebenen  a^,  cc^, 
«3,  «4  berührt,  eine  dem  Kegel  (^A)  längs  A}  eingeschriebene  Fläche 
2.  Grades  (a  zugeordnet  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Curven  un- 
seres Complexes  in  den  Tangentialebenen  von  Ica  auf  fj  liegen. 

Unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass  ABCD  für  fc^  Polartetraeder  ist. 

In  Bezug  auf  fA  sind  A  und  k  Pol  und  Polarebene,  und  da  BCD 
Polardreieck  für  ^,  den  Schnitt  von  (a  mit  a,  ist,  so  ist  ABCD  auch 
Polartetraeder  für  (a- 

Jetzt  seien  f,  f"  zwei  Flächen  des  Büschels  liAfA,  welche  von 
irgend  einem  Complexstrahle  g  berührt  werden,  und  /i,  f^  die  Doppel- 
elemente der  Involution  {ff",  hAfA)\  dann  ist  der  zu  /j,  f^  gehörige 
harmonische  Complex  identisch  mit  dem  gegebenen  zu  /j",  f°  ge- 
hörigen. Denn  sie  haben  gemeinsam  die  Congruenz  (4,  4),  welche 
dem  H^  und  dem  Tangentencomplexe  von  ItA  gemeinsam  ist  und,  weil 
alle  ihre  Strahlen  auch  (a  berühren,  auch  zum  neuen  Complexe  gehört, 
da  TiA  und  f^  in  der  diesem  zu  Grunde  liegenden  Involution  gepaart 
sind,  und  ausserdem  noch  g. 

Jeder  Strahl  von  H^  berührt  ein  Paar  der  obigen  Involution,  und 
die  willkürliche  Wahl  von  g  ist  ohne  Einfiuss. 

So  erhalten  wir  oo^  Paare  von  Flächen  f^,  f^,  für  welche.  W  har- 
monischer Complex  ist. 

Kommt  Ica  nach  {A),  so  werden  die  Complexcurven  in  den  Be- 
rührungsebenen sämmtlich  Punktepaare,  deren  Doppeilinien  die  zuge- 
hörigen Kanten  von  {Ä}  sind;  also  fällt  auch  fA  in  [A)  und  daher 
auch  eine  der  beiden  Flächen  /i,  Z'^;  mithin  gehört  {A)  m  den  Flächen 
f;  die  g^aarle  Fläche  ist  eine  andere. 

Wenn  ft^  nach  c^  fällt,  so  sind  wiederum  die  Complexcurven 
ihre   Doppellinien    sind   die  Tangenten  von  (a).     Fläche 
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(a  ist  die  doppelte  Ebene  «.  Diese  ist  in  dem  Büschel,  den  h^  und 
(a  constituiren,  jederzeit  die  eine  der  beiden  Flüchen  f^  f",  die  von  g 
„berührt"  werden;  also  i8t  die  Involution  parabolisch,  und  die  genannte 
Doppelebene  «  das  einzige  Doppelelemenfc;  somit  gehiyrt  die  Ebene  u, 
doppelt- geordnet,  m  den  Flächen  f  tmd  ist  sich  selbst  gepaart. 

Die  Strahlen  h  haben  auch  die  duale  Eigenschaft;  die  beiden  756 
Complexbegel  aus  zwei  Punkten  von  h,  die  in  der  Punktinvolution 
gepaart  sind,  haben  zwei  Ebenen  eines  Paars  der  Ebeneninvolution  zu 
gemeinsamen  Beruhnmgsebenen,  und  wenn  einmal  die  Complexkegel 
aus  zwei  Punkten  einer  Geraden  von  denselben  zwei  Ebenen  durch  sie 
berührt  werden,  so  giebt  es  cc*  derartige  Punktepaare  auf  ihr,  die 
dann  in  Involution  sind. 

Jede  Gerade  von  a  hat  diese  Beschaffenheit.  Denn  die  beiden 
Complexkegel  aus  den  Punkten,  wo  sie  den  («)  trifft,  zerfallen  in 
Ebenenpaare,  welche  die  zugehörigen  Tangenten  von  («)  au  Doppel- 
linien haben;  die  „Tangentialebenen"  aus  der  Geraden  an  das  eine, 
wie  an  das  andere  Paar  fallen  in  a  zusammen. 

Schneiden  wir  unsere  Gerade  h  —  denn  als  solche  ist  sie  nun- 
mehr erkannt  —  mit  Ä^,  so  sind  die  Complexkegel  beider  Schnitte 
auch  Ebenenpaare  und  ihre  Doppellinien  die  Kanten  des  Kegels  {Ä). 
Die  beiden  Tangentialebenen  von  h  an  das  eine  und  das  andere  Paar 
fallen  in  die  Ebene  je  nach  der  Doppellinie  zusammen,  also  beidemal 
in  die  Ebene  hA.  Mithin  liefern  die  Schnitte  von  h  mit  («)  und  A^ 
zwei  Paare  der  Punktitivolution  auf  Ji. 

Es  sei  nun  Ka  ein  beliebiger  Kegelschnitt  des  Büschels  [(«),  A^ 
oder  durch  die  4  Punkte  Jj,  A^,  A^,  A^.  Seine  Schnitte  mit  h,  sind 
ein  weiteres  Paar  dieser  Involution;  die  beiden  Complexkegel  aus  ihnen 
haben  zwei  gemeinsame  Be ruh rungs ebenen,  also  allgemein  die  Com- 
plexkegel aus  irgend  zwei  Punkten  von  Ä„. 

Der  Complexkegel  irgend  eines  Punktes  von  k  enthält  die  beiden 
Tangenten  aus  ihm  an  (a)  und  wird  längs  derselben  von  den  Berilh- 
rungsebenen  von  a^  tangirt,  deren  singulare  Strahlen  sie  sind. 

Wegen  dieser  gemeinsamen  Ebenen  ist  es  möglich,  eine  Fläche 
2.  Grades  Fa  zu  construiren,  welche  den  Kegel  a*  längs  («)  berührt 
und  auch  dem  Complexkegel  aus  einem  bestimmten  Punkte  von  Ka 
eingeschrieben  ist.  Diejenigen  aus  allen  Übrigen  Punkten  von  K,,  sind 
dann  dieser  Fläche  ebenfalls  umgeschrieben,  weil  sie  sieh  mit  ihr  in 
2  Punkten  von  (a)  berühren  und  ausserdem  noch  2  Berührungsebenen 
(vom  Complexkegel  des  erstgewäblten  Punktes)  gemein  haben. 

So  ist  jedem  Kegelschnitte  Ka  durch  die  4  Punkte  Ai  eine  Fläche 
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2.  Grades  Fa  zugeordnet,  welche  von  den  Complexkegeln  aller  Punkte 
von  Ka  nmhüllt  wird. 

Diese  Kegel  erzeugen  eine  Congruenz  (4, 4)i  den  Durchschnitt  von 
H''  mit  dem  Tangentencomplexe  oder  besser  dem  Complexe  der  Treff- 
geraden von  Ka- 

Seien  F',  F"  zwei  Flächen  aus  der  Sdmar  {Ka,  Fi,),  welche  von 
demselben  Strahle  g  von  H^  berührt  werden,  und  Fy,  -P'a  die  Doppel- 
elemente der  Involution  {F',  F";  Ka,  F^),  so  ist  der  dual  construirte 
harmonische  Complex  der  Flächen  Fj_,  F^,  d.  b.  der  Complex  der  Strah- 
len, von  denen  harmonische  Paare  von  Tangentialebenen  an  F^,  F^ 
kommen,  mit  H^  identisch;  denn  sie  haben  die  eben  genannte  Con- 
gruenz (4,  4)  und  den  Strahl  </  gemeinsam. 

Damit  ist  das  wichtige  Ergebniss  erhalten: 
Jeder  Complex,  der  sieh  als  Ort  der  S^aMen  ersieht,  weiche  swei  ge- 
gehme  Flächen  ä.  Grades  harmonisch  schndd&t,  ist  auch  Ort  der  Strah- 
len, von  denen  an  moei  Flächen  2.  Grades  harmonische  Paare  von  Be- 
rührungsebenen gehen. 

Und  auch  hier  sind  oo^  Paare  solcher  Flächen  F,,  F^  möglich. 
Aber  die  Flächen  sind  im  zwüiten  Falle  andere  als  im  ersten;  so 
dass  wir,  wenn  wir  von  denselben  zwei  Flächen  ansgehen,  zwei  ver- 
schiedene Complexe  erhalten,  die  aber  von  derselben  Art  sind.  Die 
Bezeichnung  „harmonischer  Complex"  ist  unzweideutig,  nicht  so  aber 
die  Bezeichnung  „harmonischer  Complex  zweier  Flächen  2.  Grades", 

Für  den  Kegelschnitt  K^  ist  ßCD  Polardreieck  und  also  für  die 
Fläche  Ka  ABCB  Polartetraeder. 

Weil  Fa  dem  Kegel  «^  längs  (k)  eingeschrieben  ist,  so  ist  A  Pol 
von  a,  und  da  BCD  Polardreieck  von  (a)  ist,  so  ist  ABCI)  auch 
Polartetraeder  für  Fa. 

Ein  singolärer  Punkt  S  des  Compleses  ist  bei  der  jetzigen  dualen 
Entstehungs weise  ein  gemeinsamer  Punkt  zweier  gepaarter  Flächen  der 
involutori sehen  Flächenschaar,  und  die  Tangente  an  die  Schnittcurve 
ist  der  zugehörige  singulare  Strahl  s.  Für  F,,  die  zu  sich  selbst  ge- 
paart ist,  ist  diese  Schnittcurve  die  Raumcurve  4.  Ordnung,  längs  deren 
sie  von  der  ihr  und  der  F^  umgeschriebenen  abwickelbaren  Fläche 
4.  Klasse  berührt  wird. 

Die  Tangentialebenen  aus  s  an  die  Fläche  der  Schaar,  die  zur 
dritten  durch  den  Punkt  S  gehenden  Fläche  in  der  Involution  gepaart 
ist,  sind  die  Ebenen  des  Complex -Ebenenpaars  (S). 

Wenn  X„  nach  (a)  kommt,  so  ergiebt  sich  (k)  als  eine  der  bei- 
den Flächen  F^,  F^,   die   andere  ist  von  ihr  verschieden.     Geht  aber 


y  Google 


Der  liariiionisclic  oder  BattagUnl'Bcho  Complex  und  das  Tetraedroid.      ii4ii 

Ka  in  -^  über,  so  fallen  die  Leiden  Flächen  F^,  F^  in  den  doppelten 
Ebenenbünde!  A  zusammen. 

Die  Mannigfaltigkeit  unseres  Complexes  ist  17,  also  um  2  ge- 
ringer als  die  des  aligemeinen  Complexes  T^;  denn  es  giebt  oo^"  Bü- 
schel (oder  Sehaaren)  von  Flächen  2.  Grades;  jeden  kann  man  auf  cnß* 
Weisen  involutoriseh  machen.  Andererseits  aber  kann  jeder  harmo- 
nische  Complex  auf  oo^  Weisen  in  der  einen  oder  andern  Art  erzeugt 
werden  (vergh  Nr.  754). 

Oller  es  giebt  oo^**  Paare  von  Flächen  f^,  f^  oder  fj,  F^\  jedes 
führt  KU  einem  Complex  H^;  aber  jeder  solche  Complex  ergiebt  sieh 
bei  oo^  Paaren. 

Es  sei,  indem  wir  zur  erstereu  Erzeugung  zurückkehren,  /J/^  irgend  757 
eins  der  oo^  Paare  von  Flächen,  welche  von  den  Stra.hlen  von  H^  har- 
monisch geschnitten  werden. 

Die  Sehnencongruenz  (2,  G)  der  Eaumcurve  r^^f^f^  hat  mit  H^ 
eine  Eegelfläcke  16.  Grades  gemein,  welche  aich  in  die  4  Regelachaa- 
ren  von  /",,  f^  und  die  abwickelbare  Fläche  8.  Ordnung  der  Tangenten 
von  )■  zerlegt;  eine  andere  Fläche  des  Büschels  f^f^  hat  mit  ihm  nur 
die  8  von  r  berührten  Geraden  gemeinsam. 

Jede,  Gerade  von  H^,  welche  r  trifft,  berührt  im  Treffpunkte  f^ 
oder  /~3,  oder  die  beiden  Strahlenbüschel  von  H^,  die  von  einem  Punkte 
von  r  ausgehen,  berühren  in  ihm  die  Flächen  fj,  ^  und  bestimmen 
sie  in  dem  Büschel  It.AfA'^^fiU- 

Die  Curven  r  ee  fc^/j,  welche  den  verschiedenen  Paaren  hji,  fj  zu- 
gehören, erzeugen  die  singulare  Fläche,  ihre  Tangenten- De veloppablen 
die  Congruenz  der  siugulären  Strahlen. 

Die  Kegel  kx  bilden  eine  Schaar  mit  den  gemeinsamen  Berüh- 
rungeebenen a^,  «g,  ßj,  «4;  die  Flächen  fj_  sind  dem  Kegel  (^1)  längs 
A^  eingeschrieben.  Beide  Flächensysteme  befinden  aich  in  eindeutiger 
Beziehung.  Der  Kegel  (A)  gehört  zu  beiden  uud  entspricht  sich  seibat; 
denn  die  Complexcuryen  in  seinen  Beruh rungsebenen  sind  Punfetepaare 
auf  den  Kanten  und  diese  Doppelgeraden  erfüllen  ihn  seibat.  Daher 
ist  das  Erzeugniss  nicht  6.,  sondern  nur  4.  Ordnung.  Andererseits  ist 
dies  Paar  Icj/a  zur  Herstellung  des  Complexes  nicht  geeignet. 

Die  Curven  r  sind  die  ferneren  Schnitte  der  Flächen  /"^  mit  © 
ausser  der  Berührungscurve  A^. 

Wir  fanden  eben,  dass  jede  Fläche  /'  die  Ebenen  von  oo'  Strah- 
lenbüscheln des  Complexes  in  ihren  Scheiteln  berührt;  diese  in  sich 
duale  Eigenschaft  kommt  aber  auch  den  Flächen  F  zu;  ausserdem 
haben   die   einen,  wie   die  andern  ABCD  zum  Polartetraeder.     Diese 
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sechsfache  Bedingung  und  die  dreifache,  die  Ebene  eines  bestimmten 
Complex-Strahlenbüschela  in  dessen  Scheitel  zu  tangireu,  führt  zu  einer 
f  sowohl  wie  zu  einer  F,  und  da  durcJi  sie  eine  Fläche  2.  Grades  ein- 
deutig bestimmt  wird,  so  sind  beide  Flächen  identisch.     Also: 

Das  System  5  äer  Flächen  f  ist  mit  dem  der  Flächen  F  identisch. 

Die  Paarung  ist  aber  in  dem  einen  Falle  nicht  die  nämliche  wie  im 
andern. 

Einer  Fläche  /j  ^  F^,  welche  ÄBCD  mm  Folarteiraeder  und  eiiien 
iestimmtm  Com^lex-Strahlmlüschel  mm  Tangetitenbüschel  hat,  ist  als  f^ 
di^enige  gepaart,  welche  den  sweiten  Complex-Sircßüenhüschel  aus  dein 
ncmlichen  Funlste,  und  als  F^  diejenige,  welche  den  sweiten  in  derselben 
Ebene  mm  Tangentet^sehel  hat. 

Zu  diesen  Flächen  f=F  gehören  die  vier  Kegel  {Ä),  (B),  (C),  (ö) 
und  die  vier  Kegelschnitte  («),  (ß),  {y),  {§). 

Und  zwar  gehören  die  {Ä),  ...  zu  den  f  als  Kegel,  zu  den  F  als 
doppelte  Ebenenbünde],  die  (k),  ...  zu  den  F  als  Kegelschnitte,  zu 
den  f  als  doppelte  Ebenen.  Jeder  von  jenen  ist  als  F  sich  selbst,  als 
f  einer  andern  Fläche,  jeder  von  diesen  als  /  sich  selbst,  als  F  einer 
andern  Fläche  gepaart. 

758  Ein  beliebiger  Strahl  g  von  H^  trifft  0  viermal  und  in  jedem  der 

Treffpunkte  eine  Curye  r  ^^  f^^f^;  als  Strahl  von  H^.muss  er  dann  f^ 
oder  /j  tangiren,  und  umgekehrt,  wenn  ein  g  von  H^  eine  Fläche  f^ 
unseres  Systems  berührt,  so  muss  dies,  wegen  des  Harmonisch- 
schneidena,  a.uf  r^f,f^  geschehen,  der  Berührungspunkt  also  auf  $ 
liegen. 

Dies  lehrt  uns,  dass  von  unserm  Flächeneystenae  5  4  Flächen  eine 
Gerade  berühren.  Aber  auch  die  beiden  andern  Charakteristiken  dieses 
Systems  sind  4;  ich  unterdrücke  jedoch  den  ausführlichen  Beweis,  dass 
durch  einen  Punkt  P  4  Flächen  gehen.  P  scheidet  aus  dem  Gebüsche 
der  Flächen,  zu  denen  ABCD  als  Polartetraeder  gehört,  ein  Netz  aus 
und  ein  weiterer  Punkt  X  aus  diesem  wiederum  einen  Büschel;  diesen 
Punkt  X  lässt  man  auf  einem  ebenen  Schnitte  der  0  sieh  bewegen 
und  untersucht,  wie  oft  die  Tangente  der  Grundeurve  des  Büschels  in 
einen  der  Complex-Strahlenbüschel  aus  X  fällt;  man  hat  jedoch  zu 
beachten,  dass  immer  4  Lagen  von  X  zu  derselben  Fläche  führen. 

Indem  wir  aber  die  Charakteristik  v  =  i  kennen  und  wissen,  dass 
im  Systeme  4  Kegel  und  4  Kegelschnitte  vorhanden  sind,  können  wir 
mit  Hilfe  der  Charakteristiken -Form  ein  in  I,  Nr.  20  die  beiden  andern 
Charakteristiken  ermitteln  und  finden:  fi  =  p  =  4;  dass  sie  gleich 
sind,  wissen  wir  auch  von  vorn  herein. 
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Die  4  Flächen  von  %,  welche  durch  A  gehen,  sind:  der  Kegel  (Ä) 
uüd  die  Doppelebeiien  der  Kegelselinitte  {ß),  (y),  (ß). 

Zwei  gepaarte  Flächen  fj,  f^   schneiden  einander  in   einer  auf  $  759 
gelegenen  Ciirve  4.  Ordnung  r;    es  sei  q  die  zweite  Eaumcurve  dieser 
Ordnung,   in  welcher  4  ^^^  Fläche  $  schneidet,    der  Schnitt   von   /j 
mit  der  eigenen  Polarfläche  ip^-,  nach  /■,  (Nr.  750), 

Von  den  Curven  r  wird  $  einfach  Überzogen,  denn  sie  werden 
durch  die  Flächen  [a  eines  Büschels  eingeschnitten;  die  8  Punkte, 
welche  r'^fi'f^'  mit  ^g  gemeinsam  bat,  liegen  deshalb  auf  p,  und 
jeder  Punkt  von  p  gehört  zu  einer  solchen  Gruppe  associirter  Punkte. 
Sei  nun  X  ein  beliebiger  Punkt  von  p;  durch  ihn  gehen  4  Flächen 
des  Systems  55)  ersichtlich  f^,  ferner  die  beiden  Flächen  /'j',  f^y  deren 
Schnittcurve  /  die  Gruppe  einschneidet,  zu  welcher  X  gehört,  und 
eine  vierte  Fläche  /i",  welche  sich  mit  ihrer  gepaarten  f^"  in  einer  /' 
schneidet,  die  nicht  durch  X  geht,  sondern  f^  oder  p  in  einer  andern 
Gruppe  associirter  Punkte  schneidet;  daher  hat  /j"  mit  p  9  Punkte  ge- 
mein und  enthält  sie  ganz. 

Somit  ist  folgende  interessante  „Verkettung"  der  Flächen  f  fest- 
gestellt: 

Zwei  gepaarte  Flächen  /j ,  f^  schneiden  sich  in  einer  auf  *  gelege- 
nen Ckirve  r,  f^  schneidet  0  in  einer  zweiten  Curve  p,  drirch  welche  eine 
zweite  Fläche  fi  geht,  die  wiederum  mit  ihrer  gepaarten  Fläche  f^  sich 
in  einer  /  schneidet,  u.  s.  w.*) 

Auch  diese  zweiten  Curven  p  überziehen  0  einfach:  durch  jeden 
Punkt  von  S  geht  eine  r  und  eine  p;  in  jener  schneiden  sieh  zwei 
gepaarte,  in  dieser  die  beiden  übrigen  von  den  4  durchgehenden  f. 
Wenn  der  Punkt  aber  einer  der  8  Schnittpunkte  ist,  in  denen  die 
beiden  von  der  nämlichen  Fläche  f^  ausgeschnittenen  Curven  r  und  q 
sich  begegnen,  so  zählt  /'j  doppelt  unter  den  4  Flächen. 

Von  defii  Kegelschnitten  (a),  A?;  (ß),  B'-';  . .  .   in  den  4  Tetraeder-  760 
Mienen  sdineiden  sich  die  ungleichartigen  je  zweimal,  z.  B.  (k)  und  S^. 

Denn  der  Kegel  (B),  d.  i.  der  Oomplexkegel  aus  B,  schneidet  « 
in  2  aus  B  kommenden  Strahlen,  welche  (et),  die  Complescurve  in  a, 
berühren  und  zwar  auf  CD,  der  Polare  von  B  nach  («).  Da  aber  (JS) 
über  B^  steht,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Berührungspunkte  den  B' 
und  («)  gemeinsam  sind. 


*)  Dies  bietet  Gelegenheit,  den  Aufsatz  yon  Soliiir  über  den  harmonischen 
Complex  (Math.  Ännalen  Bd.  21  S.  516)  zu  erwähnen. 
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Die  Schnittpunkte-Paare  von  (r)  und  B^,  (ß)  und  A^  sind  die 
Begegnnngspuntte  von  aß  mit  0  (vergl.  Nr.  7.52),  Daraus  folgt,  dass 
A^  und  S^,  (ß)  und  {ß)  einander  nieht  iegegnen.  Ebenso  haben  zwei 
Kegel  wie  {Ä)  und  /5^  zwei  Tangentialebenen  gemeinsam. 

Wir  haben  bis  jetzt  die  Curven  r  als  weitere  Schnitte  yon  #  mit 
den  Flilcben  (a,  welche  $  längs  A?  berühren,  betrachtet. 

Als  Curveu  f  ^E?.  f^f^  aber  haben  sie  nothwendig  gleichartiges  Ver- 
halten zu  A^,  B^,  0^,  Iß\  durch  jede  geht  also  auch  eine  Fläche  fß, 
fc,  fo,  welche  $  längs  J3^,  C^,  TP  tangirt.  Man  kann  dies  auch  direct 
einsehen.  Es  sei  r  mit  Hilfe  von  /j  erhalten;  B^  trifft  (a  in  4  Punk- 
ten, welche,  da  A}  und  B^  sich  nicht  begegnen,  alle  auf  r  liegen. 
Die  Fläche  /'b,  welche  $  längs  B^  eingeschrieben  und  durch  einen 
beliebigen  Punkt  von  r  gelegt  ist,  berührt  r  in  jenen  4  Punkten  und 
hat  also  im  Ganzen  9  Punkte  mit  ihr  gemeinsam. 

Demnach  ergiebt  sich  <S  auf  6  Weisen  <ds  Er0mgniss  projectiver 
Büschel  von  Flächen  2.  Grades,  welche  sich  conisch  herühren. 

Aber  es  findet  nocfh  eine  weitere  Spedalität  statt.  Denken  wir  uns 
^  und  B^  als  die  Berührungscnrven,  so  liegt  jeder  der  beiden  Be- 
rührungspole A,  B  in  der  Ebene  der  andern  Curve  B^,  A?  und  ist 
Pol  der  Geraden  ßcc  nach  derselben. 

Aber  auch  die  Projectivität  ist  einer  Beschränkung  unterworfen. 
Zu  den  Curven  r  gehören  die  andern  in  den  Tetraeder-Ebenen  gelege- 
nen Kegelschnitte  («),  . .  .,  je  doppelt  gerechnet.  Denn  z.  B.  (;/)  trifft 
A?  zweimal  und  berührt  in  den  Treffpunkten  den  allen  [a  umgeschrie- 
benen Kegel  AA?\  daher  geht  eine  der  Flächen  (a  durch  {■f)  und,  da 
ABGJ)  für  alle  Polartetraeder  ist,  so  ist  der  Kegel  C{y),  weil  der  ^, 
auch  dieser  /'j  längs  (y)  umgesehrieben,  und  0  und  sie  berühren  sieh 
längs  dieser  Ourve. 

In  unsern  beiden  Flächenbüscheln  mit  den  Berührungscnrven  A^,  B' 
und  dm  Berührungspolen  A,  B  entsprechen  daher  die  nach  (y)  und  die 
nach  (ö)  gehenden  Flächen  einander. 

Wir  kehren  jetzt  die  Frage  um,  ohne  jedoch  die  Sache,  die  ja 
weniger  liniengeometrisch  ist,  eingehend  zu  behandeln. 

Es  liegen  zwei  projective  Fläehenbüschel  2.  Ordnung  9J„,  ^f*  mit 
conischer  Berührung  vor;  die  Berührungscnrven  seien  A'',  B''  in  a,  ß, 
die  Berührungspole  A,  B  und  zwar  so,  dass  B  Pol  von  aß  nach  A?, 
A  der  nach  B^  ist. 

Die  erzeugte  Fläche  4.  Ordnung  hat  in  «  einen  Kegelschnitt  — 
den  bisherigen  (k),  den  wir  aber  nun  lieber  a^  nennen  wollen  — , 
längs  dessen  sie  von  einem  Kegel  2,  Grades  aus  A  berührt  wird,  nnd 
ebenso  einen  h^  in  /3;    a^  und  B^,   h^  und  A^  treffen   sich  je   zweimal 
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auf  ttß,  und  C,  D  sei  läas  gemeinsame  liarmonisclie  Paar  zu  dieseu 
Paaren,  Die  beiden  Büschel  SSq,  S^ß  sclmeiiJen  in  y^^ABD  Kegel- 
schnitt-Büschel ein,  welche,  wie  sich  leicht  beweisen  lässt,  einen  ge- 
meinsamen Kegelschnitt  c'  haben,  und  ebenso  ergiebt  sich  d'^  in 
8  =  ABC. 

Die  Projectivit'ät  zwischen  93a,  '^ß  wird  nun  so  eingeschränkt, 
dass  die  nach  c^  und  die  nach  d^  gehenden  Flachen  einander  entspre- 
chen; das  giebt  dann  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt  C^,  D^  der  er- 
zeugten Fläche  in  y,  S.  Sie  wird  je  von  den  4  Kesseln  A  i^,  DD^ 
längs  A^,  . .  .  berührt  und  hat  die  16  Punkte  A^a^,  D^tV  zu  Dop 

pelpnnkten;  da  z.  B.  bei  einem  der  4  Punkte  A^a"  jedei  duich  ihn  m 
a  und  jeder  durch  ihn  in  der  Berührungsebene  von  Aa  gelegte  Strahl 
zwei  vereinigte  Schnitte  hat. 

Damit  ist  die  Fläche  als  Kummer'sche  Fluche  erkannt,  jedoch  mit 
der  hesonderen  Fügensckaft,  dass  die  16  Doppetpwnlte  m  jp  omen  m  den 
4  Ehenen  eines  Tetraeders  liegen.  Sie  wurde  —  schon  Tor  Ivummei's 
Beschäftigung  mit  der  nach  ihm  benannten  Fläche  —  von  Cajley'") 
als  Verallgemeinerung  der  Fresnel'schen  Wellenfldche  unttrsucht  und 


Ihre  MannigfalUykeü  ist  um  1  geri/nger,  als  du  det  Knmmer'sclien 
Fläche,  also  17;  dies  zeigt  die  vorangehende  Construction,  hei  welchei 
der  Büschel  SSo  auf  co^+',  die  Ebene  ß  auf  <x>^,  der  Kegelschnitt  B^ 
auf  (xi^  und  die  Projectivität  auf  oo^  Weisen  möglieh  ist,  während  ein 
bestimmtes  Tetraedroid  nur  auf  eine  endliche  Zahl  von  Weisen  so 
hergestellt  werden  kann. 

Der  harmonische  Oomplex  hat  dieselbe  Mannigfaltigkeit,  und  wir  761 
wissen  ja  auch  schon  aus  Nr.  754,  dass  nur  eine  endliche  Zahl  unter 
den  KU  einem  Tetraedroide  als  singulärer  Fläche  gehörigen  Complexen 
harmonisch  sind. 

Wir  haben  in  den  Tetraeder -Ebenen  2  Gruppen  von  4  Kegel- 
schnitten: 

A\    £^    6'^    Z)%- 
a^,     h^,     c^,     d^; 

man  überzeugt  sich  leicht  aus  der  vorangehenden  Construction  der 
Fläche,  dass  die  4  Kegelschnitte  derselben  Zeile  windschief  gegen  ein- 
ander sind,  jeder  aber  die  drei  der  andern  Zeile,  die  nicht  in  der  näm- 
lichen Colonne  stehen,  zweimal  trifft. 

*)  Journal  de  MatMmatiques  (von  LioiiyiUe)  Ser.  I  Bd.  11  S  -291;  Cajley. 
Mätbemartical  Fa,pere  Bd.  I  S,  302. 
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Jede  von  den  erzeugenden  Curven  r,  in  denen  entsprechende  Flä- 
chen fü,  fß  von  i8„,  SS^  sich  schneiden,  trifft  C^,  D^  viermal  und  wir 
erkennen,  dass  sie  deshalb  mit  C*,  Iß  duj'ch  Flächen  /i?,  fn  verbunden 
ist,  welche  längs  dieser  Kegelschnitte  das  Tetraedroid  berübren.  ASCI) 
ist  Polartetraeder  für  f^,  fn,  also  auch  für  fg,  f^,  und  die  4  Kegel 
durch  r  haben  ihre  Spitzen  in  A,  B,  C,  D;  nennen  wir  sie  daher  Jc^, 
..  .  ]cj,.     Die  4  Fiächenpaare  des  Büschels: 

^Ä,  U;  h,  fs-,  Tic,  fc;  l^D,  fo 
sind  in  Involution;  um  das  zu  erkennen,  genügt  es  zu  beweisen,  dass 
die  Tangentialebenen  an  die  3  ersten  Paare  in  einem  der  Punkte  X, 
in  denen  r  die  8  schneidet,  in  Involution  sind,  bezw.  deren  Spuren  in 
d.  Nun  berühren  sich  rf"  und  äfA  doppelt  auf  BC  mit  A  als  Berüh- 
rungspole, also  sind,  nach  bekanntem  Satze  für  zwei  sich  doppelt  be- 
rührende Kegelschnitte,  die  Tangenten  aus  X.  au  d^  harmonisch  zu  der 
Tangente  in  X  an  Sfji  und  dem  Strahle  nach  dem  Berührungspole  A, 
den  Spuren  der  Tangentialebenen  von  fji  und  hji,  und  ebenso  zu  denen 
der  Tangentialebenen  von  fs  und  ft^,  fc  und  Zcc- 

Es  seien  nun  /i,  f^  die  Doppel elemente  der  Involution  der  4  Flä- 
chenpaare; so  wird  die  singulare  Fläche  des  zu  f^,  f^  gehörigen  har- 
moniscben  Complexes  von  den  4  Kegeln  AA!',  . , .  längs  A^,  . . .  he- 
i-ührt  und  enthält  r;  folglich  ist  sie  mit  dem  Tetraedroide  identisch. 

Benutzt  man  ebenso  die  zweite  Gruppe  a^,  , .  .,  so  erhält  man 
einen  zweiten  harmonischen  Complex,  für  den  das  Tetraedroid  singu- 
lare Fläche  ist. 

Jede  /"(  begegnet  dem  Tetraedroide  ausser  in  der  Curve  r,  in  der 
sie  sieh  mit  f^  schneidet,  noch  in  einer  zweiten  Curve  4.  Ordnung  p; 
weil  r  die  4  Schnitte  f^A^  enthält,  so  liegen  die  f^a^  auf  p;  durch  p 
gehen  also  4  Flächen  g>A,  . . .,  welche  das  Tetraedroid  längs  a^,  ... 
berühren.  Was  die  r  für  den  einen,  sind  die  q  für  dm  andern  harmo- 
nischen Complea:..  Die  Tangenten  in  einem  Punkte  der  Fläche  an  die 
beiden  Curven  r,  q  sind  die  ihnen  zugehörigen  singulären  Strahlen, 
und  da  sie  verschieden  sind,  so  sind  es  auch  die  Complexe.  Zu  den 
r  gehören  die  a^,  . . .,  zu  den  p  die  A^,  .  -  .,  je  doppelt  gerechnet. 

Zu  jedem  Tetraedroide  als  singulärer  Fläche  gehören  2  harmonische 
Gomplexe.*) 


*)  Man  nennt  den  harmoniBchen  Lomples  auch  Complex  von  Battaglini 
(Atti  deir  Accademia  di  Napoli  186fi  CTiOinale  di  Matematicbe  Bd.  6  S.  239,  Bd.  J 
S.  55),  BattagUni  glaubte,  daes  die  analytische  GlöichungjeiJesCompleses  2.  Grades 
sich  auf  die  Glieder  mit  den  Quadraten  dei  Coordinaten  reduciran  lasse,  und  hielt 
daher  den  Complex  mit  einer  solchen  Gleichung  für  den  allgemeinen.    F.  Klein 
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Jede  (jurve  des  einen  der  beiden  Systeme  *■,  p  begegnet  teiner 
andern  aus  demselben  Systeme,  jeder  des  andern  in  8  Punkten;  und 
es  sind  daher  jede  r  und  jede  p  durch  eine  Fläche  2.  Grades  ver- 
bunden; die  Flächenbüsehel  durch  zwei  Curven  desselben  Systems  sind 
projectiv  mit  den  Curven  des  andern  als  Schnittcurven  entsprechender 
Flächen, 

So  ergeben  sich  oc-  Flächen  (c,  p),  aum  Gebüsche  gehörig,  für 
das  ABCD  Poiartetraeder  ist;  durch  2  Punkte  gehen  2  Flächen  dieses 
Systems;  wenn  sie  auf  dem  Tetraedroide  liegen,  die  Flächen  (r^Q^), 
(r^pj.  Zu  diesem  Systeme  gehören  die  Flächen  /,,  f^,  . . ,,  tpj^,  <f2>  •  ■  ■ 
durch  welche  die  beiden  Complese  entstehen.  Zum  Systeme  der  fi,t\,  ■■■ 
gehören  die  a^,  ...  die  AA',  . . .,  zu  dem  der  ip^,  ip^,  ...  die  A^,  . .  ., 
Aa'',  . , .,  Curven  und  Kegel  des  einen,  bezw,  des  andera  Complexes, 
woraus  erhellt,  dass  die  Systeme  der  f  und  der  tp  in  der  That  ver- 
schieden sind.  Wenn  also  auch  in  p  sich  zwei  Flächen  f  schneiden 
(Nr.  759),  80  sind  das  nicht  die  %,  g>..^  vielmehr  bilden  die  <p  neue 
Ketten. 

Die  16  Punkte  D  und  16  Ebenen  ä  der  Kummei-'schen  Fläche  ■; 
bilden,  wegen  der  6  Gewinde  r^,  .  -  -,  -Tg  in  Involution,  eine  Figur  F^^, 
wie  wir  sie  in  I,  Nr.  185 — 192  genauer  untersucht  haben;  mit  einer 
solchen  Figur  sind  (Nr.  186)  15  Tetraeder  T  (Fundamental-Tetraeder) 
verbunden,  und  in  Nr.  192  ist  gezeigt  worden,  dass  es  genügt,  dass 
ein  Element  einer  F^^  mit  einem  (dualen)  Elemente  eines  Tetraeders 
3',  B.  B.  eine  Ebene  von  F^^  mit  einer  Ecke  von  T,  incidirt,  um  zu 
bewirken,  dass  durch  jede  Ecke  von  T  4  Ebenen  von  F^.^  gehen,  in 
jede  Ebene  von  T  4  Punkte  von  F^^  fallen. 

Dies  beweist,  dass  die  besondere  Lage  der  D  und  S,  mit  der  wir 
es  hier  zu  thun  haben,  nur  eine  einfache  Bedingung  und  deshalb  die 
Mannigfaltigkeit  des  Tetraedroids  nur  um  1  geringer  ist,  als  die  der 
allgemeinen  Kummer'schen  Fläche, 

In  unserm  Tetraeder  ABCD  haben  wir  es,  wie  wir  direkt  er- 
kennen können,  mit  einem  solchen  Fundamental-Tetraeder  zu  thun. 

Von  jedem  der  4  Doppelpunkte  ^  in  a  kommt  an  jede  der  sechs 
C;^  ein  Strahl enbüschel,  von  dem  ein  Strahl  in  a  fällt;  jede  der  C;^ 
hat  nur  2  Strahlen  in  «;  folglich  müssen  je  zwei  Gegenseiten  des 
Vierecks  der  Ai  zu  zwei  Congruenzen  als  Strahlen  gehören,  nehmen 
wir  an: 


war  es,  der  auf  den  In'thuni  aufmerksam  maclite  [Inauguraldissertation  (Bonn  18Ü8, 
abgedruckt  Mathem.  Annalen  Bd.  23  B.  639)  und  Mathen.  Annakii  Bd.  2  S.  222] 
und  zeigte,  dass  nur  der  baimoniscbe  Complex  so  dargestellt  werden  kann. 
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Ä,A,,  Ä,Ä,    zu    Q^  C/,         A,A^,  J,A    zTi    Q',  Q', 

DiesR  Strahlenpaare  gehören  also  zu  den  Fundamental-StraLlennetzen 
r^r^ JBGD  ist  Polardreieck  von  («)  und  A^,  also  Diagonal- 
dreieck des  Vierecks  der  Ai;  es  sei 

Jß^(A,A^,  A^A^),      C={AiA„  A,A,),     D  eee  {A,A„  A^A,). 

A^A2,  A^A^  sind  sich  schneidende  Strahlen  von  FiF^;  folglich  geht 
dessen  eine  Leitgerade  l^^  durch  B,  während  die  andere  (J«  in  a  fällt; 
ebenso  gehen  (3^,  l^g  durch  C,  D  und  V^,  Ui^  fallen  in  a.  Diese  6 
Leitgeraden  müssen  aber  ein  Fun  da  mental -Tetraeder  bilden;  also  ist 
a^liiUilU  eine  Ebene  desselben.  Ferner  muss  l^^  durch  den  Punkt 
^«'m  gehen;  d.  h,  dieser  Punkt  ist  der  Punkt  B^ali^;  die  I'l^,  lU,  Uc 
sind  die  Geraden  CD,  DB,  BG. 

Indem  in  ß  schon  CD  als  iia  erkannt  ist,  ergiebt  sich,  dass  die 
beiden  in  A  sich  schneidenden  Seiten  des  Vierecks  der  B,  zum  Netze 
AA  gehören  und  l^^  und  ebenso  \^,  \^  durch  A  gehen.  Damit  ist 
ABCD  ais  das  Fundamental -Tetraeder  (12)(34)(56)  erkannt;  es  ist 
in  unserm  Falle  vor  den  14  übrigen  ausgezeichnet. 

Aber  wir  haben  uns  auch  noch  davon  zu  überzeugen,  daes,  wenn 
in  einer  der  Doppel-B  er  iihrungsebenen  der  Kummer'schen  Fläche  die 
(j  Doppelpunkte  in  Involution  sind,  diese  Ebene  durch  eine  Ecke  eines 
der  zu  den  6  Fundament  ab  Gewinden  gehörigen  Fundamental-Teiraeder 
geht  Wir  wollen  lieber,  da  wir  es  doch  mehr  mit  den  Congruen- 
zen  Q^  zu  thun  haben,  die  Buchstaben  jS,  6  anwenden.  Also  die  6  Punkte 

S^, iSg,   welche  in  Bezug   auf  Cj^, zu  der  singulären  Ebene  0 

gehören  und  auf  dem  Kegelsehuitte  [e]  liegen,  seien  iu  Involution: 
S,S„   S^S^,   S,S^. 

S,Sg  ist  gemeinsamer  Strahl  von  Q^,  Q^,  also  Strahl  von  -Ti-Tä, 
ebenso  S^S^  von  P^r^,  S^Sg  von  P^Fg.  Die  Ebene  ff  schneidet  das 
dieser  Gruppirung  der  Strahlennetze  zugehörige  Fundamcntal-Tetraeder 
(12}(34)(56)  in  einem  Vierseite,  von  dem  S^S^,  S^S^,  S^Sß  Diagonalen 
sind;  da  sie  aber,  infolge  der  jetzigen  Voraussetzung,  in  eiüeu  Punkt 
zusammenlaufen,  so  muss  <J  durch  eine  Ecke  des  Tetraeders  gehen. 

Mithin  ist  die  invohttorisehe  Lage  der  6  D<^pelpunkte  der  Kummer- 
schm  Fläche  in  irgend  einer  der  doppelten  BerOhrungseb&iteit,  oder  die 
involutorische  Lage  der  6  Dopjaeltangenten  in  irgend  einem  Taitgentm- 
hüschel  der  Fläche,  oder  die  involutorische  Lage  der  6  Doppelgewinde  in 
der  Hethe  der  consingulären  Compleze  äquivalent  mit  der  besondern  Lage 
dei-  Doppelelemente  zu  dem  ausgezeichneten  Tetraeder. 
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Und  weil  die  16  Reihen  von  je  6  Doppelpunkten  alle  projectiv 
sind  und  ebenso  alle  Büschel  von  Doppeltangenten,  so  gmilgt  es,  dass 
die  Invohition  in  irgmd  einer  doppelten  BerüJirungsehene,  in  irgend  einem 
TangentenbUschel  statt  luit.  Die  Bedingung,  die  eine  Kummer'sche 
Fiäclie  zum  Tetraedroide  macht,  ist  eben  einfach. 

Nach  Nr.  750  befinden  sich  im  harmonischen  Complesce  H^  die  leiden  763 
Jtegelschaaren  einer  jeden  Fläche  f  {oder  F),  die  zusammen  nnt  einer  ge- 
wissen andern  zu  seimer  Erzeugung  dient. 

Diese  Eigenschaft,  zwei  verbundene  Eegelschaaren  sugletck  su  ent- 
halten, kommt  dem  harmonischen  Complexe  allein  sm.  *) 

In  der  Tliat,  es  seien  p  und  X  zwei  verbundene  Eegelschaaren,  auf 
der  Fläche  2.  Grades  /j  gelegen,  welche  in  dem  Complexe  F^  sich  be- 
finden. Wir  legen  durch  A  und  einen  Strahl  g  von  q  das  Strahlen- 
netz; es  seimeidet  eine  zweite  Kegeischaar  aus,  welche  g  enthält  and 
i  uweimal,  in  l',  l",  schneidet.  Da  aber  diese  Geraden  von  ff  getroffen 
werden,  so  zerfällt  die  zweite  Regelschaar  in  die  beiden  Strahlenbiiaeliel 
gl',  gl".  Somit  haben  wir  auf  der  Fläche  f\  eine  Curve  von  Punkten, 
ans  denen  Strahlenbüschel  an  F^  kommen,  von  welchen  jeder  einen 
Strahl  von  p  und  einen  von  A  enthält.  Jeder  Strahl  von  p  enthält 
2  Punkte  dieser  Curve  und  ebenso  jeder  Strahl  von  X;  also  ist  sie 
eine  ßaumcurve  4.  Ordnung  I.  Art  r.  Die  fraglichen  Strahlenbüschel 
von  r*  sind  die  Tangenten büschel  von  /j  in  den  Punkten  dieser  Curve, 
welche  eine  Congruenz  4.  Grades  erzeugen.  In  dem  zweiten  Strahlen- 
büschel des  r^  aus  irgend  einem  Punkte  von  r  nehmen  wir  nun  einen 
der  Strahlen  g',  welche  r  nochmals  treffen;  er  bestimmt  mit  r  eine 
zweite  Fläche  2.  Grades  f^.  Der  harmonisehe  Comples  H^,  welcher  zu 
fi,  /'a  gehört,  hat  mit  dem  gegebenen  F^  jene  Congruenz  4.  Grades 
(Nr.  750)  uad  den  Strahl  g'  gemein,  ist  folglieh  mit  ihm  identisch. 
Wir  erhalten  daher  auch: 

Wenn  ein  Comphx  F  einmal  zwei  tethiindent  Eeiirlscliaaren  enthält, 
so  enthält  er  oo'  Faare  vetbundenet  SegelscJtaaten 

Ein  besonders  inteiessantes  Beispiel  eines  harmomsthen  Compleses  764 
ist  der  Complex  der  Strahlen,  oon  den^n  an  nne  gegebene  Fläche  2.  Gra- 
des F^  rechtwinklige  Beruhmngsebene»  kommen,  dei  P^iuvin'sehe  Com- 
plex. **) 

Die  zweite  Fläche  F  ist  die  ibsolute  (  ui\e  Ä      Das  gemeinsame 

*)  Schur,  a.  Nr,  769  a,  0,;  vgl.  Nr.  691. 
**)  Paioviu,  Nouvelles  Äanales  de  Mathematiques  1873  S.  49;  Dpsmouliii, 
Bulletin  de  la  Sooietö  matbematique  Bd.  20  S.  122. 
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3Ö2      Der  harmonische  oder  Battaglini'ache  Üomplex  und  daa  Tetriiedroid. 

Polartetraeder  besteht  daher  aus  deu  drei  Hauptebenen  «,  ß,  y  von 
F^  und  der  unendlich  fernen  Ebene  d  eeh  0.  Die  Kegel  (Ä),  {B),  (C) 
des  Complexes  sind  die  Cylinder,  welche  in  den  Director- Kreisen  der 
Hauptschnitte  von  J*"^  in  a,  ß,  y  —  den  Orten  der  Punkte,  von  denen 
an  diese  Curven  rechtwinklige  Tangeuten  kommen  —  auf  diesen  Ebe- 
nen senkrecht  stehen,  und  diese  Kreise  mit  den  Radien  yb^  -}- 1?, 
Yc^  +  a\  yä^'+'b^  sind  die  Kegelschöitte  A\  B\  CK  Der  Kegel  (D) 
ist  der  Ort  der  Schnittlinien  rechtwinkliger  Berührungs ebenen  des 
Asymptoten -Kegels  von  F^,  sein  unendlich  ferner  Schnitt  ist  D^. 

Ka,  Kß,  Ky  (Nr.  756)  sind  die  Focalcurven  von  F^  in  «,  ß,  y; 
Ke  ist  ^^;  letztere  ist  zugleich  die  Complexcurve  {S),  denn  von  den 
Tangenten  von  9t^  kommen  aHein  paraUele  und  zugleich  rechtwinklige 
Tangentialebenen  an  F^.  Somit  liegt  SE^  auf  ®,  auch  deshalb,  weil 
sie  Berührungseurye,  mit  F^  ^^  S^^  des  F^  und  F^  umgeschriebenen 
Tor  BUS  ißt. 

Die  Curven  (a),  {ß),  {y),  welche  bezw.  zu  den  Büscheln  J?Kt,, 
B^Kp,  C^Ky  gehören  und  daher  coaxial  mit  ihren  Kegelschnitten  und 
also  auch  mit  den  Hauptschnitten  von  F^  sind,  haben  zu  Halbaxen  je 
die  Radien  der  Directorkreise  in  den  beiden  andern  Hauptebenen; 
z.  B.  sind  die  auf  b  und  c  gelegenen  Haibasen  von  (a)  Ya^  +  b% 
")/«^  +  ^.  Ueber  ihnen  stehen,  senkrecht  zu  cc,  ß,  y,  die  Cylinder 
a\  ß%  y\ 

Wenn  die  Polaren  j)j,  p^  einer  Geraden  p  in  Bezug  auf  Ji',  und 
auf  F2  ^  ß^  sich  schneiden,  so  heisst  dies,  dass  p  und  p^  rechtwink- 
lig sind. 

Daher  ist  der  tetraedrak  Complex,  der  nach  Nr.  750  durcft  die  Con- 
gruens  der  singulären  Strahlen  unseres  Complexes  geht,  der  Axencomplex 
von  F,  (I,  Nr.  275). 

Der  Schnitt  eines  Strahls  dieser  Congruenz  mit  der  zu  ihm  senk- 
rechten Ebene  durch  seine  Polare  in  Bezug  auf  F,  —  welche  Ebene 
auch  die  Polare  in  Bezug  auf  S^  enthält  —  ist  der  zugehörige  sin- 
gulare Punkt,  nach  I,  Nr.  275  aber  der  Scheitel  des  Berührungskegels 
von  Fl,  für  welchen  der  Strahl  Äxe  ist;  und  da  die  Berührungsebenen 
aus  dieser  Axe  an  F^  und  den  Kege!  reelitwinklig  sind  und  längs  der 
Kanten  tangiren,  die  in  jener  Ebene  liegen,  so  ist  die  Oeffnung  des 
Kegels  in  der  einen  Haupt  ebene  90*'. 

Die  singulare  Fläche  des  Painvin' sehen  Complexes  ist  demnach  der 
Ort  der  Funkle,  von  denen  an  F,  Tangentialkegel  Tiommen,  welche  in  dej- 
einen  Hawptebene  die  Oeffnung  9(f  haben;  und  die  zu  dieser  Ebene  senk- 
rechte Axe  des  Kegels  ist  je  der  zugehörige  singulare  Strahl. 
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Der  Kegel  der  Schnittkanten  rechtwinkliger  Tangentialebenen  — 
Direetorkegel  —  muss  für  einen  solchen  Kegel  zerfallen;  denn  ersicht- 
lich hat  dieser  Kegel  mit  seinem  Grundkegel  stets  die  Äxen  und  Haupt- 
ebenen  gemeinsam;  im  vorliegenden  Falle  geht  er  aber  durch  eine 
Äse,  nämlich  die  eben  erwähnte,  die  offenbar  nicht  in  ihre  Polarebene 
fällt.  Daraus  folgt,  daas  er  sich  in  zwei  in  dieser  Axe  sich  schnei- 
dende Ebenen  zerspaltet. 

Jeder  Co mplescy linder  ist  ein  Rotationscylinder,  dessen  Normal- 
schnitt der  Direetorkreis  des  Normal  Schnitts  des  Tan  gentiaicy  linders 
von  F^  aus  dem  nämlichen  unendlich  fernen  Punkte  ist. 

Die  singulare  Fläche  entsteht  durch  die  Schnittcurveu  solcher 
zwei  zu  F^  confocalen  Flächen^  welche  zu  F^  und  der  absoluten  Curve 
harmonisch  sind,  Curven,  welche  je  füi-  beide  Flächen  Krümmungs- 
linien  sind. 

Wenn  F^  ein  JElUpsoid  ist,  so  ist  das  Tetraeäroid  0  eine  Fresnel'sche  765 
Wellenfiäche,  aber  nicht  die  bu  F^  gehörige. 

Bekanntlich  entsteht  diese  Welleufläche  als  Apsidalfläche  aus  dem 
zugehörigen  (Fresnel'schen)  Ellipsoide  dadurch,  dass  auf  jedem  Durch- 
messer desselben  vom  Mittelpunkte  nach  beiden  Seiten  die  Halbaxen  des 
zu  ihm  senkrechten  Central  Schnitts  aufgetragen  werden;  die  Endpunkte 
bilden  die  Wellenfiäche.  Wenn  daher  dies  Ellipsoid  die  Halbaxen  a,, 
b^,  c^  hat,  so  liegen  in  der  Ebene  «,  welche  die  Axen  b^,  c,  enthält, 
ein  Kreis  vom  Itadius  a^  und  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen  c^,  b^  je 
auf  der  &,-,  c^-Axe  des  gegebenen  Ellipsoids,  beide  concentrisch  mit 
dem  Hauptsehnitte  desselben. 

Vergleichen  wir  dies  mit  den  Curven,  die  auf  $  je  in  der  näm- 
lichen Hauptebene  liegen,  so  zeigt  sich,  dass  für  0  als  Wellenfiäche  das 
Fresnel'sclie  Ellipsoid  die  Halbaxen  Yb^  +  c^,  Yc^  -\-  a^,  "j/a^  +  ^^  ^^t* 

Da  nun  auch  die  Fresuel'sche  Wenenfläcbe  längs  der  in  den 
Hauptebenen  gelegenen  Kegelschnitte  von  Cj'liudcru  berührt  wird,  die 
zu  diesen  Ebenen  senkrecht  sind,  und  auch  durch  S*'  geht,  so  muss 
sie  mit  ^  identisch  sein;  denn  das  giebt  schon  eine  gemeinsame  Curve 
26.  Ordnung. 

Der  Ort  der  Punkte,  von  denen  an  F^  Tangentialkegel  kommen, 
denen  00^  dreirechtwinklige  Dreifiache  umgeschrieben  sind,  ist  bekannt- 
lich die  Direetorkugel  von  Fj.  Die  Kauten  dieser  Dreifiache  liegen 
dann  auf  dem  Kegel  des  Painvin'schen  Complexes,  und  dieser  ist 
gleichseitig. 

Von   den   Punkten    der   Direetorkugel    von   2'\    kommen    an    den 
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Painviß'achen    Complex    gleichseitige    Kegel    —    die  Polarkegel   der 
Tangentialkegel  von  F^.  — 

Ein  anderes  metrisches  Beispiel  ist  der  Complex  der  Strahlen,  icelcke 
eine  FlÖdie  2.  Grades  f^  so  schneiden,  dass  die  SfraMen  aus  einem  festen 
Punkte  0  nach  dm  Schnitten  rechtwinklig  smd;  /g  ist  dann  die  Punkt- 
kugel  um  0  oder  der  Kegel  0^*,*) 

Wenn  f^  dit  Ellipsoid  ist  und  0  sein  Mittelptmkt,  äamn  ist  das 
Tetraedroid  ebenfalls  eine  Wellenßäche,  aber  vriederum  nicht  die  su  f^  ge- 
hörige. Die  Strahlen,  welche  einen  Kegelschnitt  mit  den  Halbaxen  a,  h 
so  schneiden,  dass  die  Schnitte  aus  dem  Mittelpunkte  rechtwinklig 
gesehen  werden,  umhüllen  einen  ihm  concentrischen  Kreis  vom  Radius 

•     Hat  daher  fi  die  Halbaxen  a,,  h,  c,  so  sind  die  beiden  in  a 

gelegenen  Curven  t 

und  eine  Ellipse  mit  den  Halba: 


In  der  Theorie  der  Trägheitsmomente  tritt  ein  solcher  Complex 
ebenfalls  auf.  Bekanntlich  umhüllen  die  Ebenen,  in  Bezug  auf  welche 
das  Trägheitsmoment  eines  Systems  paralleler  Kräfte  mit  festen  An- 
griffspunkten 0  ist,  eine  Fläche  2.  Grades,  die  den  Mittelpunkt  des 
Systems  und  die  sogenannten  Hauptträgheitsaxen  auch  zum  Mittel- 
punkt und  zu  den  Axen  hat;  die  Flächen,  welche  anderen  Werthen 
des  Trägheitsmoments  zugehören,  sind  confocal  zu  ihr, 

Construirt  man  für  diejenige,  welche  dem  Werfche  ^T  zugehört, 
den  Painvin'scLen  Complex,  so  ist  derselbe  der  Ort  der  Strahlen,  in 
Begvff  auf  welche  das  Kräftesystem  das  Trägheitsmoment  T  hat.  Alle 
diese  Oomplexe  bilden  einen  Büschel:  seine  Grundcongruenz  besteht 
aus  den  Strahlenbüscheln,  die  in  den  Ebenen  des  den  confocalen  Flä- 
chen gemeinsam  umgeschriebenen  Torsus  4  Klasse  liegen  und  die 
Scheitel  je  im  Berührungspunkte  der  Ebene  mit  ^"  haben. 

■■'')  Weiler,  Zeitschr,  f.  Math.  ii.  Phys.  Jahrg.  29  S,  ].91. 
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Die  Complexe  zweiten  Grades  mit  DoiDpelstrahlen. 


Eigenschaften  eines  Complexes  2.  Grades,  die  mit  einem  Doppel  stralile 
znsamnienliängen. 

Ein  Strahl  ä  ist  ein  DoppektraJil  von  F^,  wenn  in  jedem  Strahlen-  7tJG 
büsdiel,  Bu  dem  er  gehört,  die  beiden  Sirahlen  von  F^  in  ihn  susammm- 
fallen.  Daher  kommen  an  die  Complexcurve  jeder  Ebene  durch  d 
von  jedem  Punkte  von  d  zwei  in  d  vereinigte  Tangenten:  sie  ist 
ein  Punktepaar  mit  ä  als  Doppellinie,  und  ebenso  ist  der  Coinplex- 
kegel  aus  jedem  Punkte  von  ä  ein  Ebenenpaar,  ebenfalls  mit  d  als 
Doppelliüie. 

Folglieh  ist  d  für  jeden  seiner  FunJcte,  für  jede  seiner  Ebenen  sin- 
gulärer  Strahl. 

Und  umgekehrt,  wenn  die  eine  oder  andere  dieser  zu  einander 
dualen  Eigenschaften  vorausgesetzt  wird,  so  fallen  in  jedem  Strahlen- 
bliscfael  durch  d  die  beiden  zu  F^  gehörigen  Strahlen  in  d  zusammen: 
d  ist  Doppelstrahi,  und  auch  die  andere  Eigenschaft  gilt. 

Mit  einem  DoppelstraMe  d  sind  drei  Correspondeneen  verbunden: 

1)  die  involutorische  Punkte-Con-espondenz  [2]^  auf  d,  in  der 
sich  zwei  Punkte  entsprechen,  weiche  das  Complex- Punktepaar  einer 
durch  d  gehenden  Ebene  bilden;  denn  wegen  der  beiden  Ebenen  des 
von  einem  Punkte  von  d  ausgehenden  Ebenenpaars  von  F^  ist  er  der 
eiu-e  Punkt  für  2  solche  Punktepaare; 

2)  die  involutorische  Ebenen-Correspondenz  [2]e,  in  der  sieh  zwei 
Ebenen  entsprechen,  welche  das  einem  Punkte  von  d  zugehörige  Com- 
plex-Ebenenpaar  bilden; 

3)  die  Correspondenz  [2,  2]"^  swisehen  der  Funkireihe  d  und  dem 
Eimienbüschd  d,  in  welcher  jedem  Funkte  von  d  die  beiden  Ebenen 
seines  V-Ebenmpaars,  jeder  Ebene  von  d  die  beiden  Funkte  ihres  F^- 
FtmUepaars  entsprechen. 

In  jedes  Strahlennetz,  für  welches  d  die  eine  Leitgerade  ist,  sendet 
jeder  von  den  durch  ä  gehenden  Strahlenbüscheln  von  F^  einen  Strahl ; 
daher  ist  [2,  2]*  auch  für   die  Regeilläche  4.  Grades,   in   der  dasselbe 
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und  J'^  sich  durehschneidei),  die  CorrespondenK,  in  welcher  die  Punkbe 
von  d  und  ihre  Berühnongsebenen  sich  entsprechen. 

Die  4  Yerzweigungspunkte  von  [2,  2]"*  sind  solche  Punkte,  deren 
Ebeaenpaare  aus  zwei  vereinigten  Ebenen  bestehen,  also  stationäre 
Punkte  des  Complexes.  Zur  Unterscheidung  von  nicht  auf  d  gelegenen 
stationären  Punkten  -wollen  wir  sie  D  nennen;  die  zugehörigen  Ebenen 
i,  in  denen  je  die  Vereinigung  statt  hat,  die  Doppelebenen  von  [2,  2]'*, 
sind  auch  die  Coineidenzebenen  von  [2,  2]^,  und  die  D  sind  offenbar 
auch  die  Verzweigungspunkte  von  [2]^;  denn  für  jeden  vou  ihnen  fallen 
mit  den  Ebenen  auch  deren  Punktepaare  und  also  auch  die  zweiten 
Punkte  derselben  zusammen,  die  dem  D  in  [2]^  entsprechenden  Punkte. 

Ebenso  sind  die  Verzweigungsebenen  ö  von  [2,  2Y,  zugleich  die- 
jenigen von  [2Je,  stationäre  Ebenen  des  Complexes  und  die  zugehörigen 
Punkte  S,  die  Doppelpunkte  von  [2,  2]**,  die  Coincidenzpunkte  von  [2Jp. 

Mit  einem  Do^elstrakle  d  von  F^  inddiren  i  stationäre  Fimlite 
D  und  4  stationäre  Ebenen  $,  sowie  die  mgehörigen  Eienen  s  und 
VmUe  JE. 

Die  Punktreihe  der  J>  und  E  ist  dem  Ebenenbüschel  der  cf  und 
E  projectiv;  in  jener,  wie  in  diesem  haben  wir  3  Involutionen 
(Nr.  600,  601). 

Die  Complexfläche  einer  beliebigen  Geraden  l  schneidet  d  in  den 
4  Pankten  J>  und  wird  von  den  4  Ebenen  ö  berührt;  denn  die  I)  sind 
die  einzigen  Punkte  auf  d,  deren  Complexkegel  d  „berühren",  d,  h.  zwei 
vereinigte  Schnitte  mit  ihr  haben  (vergl.  Nr.  533). 

Die  Complexcurve  in  einer  beliebigen  Ebene  durch  d  ist,  als 
Punktort,  die  doppelte  Gerade  d,  und  nur  in  den  4  Ebenen  Ö  erweitert 
sie  sich  zu  einem  ganzen  Strahlenbüschel. 

Die  zu  d  gehörige  Complesfläche  (d)  besteht  als  Punktfiäche  aus 
den  4  Ebenen  6 ,  als  Ebenenfläche  aus  den  4  Punkton  Z). 

Die  co^  durch  d  gehenden  Strahlenbüschel  von  F-  wollen  wir 
mit  <Bi  bezeichnen.  Zwischen  ihren  Scheiteln  und  Ebenen  besteht  die 
Oorrespondenz  [2,  2]''.  Folghch  erzeugen  sie  die  Congruenz  2.  Grades 
—  mit  der  singularen  Linie  d  — ,  welche  in  II,  Nr,  492  als  dritte 
Art  der  Untergattung  Ä.  besprochen  wurde,  und  zwar  für  n  =  2. 


767  Wenn  l  eine  Gerade  ist,  welche  den  Doppelstraiil  d  schneidet,  so 

seien  der  Punkt  Id  und  die  Ebene  Id  mit  L  und  A  bezeichnet.  In 
der  Oorrespondenz  [2,  2];  (Nr.  511),  welche  durch  F^  zwischen  der 
Punktreihe  l  und  dem  Ebenenbüschel  l  bewirkt  wird,  sind  L  und  X 
Verzweigungsolomente  und  zwar   so,   dass  jedes   das   andere   zum   zu- 
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die  mit  einem  Doppelstrakle  zasammenliäJigen.  3Ü7 

gehörigen  Doppelelemente  hat;  schneiden  wir  daher  den  Ebencn- 
bUsehel  l  mit  einer  beliebigen  Geraden  V,  so  haben  in  der  aus  [2,  2]j 
sich  ergebenden  Correapondenz  [2,  2]  zwischen  den  Panktreihen  l  und 
V  die  Punkte  L  und  XV  die  nämliche  Eigenschaft;  folglich  wird  ihre 
Verbindungslinie  doppelte  Erzeugende  der  durch  diese  Corresponden^i 
entstehenden  Regelfläche  4  Grades  (Nr.  603).  Diese  hat  auf  l  und  l 
je  nur  noch  2  Cuspidalpunljte ,  also  hat  [2,  2];  sowohl  in  der  Punkt- 
reihe, als  auch  im  Ebenenbüschel,  ausser  L,  bezw.  A,  nur  2  Ver- 
zweigungselemente. Folglieh  trifft  l  die  singulare  Fläche  ^,  ausser 
in  L,  nur  noch  zweimal  und  sendet  an  sie,  ausser  A,  nur  noch  zwei 
Berührungsebenen. 

Beides  sagt  aus,  dass  d  Doppelgerade  von  ^  ist;  denn  bei  einer 
Eläche  4,  Ordnung  ist  eine  solche  ja  zugleich  Axe  eines  Büschels 
doppelter  Berührungsebenen. 

Ein  Doppelstrahl  eines  Complexes  2.  Grades  ist  aiieJi  Doppelgei-aäe 
der  singtilären  Fläche. 

Die  4  aingulären  Strahlen  in  einer  Tangentialebene  von  0  sind 
der  ihr  zugehörige  singulare  Strahl,  doppelt  gerechnet,  und  die  beiden 
singulären  Strahlen,  die  zu  den  Punkten  ihres  Oomples-Punktepaars 
gehören.  Wenn  die  Ebene  durch  d  geht,  so  fallen  alle  i  in  d  zu- 
sammen. 

Ein  Doppelstrahl  dnes  F^  ist  vierfacher  Strahl  der  Coiigruenz  S 
der  singulären  Strahlen. 

Alle  Strahlen  eines  Büschels  (E,  d)  sind  singnlär  für  T^;  zu- 
gehörige singulare  Ebene  ist  d.  Die  singulären  Punkte  erfüllen  den 
Restschnitt  von  d  mit  ^  ausser  d,  und  da  d  in  allen  Punkten  des- 
selben tangirt,  so  ist  er  eine  Gerade. 

Die  4  Ebenen  3  herührmt  0  (torsal)  je  längs  einer  Geraden,  die 
also  hier  an  Stelle  des  Kegelschnitts  [ö"]  des  allgemeinen  Falles  tritt. 
Unter  den  Ebenen  durch  d,  welche  ^  im  allgemeinen  in  zwei  getrennten 
Punkten  berühren,  sind  sie  cu^idal,  da  in  jeder  von  ihnen  diese  beiden 
Punkte  sieh  in  den  Schnitt  von  d  mit  der  torsalen  Geraden  vereinigen. 

Ebenso  sind,  dual,  die  4  Tunkte  D  die  OuspidalpunJcte  von  9  auf  d, 
und  die  Ebenen,  welche  den  sämmtlichen  Strahlen  eines  Büschels  (D,  e) 
als  singulare  zngehören,  bilden  den  Büschel  um  die  Cuspidalaxe  des 
Cuspidalpunktes  D,   der  hier  an  Stelle  de&  Kegels  [D]  getreten  ist. 

Die  Punkte  E  und  Ebenen  e  sind  für  O  nicht  ausgezeichnet. 

Jede  von  den  Ebenen  d  enthält  6  Punkte  D,  davon  4  auf  d,  alao 
noch  2  andere;  zwei  Ebenen  ö  gemeinsam  können  nur  die  4  Punkte 
D  auf  d  sein;  mithin  ergeben  sich  8  weitere  stationäre  Punlle.  Mehr 
sind   auch  nicht  möglich,  denn  8  Knotenpunkte   ausserhalb   der  dop- 
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pelteji  CJüraden  bewirken  ja  bei  einer  Fläche  4.  Ordnung  mit  eintr 
doppelten  Geraden  die  Elasse  4  (II,  Nr.  420,  421).  _^ 

Die  je  swei  weiteren  Fmilde  D  in  einer  Eiene  d  beßndm  sich  auf 
der  forsahn  Geraden  derselben. 

Die  auf  d  gelegenen  stationären  Punkte  D  sind  hinär,  vertreten 
je  zwei  von  den  16  stationären  Punkten  des  allgemeinen  Falles. 

Ebenso  haben  mr  amser  den  4  durch  d  gehenden  binären  stationären 
Ebenen  d  noch  8  andere  S,  von  denm  je  zivei  durch  jeden  der  jpunkte  D 
gehen  und  sich  in  dessen  Cuspiddlaxe  schneiden. 

i  Von    den   früheren  Betrachtungen    dieser   Fläche   0   wissen    wir, 

dass  jede  der  8  conischen  Berührungseh eneii  d  4  von  den  8  conischeu 
Doppelpunkten  I)  enthält,  von  jeder  der  4  torealen  Geraden  in  den  d 
einen,  und  ebenso,  dual,  durch  jeden  der  Punkte  D  4  von  den  Ebenen 
3  gehen,  von  jeder  der  Cuspidalaxen  der  D  eine;  jede  von  den  d  ent- 
hält dann  auch  einen  D,  in  dem  sieh  der  fünfte  und  der  sechste  ihrer 
stationären  Punkte  vereinigen,  durch  jeden  der  D  geht  eine  6. 

Der  Büschel  der  Strahlen  von  einem  beliebigen  Punkte  S  des 
Berührungs-Kegel  Schnitts  [$}  einer  der  8  Ebenen  S  nach  den  4  Punkten 
D  in  ihr  und  der  zu  ihm  duale  Büschel  aus  einem  D  sind  projeetiv 
zu   dem  Büschel  der  4  Doppeltangenten   eines  jeden  Punktes   von   0. 

Der  fünfte  und  sechste  Strahl  in  jenem  Büschel  (iS,  d)  vereinigen 
sich,  wie  wir  eben  bemerkten,  in  den  Strahl  nach  dem  in  d  gelegenen 
D  oder  in  den  Strahl  des  {S,  d),  welcher  d  trifft;  wir  werden  bald 
sehen,  dass  dasselbe  im  Tangentenbüsehel  eines  beliebigen  Punktes 
von  0  gilt. 

Aber  stellen  wir  zunächst  fest: 

Wenn  V^  eineti  Doppelstrahl  besiist,  so  ki  die  singulare  Flüche  3* 
die  Fläche,  die  wir  ais  Brmnfläche  einer  Congruena  3.  Grades  mit  einem 
Doppelstrahle  d  gefunden  haben,  (II,  Nr.  405),  so  wie  aiich  diejenige,  mit 
der  wir  als  Complexftäcke  einer  beliebigen  Geraden  l  in  Beeug  auf  einen 
allgemeinen  Complex  2.  Grades  mt  thun  gehabt  hohen  (Nr.  513,  515). 

Daher  sind,  wenn  wir  uns  der  Bezeichnung  dieses  letzteren  Falles 
erinnern,  unsere  D,  d  die  Ai,  . . .  A^;  ß^,  ...  ß^,  wobei  dann  wieder 
A^A^AgA^  A  Aßai^üA  t^iß  Projectivifcät  zwischen  ihnen  sei;  die  D  und 
3  sind  die  J5/,  ...  B^';  ß/,  ...  «/',  und  die  Tabelle  [c,  B]  von 
Nr.  516  giebt  die  Incidenzen  zwischen  ihnen.  Nehmen  wir  z.  B.  als  d, 
in  der  oben  der  Büschel  (S,  6)  construirt  wurde,  die  Ebene  a^'  und 
S  also  auf  [ff/],  so  ist  der  vierstrahlige  Büschel  S(Bi",  B^,  B^,  BD, 
und  wenn  wir  ihn  durch  den  Strahl  nach  dem  in  a/  gelegenen  5, 
also  nach  Äi  erweitern,  so  haben  wir: 
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siB^",  _B,',  B^;  Bi,  Ä,)  A  Ä,{B^',  b;,  B,',  Bl,  «,), 

wo  «1  die  Cuspidalaxe  von  A^  ist,  die  ja  den  [ß/]  tangirt.  Aber 
^i(B,",  . .  -  Bl)  liegen  in  den  4  Ebenen  ßy,  ...  ß^,  Oj  in  der  (ein- 
zigen) Berührunga ebene  von  A^,  die  durch  d  geht;    mithui: 

S{B;',  Bl,  Bl,  Bl,  AD  A  ß„  ß2,  ft-  ßi,  «W, 
also  einem  festen  Gebilde. 

Die    4    oben    erwähnten   Doppeltangenten   in  jedem   Tangenten-  769 
blische!   (S",  ö)   von   0    gehören  zu  dm   4  BoppeltangentmrCongruenzen 
C/,  ...  C^  der  #,  für  die  sie  gemeinsame  Brennfläclie  ist  (II,  Nr.  419) 
und  welche  alle  den  d  zum  Doppelatrahle  haben. 

Die  Curve  6$  hat  zum  Doppelpunkte  5  noch  den  zweiten  Sd 
erhalten,  und  in  dem  Strahle  nach  ihm  haben  aicli  die  fünfte  und 
sechste  Tangente,  die  im  allgemeinen  Falle  noch  möglich  sind,  ver- 
einigt, die  fünfte  und  sechste  Doppeltangente. 

In  der  Projectivität  der  Tangentenbüschel  (S,  e)  von  ^  sind  dem- 
nach auch  die  Tangenten  homolog,  welche  den  Doppelstrahl  d  treffen. 

Der  consinguläre  Complex,  für  den  alle  diese  Tangenten  die  singu- 
lären  Strahlen  sind,  artet  aus.  Die  beiden  weiteren  Schnitte,  mit  $, 
einer  jeden  dieser  Tangenten  fallen  in  den  Treffpunkt  mit  d  zusammen; 
also  fallen  auch  die  beiden  den  Complex  erzeugenden  Strahlenbüschel 
in  der  Tangentialebene  6  der  Tangente  zusammen.  Alle  diese  Büschel 
gehören  zum  Strahlengebüache,  welches  den  Doppelstrahl  d  zur  Axe 
hat.  Dies  Gebüsche  [d},  doppelt  gerechnet,  bildet  den  gesuchten  Complex 
und  repräsentirt  swei  Fundamentalgemnde  Ff,,  Tg.  Bie  4  andern 
r,,  ...  Tj  sind  natürlich  die,  Vielehe  die  Congruemen  Cj^,  ...  C/ 
enthalten. 

Aber  nnr  diese  sind  eigentliche  Fundam&ntal-Gewinde,  d,  h.  haben 
die  Eigenschaft,  dass  in  Bezug  auf  sie  polarisirt  der  Complex  F^  (und 
jeder  consinguläre)  in  sich  selbst  übergebt.  Das  Strahlengebüsche 
[d~\  hat  sie  nicht,  Wir  wollen  daher  auch  nicht  sagen:  [d\  ist  ein  bi- 
näres Fundamental- G&tvinde,  sondern  nur:  [dl  hat  swei  Fundamental- 
Gewinde  in  sidi  aufgenommen. 

Als  singulare  Strahlen  eines  eigentlichen  Fundamental- Gewindes, 
insofern  es,  doppelt  gerechnet,  zur  Reihe  der  consingulären  Complese 
gehört,  haben  wir  die  zur  betreffenden  Ci^  gehörigen  Strahlen  an- 
zusehen; als  singulare  Strahlen  des  eben  besprochenen  auagearteten 
Complexes  fanden  wir  die  Tangenten  von  0,  welche  d  treffen;  diese 
bilden,  nach  II,  Nr,  490,  eine  Congruens  2.  Grades  O;  in  ihr  haben 
sich  Cjj^  und  C^^  des  allgemeinen  Falles  vereinigt;  sie  hat  aber  nicht, 
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wie  die  Q*,  .  .  .  C^^,  den  d  zum  Doppel  strahle,  sondern  y.nr  singulären 
oder  Leitlinie  (Nr.  627);  <&  ist  für  sie  auch  Brennfläche. 

Bemcknet  man  nun  mit  [hik  .  . .],  worin  h  -\-i  -^  k  -\~  ■  ■  ■  =  &, 
einen  Complex  3.  Grades,  bei  welchem  von  den  6  DoppeUangentm-Con- 
gruensen  der  singulären  Flädie  und  denmach  auch  von  den  Fundamental- 
Gewinden  sich  je  h,  i,  Je  . . .  vereinigt  haben,  so  entspricht  dem  allgemeinen 
Complexe  3.  Grades  die  Bezeichnung: 

[111111], 
dem  Complexe  mit  einem  einsigen  Doppelstrahle,  der  sonst  keine  iveitercn 
Bedingungen  zu  erfüllen  hat,  die  Bezeichnung: 

pnii].») 

770  Ea   seien  51  und  2^,,  zwei  Tangentenbüschel  von  0,  von  denen  der 

zweite  seinen  Berührungspunkt  S^  auf  d  hat;  die  ff^  schneidet,  ausser 
in  d,  in  einem  durch  S^,  gehenden  Kegelschnitte,  und  von  S,,  aus- 
gehende anderwärts  berührende  Tangenten,  „Doppeltangenten"  der  ^ 
sind  nicht  vorhanden:  alle  4  haben  sich  in  d  vereinigt,  der  ja  auch 
Doppelstrahl  aller  vier  Congruenzen  C;^  ist. 

In  %  aber  sind  die  4  Doppeltangenten  getrennt.  Die  Projeetivität 
zwischen  %  und  %q  ist  daher  ausgeartet,  und  zwar  so,  dass  d  in  %^ 
der  ausgezeichnete  Strahl  ist,  dem  alle  Strahlen  in  %  eorrespondiren. 
In  jedem  T an gentenb fisch el  von  ©,  zu  welchem  d  gehört,  ist  dieser 
Strahl  für  jeden  von  den  consingulären  Complesen  der  singulare  Strahl, 
also  für  jeden  seiner  Punkte,  jede  seiner  Ebenen. 

Wenn  ein  Complex  3.  Grades  einen  Boppelstrahl  hesitst,  so  ist  der- 
selbe auch  Doppelstrahl  für  alle  consingulären  Complexe,  also  natürlich 
nur  einfacher  und  sich  nicht  besonders  auszeichnender  Strahl  für  die 
allgemeinen  Fundamental- Gewinde. 

In  der  ausgearteten  Projeetivität  zwischen  %  und  %q  ist  der  aus- 
gezeichnete Strahl  in  %,  dem  alle  Strahlen  in  %^  entsprechen,  der- 
jenige, welcher  d  trifft:  der  singulare  Strahl  fflr  das  doppelte  Gebüsche 
[d]  als  Mitglied  der  Reihe  der  consingulären  Complexe.  Daher  sind 
auch  alle  Strahlen  von  3^^  singulare  Strahlen  für  diesen  Complex,  also 
alle  Tangenten  von  ^,  welche  auf  ä  berühren;    und  in  der  That,  die 

*)  Diese  Bezeichnungea  und  diö  a  I  g  n  w  t  n  h  b  n  ich  bei  der  An- 
wendung der  Sylvester-WeierBtras  h  n  Th  o  de  Elomentactheiler  auf 
die  analytische  Behandlung  der  qaadrat  h  n  L  ai[l  du  h  Klein  (Inangural- 
Dissertation  Bonn  1868,  abgedruckt  Math  ^  al  Bl  3  S  ß  9)  Weiler  (Math. 
Annalen  Bd.  7  S.  145),  Segre  (Studio  s  U  q  ad  h  d  &  metria  della  retta, 
Memorie  AelV  Äccademia  di  Torino,  S  II  Bd  3  )  b  n  Ich  will  sie  im 
Folgenden  rein  geometriscii  hegriiaden. 
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beiden  Biiscliel  in  der  Berührungsebeue ,  tlie  ja  durch  d  geht,  um 
die  beiden  weiteren  Schnitte  der  Tangente  mit  *  geboren  zu  \d\  und 
jeder  dieser  Büschel  ergieht  sieh  zweimal,  weil  die  Ebene  in  zwei 
Punliten  tangirt.  Somit  ist  die  oben  erhaltene  Congruenz  C^  niclifc 
die  vollständige  Congrnenz  der  singuläreu  Strahlen  für  diesen  Com- 
piex,  sondern  sie  wird  durch  die  Congruenz,  ebenfalls  2.  Grades,  der 
Tangenten  von  c&  ergänzt,  welche  auf  d  berühren  (II,  Nr.  491),  oder 
sorgfältiger  ausgedrückt:  wenn  die  Reihe  der  eonaingulären  Gomplexe 
durchlaufen  wird,  so  geht  beim  Durchgänge  durch  das  doppelte  Ge- 
büsche [d]  die  Congruenz  der  singalären  Strahlen  durch  das  System 
der  beiden  Congruenaen  hindurch.  Jeder  Strahl  der  einen  oder  andern 
ist  nur  einmal  singulürer  Strahl;  daher  tann  keine  von  ihnen  doppelt 
gerechnet  werden;  jede  von  den  Doppel  tan  genten  aber  ist  es  zweimal: 
l'ür  jeden  von  ihren  Berührungspunkten. 

Ein  jeder   von   den    consingulären  Complexm   lewirld   hei   dem  ge-  1 
ineiusaweii  Doppelstrahlc  ä  eine  Corresponäenz  [2,  2]'*;  alle  diese  Corre- 
spondenzen  haben   die  Cuspidalelemente  U  und  S  von  ^,   die  gemein- 
samen binären  stationären  Elemente  der  Gomplexe,  zu  Veraweigungs- 
elementen  und  sind  daher  selbst  consingulär. 

Die  D  und  d  sind  allen  Complexen  gemeinsam;  die  Ebenen  £  und 
Punkte  Ji,  die  Doppelelemente  der  Correspondenzen,  verändern  sich 
von  einem  Gomplexe  zum  andern,  und  jene  wie  diese  beschreiben  eine 
Involution  4.  Grades,  derartig,  dass  jede  Gruppe  zn  4  Gomplexen  ge- 
hört (Nr.  002).  Zu  diesen  Involutionen  gehört,  als  eine  Gruppe,  die 
der  ä,  bezw.  der  D;  die  zugehörigen  Gomplexe  sind  die  doppelten 
Fundamental-Gewinde  J^,  ...  J^. 

Jeder  von  den  Complexen  enthält  ein  System  ©^.b  von  durch  d 
gebenden  Strahlenbüscheln  ©d,  deren  Seheitel  und  Ebenen  sich  in 
[2,  2]'*  correspondiren:  wir  ehalten  also  ein  System  consingtäärer  @a^a 
(Nr.  606). 

Jeder  durch  d  gehende  Strablenbüschel  gebort  zu  2  von  diesen 
©2,a  oder  zu  2  von  den  Complexen;  und  nur  dann  blos  zu  einem, 
wenn  sein  Scheitel  oder  seine  Ebene  eins  der  gemeinsamen  Ver- 
zweigungselemente Ö  oder  ä  ist  (Nr.  606).  Vermittelst  eines  dieser 
Elemente  bringen  wir  daher  den  Ebenenbüsehel  und  die  Punktreihe 
d  in  projective  Beziehung  zur  Reihe  der  consingulären  Gomplexe  und 
zu  den  Tan  genten büscheln  von  0. 

Unter  den  oo^  Correspondenzen  [2,  2]**  befinden  eich  4  Doppel- 
Projeetivitäteu,  in  denen  die  einen  Verzweigungs demente  den  andern 
entsprechen  (Nr.  603),  unter  den  ®2,2  also  4  Doppel-@i,i   (doppelte 
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Systeme  der  Strahlen büschel  je  eines  singulitren  Strahlenuetaes);  sie 
iTihreii  von  den  Doppel-Gewiui^en  Fj,  ...  ^^  her. 

Auch  die  Fläche  0  ruft  swischen  der  Punlctreike  und  dem  JEbenen- 
büsckel  d  eine  Correspondenz  [2,  2]*^  hervor,  in  der  jedem  Punkte  von 
d  seine  beiden  Berührungsebenen,  jeder  Ebene  durch  d  ihre  beiden 
Berührungspunkte  entsprechen;  aie  hat  ebenfalls  die  D  and  d  zu  Ver- 
zweigungselementen und  gehört  in  die  Keihe  eonsingulärer  Corre- 
spende  uzen. 

Die  obige  Projectivität: 

S{B^",  B.;,  B^',  je/,  ^i)  7\  (3j,  ß^,  ß.^,  ßi,  a,d 
zwischen  dem  Tangentenbiischel  (S,  a/)  und  dem  Ebeneubüschel  d  lehrt, 
weil  S(Bj^',  ...,  B{)  zu  den  Q^,  ...  C^  gehören,  also  singulare 
Strahlen  der  Doppel-öewinde  F^,  . . .  T^  sind  und  SAj^  als  derjenige 
des  Doppel-Gebüsches  [rf]  anzusehen  ist  und  weil  ß,,  ...  ß^  dem  Ai 
in  den  4  Doppel-Projectivitäten  entsprechen,  welche  von  r,,  ...  F^ 
herrühren,  dass  a^d  dem  jij  in  derjenigen  Correspoudenz  [2,  2Y  ent- 
spricht, welche  von  [d}  herrührt.  Nun  ist  diese  Ebene  die  einzige 
durch  d  gehende  Beiührungsebene  von  0  in  Aj^,  entspricht  ihm  also 
in  [2,  2]'^  und  zwar,  da  durch  das  einem  Verzweigungselemente  zu- 
gehörige Doppelelement  jede  von  den  [2,  2]"*  eindeutig  bestimmt  ist, 
nur  in  ihr;  [2,  2]*  rührt  also  von  [d]  her  oder  genauer,  da  eigentlich 
ein  Gebüsche  auf  seiner  Axe  keine  Correspoudenz  hervorruft: 

Die  Oorresponden^  [2,  S]*  ist  di^enige  in  der  Reihe  der  consingu- 
lären  Correspondemen  [2,  2]",  die  sich  im  Continuum  ersieht,  wenn  der 
consinguläre  Complex  durch  das  Doppel-Gebüsche  [d]  geht. 

772  Wi''  haben  in  Nr.  606  gelernt,  wie   man  von  einem  der  consin- 

goläreo  Strahlenbüschel- Systeme  ©2,3  zum  andern  gelangt;  insbeson- 
dere ist  es  werthvoU,  von  dem  Systeme  S*^  der  mit  d  ineidenten 
Tangentenbiischel  von  0  zu  den  andern  au  gelangen. 

Jede  zwei  verbundenen  Involutionen  3^,  3i  des  'B'^^  führen  zu 
einem,  zwei  in  einer  derselben  gepaarte  Büschel  von  ®'^^  liefern  durch 
Vertauschung  ihrer  Ebenen  (oder  Scheitel)  zwei  Büschel,  die  dem 
neuen  ©2,2  angehören  und  auch  in  einer  von  dessen  Involutionen  ge- 
paart sind  und  zwar  einer  von  den  beiden  verbundenen,  welche  zu 
©5"    zurückführen. 

Zu  diesen  beiden  verbundenen  Involutionen  des  einem  beliebigen 
von  den  eonsingulären  Oomplexen  zugehörigen  ©a^s  kann  man  auch 
unmittelbar  gelangen.  Es  sei  (X,  ^)  ein  Büschel  ©^  von  F^  aus  dessen 
®i,2,  so  dass  X  und  |  in  der  zugehörigen  [2,  2]''  einander  entsprechen; 
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durcli  einen  beliebigen  Strahl  y  von  ©,;  gehen  stets  uwei  weitere 
Büschel  von  F^:  ihre  Seheitel  Y',  Y"  sind  die  Schnitte  von  y  mit 
dem  Kegelsehnitte  von  0  in  |,  ihre  Ebenen  jj',  ij"  die  Beröhrungs- 
ebenen  aus  y  an  den  Tangentialliegel  2.  Grades  ans  X  an  0.  Kommt 
y  nach  (7,  so  fallen  Y',  Y"  in  die  Berührungspunkte  X',  X"  von  | 
mit  0,  ti,  ij"  in  die  Tangentialebenen  §',  |"  von  ^  in  X,  welche  der 
§,  dem  X  in  [2,  2]'^  entsprechen;  wjthrend  X'  und  |',  X"  und  |"  in 
[2,  2Y  correspondirend  sind. 

Jedem  von  den  Sü-aJüenbüscheln  ©^  der  r^,  welche  durdt  den  Doppel- 
strahl  d  geh&t,  werden  so  0wd  andere  gugeordnet,  die  wir  ihn  im  mtgem 
Sinne  schneidend  nennen  Mnnen,  weil  sie  aus  Strahlenbüscheln  von  I^, 
die  den  ©^  in  einem  beliebigen  Strahle  schneiden,  durch  Continuität 
sich  ergeben:  ihre  Scheitel  sind  die  Berührungspunkte,  mit  0,  der 
Ebene  von  ©d,  ihre  Ebenen  die  Berührungsebenen  seines  Scheitels, 

Man  ersieht,  (X,  |)  entsteht  ebenso  aus  (X',  |')  oder  (X",  |"), 
wie  umgekehrt  diese  aus  (X,  |).  Die  Zuordnung  ist  daher  eine  in- 
volutorisehe;  man  kann  den  einen  dem  (X,  |)  zugeordneten  Büschel, 
etwa  (X',  I'),  für  sich  verfolgen;  denn  wenn  auch  einmal  sein  Scheitel 
mit  dem  des  andern  Büschels  zusammenfällt,  so  thun  es  doch  nicht 
gleichzeitig  die  Ebenen.  Und  so  ergeben  sich  zwei  eindeutige  involM- 
torische  Besiehungen  oder  hirs  Involutionen  in  dem  su  F^  gehörigen  ®i,2, 
von  denen  in  der  einen  (X,  |)  und  (X',  §'),  in  der  andern  (X,  i)  und 
(X",  I")  gepaart  sind:  es  sind  die  beiden  Involutionen  von  ©2,2,  welche 
zu  ©f,  führen;  denn  (X,  0,  (X,  ^)i  i^,  O^  (^">  ^)  gehören  zu 
diesem  Systeme. 

Die  Scheitel  der  Strahleuhüschel  {Y,  rj)  von  F^,  welche  den 
@d  ^^  (X,  §)  schneiden,  durchlaufen,  wie  wir  oben  fanden,  den  Kegel- 
schnitt 1^,  ihre  Ebenen  umhüllen  den  Kegel  2.  Grades  X0,  der  sieh 
so  zu  dem  Kegelschnitte  perspectiv  ergiebt.  Folglich  erzeugen  die  Büschel 
von  F'^,  welche  den  durch  den  Boppelstrahl  gehenden  Büschel  ©d  des 
Complexes  schneiden,  eine  Congruenz  2.  Grades  von  der  Art  2)  in  II, 
Nr.  499  für  n  =  2.*) 

Jeder  von  den  Büscheln  (F,  ij)  bestimmt  involutonsch  und  ein- 
deutig den  aweiten  durch  den  nämlichen  Strahl  y  von  ©^  gehenden 
Büschel. 


*)  Weiler,  Journal  f.  Mathematik  Bd.  95  S.  142.  Damit  hat  Weiler  — 
BchOH  1881  —  eine  Congruenz  2.  Ordnung  gefunden,  die  nicht  unter  den  von 
Kummer  aufgezählton  «ich  befindet  und  zu  den  von  Schumacher  ermittelten 
gehört  (11,  Ni'.  4B3);  freilich,  wie  ea  scheint,  ohne  sich  dieser  Ueberaohreitnng  des 
Gehiets  der  Kummer'Echen  Congruenzen  bewnsst  zu  werden. 
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Die  eine  llegelschaar-lieilie  einer  solciien  Congruena  liesfcelit  aus 
lauter  Strahlenbüschel -Paaren. 

773  Die  Complexfiäche  Q),  welche  zu  eitler   deti  Doppelskahl  ä  von  F^ 

treffenden  Geraden  l  gehört,  hat  d  sur  Doppelgeraden. 

In  rier  That,  die  F^-Kegel,  welclie  ilire  Spitze  auf  eioer  Geraden 
m  haben ,  erzeugen  (Nr.  513)  auf  l  eine  involutorische  Oorrespondenz 
[2];  die  Punkte  von  m,  deren  Kegel  die  l  berühren  oder  die  Coinci- 
denzen  von  [2]  bewirken,  sind  die  Schnitte  mit  (Z).  Lassen  wir  m 
auch  den  d  treffen,  so  ergiebt  sich  L  ^  Id  leicht  als  solcher  Punkt, 
der  mit  beiden  in  [2]  entsprechenden  Punkten  sich  vereinigt  hat,  weil 
sein  Kegel  sowohl  wie  der  aus  M:i^md  ein  Ebenenpaar  mit  d  als 
Doppcllinie  ist.  Daher  ist  L  doppelte  Coincidenz  von  [2]  (I,  Nr.  18), 
und  demnach  hat  m  ausser  dem  dem  L  entsprechenden  Funkte  M 
auf  m  nur  zwei  Schnitte  mit  (l),  welche  den  beiden  andern  Ooinei- 
denzen  entsprechen;  d.  h,  d  ist  doppelt  auf  (l). 

Smtit  besitsi  (l)  gwei  sich  schneidmtde  Do^elgeradmi  d,  l  und  auf 
jeder  von  ihnen  nur  noch  2  Cuspid alpunkte  (II,  Nr.  422).  Die  auf  l 
sind  die  Schnitte  A^,  A2  dieser  Geraden  mit  0  ausser  X;  womit  noch- 
mals die  Zweifacliheit  von  d  auf  0  bewiesen  ist.  Die  Cuspidalpunkte 
aber  auf  d  sind  die  Punkte  des  Paars  (1),  wenn  l  die  Ebene  Id  ist; 
denn  die  Complexkegel  der  Punkte  von  l  müssen,  als  Tangentialkegel 
von  Q),  durch  diese  Cuspidalpunkte  gehen;  andrerseits  ist  unmittel- 
bar ersichtlich,  dass  sie  auch  durch  die  Punkte  jenes  Paars  gehen. 
Ebenso  sind  die  Ebenen  des  Paars  (L)  die  beiden  Cuspidalebenen  von  d. 

Die  Cuspidalpunkte  A,,  A.^  auf  l  führen  zu  4  conischen  Doppel- 
Berührungsebenen  a^,  a",  a^,  K^",  und  ebenso  die  beiden  Cuspidal- 
ebenen ^1 ,  ß^  (iurch  l  zu  den  4  conischen  Knotenpunkten  D^,  . .  .  J5/'. 
Die  Complexfiäche  (ß),  mit  der  viiv  es  jetzt  zu  thun  haben,  ist  die  in 
II,  Nr.  418,  422  besprochene  Fläche. 

Die  Cuspidalpunkte  A^,  A^,  die  Cuspidalebenen  ^g,  ß^  sind  in  L, 
bezw.  l  gerückt,  a^',  «3"  haben  sich  mit  a^',  a^'  in  die  Ebenen  von 
(L),  B;,  B^'  mit  -S/,  J?/'  in  die  Punkte  von  (;i)  vereinigt.  Ans  der 
Tabelle  [«,  B\  von  Nr,  516  entnehmen  wir,  dass  2.  B.  auf  k,'  und 
ihrem  Kegelschnitte  [a/j  liegen:  B",  B,J,  der  Cuspidalpunkt  B^:^Bl 
von  d  und  der  Cuspidalpunkt  A^  von  l,  auf  der  Cnspidalebene  cc^r^.a^ 
die  beiden  Cuspidalpunkte  B^'^B^,  S^"^^B^"  von  d,  die  beiden 
Doppelpunkte  B^',  B^,  längs  deren  Verbindungslinie  sie  berührt;  ß^ 
tangirt  längs  \  ^  B^'  B,".  Wir  haben  —  entsprechend  II,  Nr,  418 
—  das  Vierseit  torsaler  Geraden  Bi  Bi'  B^"  B^,  längs  deren  die  4 
Cuspidalebenen  berühren  und   welche  je  zwei   conische  Doppelpunkte 
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verbinden.  Durch  die  Diagonalen  B^S^'i  •^\' -^i  gehen  je  zwei 
conisehe  B er iihrungs ebenen  a",  a^;  a^',  «g";  diejenigen  zwei,  die  durch 
denselben  Cuspidalpunkt  von  l  oder  d  gehen,  sehneiden  sich  in  dessen 
Cuspidalaxe,  z.  B.  «,',  «/'  in  der  «j  von  Aj^. 

Die  Schnittcongruenz  von  F'^  mit  einem  durch  den  BoppelstraU  ä  IIA 
gehenden  Gewinde  V  hat  d  sum  Doppelstrahl.  Denn  der  Strahlenbüsehel 
ans  irgend  einem  Punkte  von  ä  a.n  F  geht  durch  d,  das  Strahlen- 
büsehel-Paar  an  r^  hat  d  zur  Doppellinie;  demnach  ist  nur  d  beiden 
gemeinsam.  Die  beiden  Strahlen  der  Schnitte ongruenz  aus  irgend 
einem  Punkte  von  d,  in  irgend  einer  Ebene  darch  d  vereinigen  sieh 
durchweg  in  d.  In  dem  Ebenenbüschel  d  entsteht  ferjier  eine  Corre- 
spoudenz  [2,  2],  in  der  sich  die  Ebenen  der  Strahlenbüsehel  entsprechen, 
welche  je  von  demselben  Funkte  von  d  an  F  und  F^  kommen.  Die 
4  CoineidenK ebenen  tragen  die  4  durch  d  gehenden  binären  Strahlen- 
büsehel von  F^F  (II,  Nr.  402).  Auch  dadurch,  dass  4  Büschel  der 
Congruenz  durch  ihn  gehen,  giebt  sieh  d  als  Doppelstrahl  derselben 
zu  erkennen  (Nr.  560). 

Wird  F  ein  Gebüsche,  dessen  Äxe  l  den  Doppelstrahl  d  trifft,  so 
bekommt  infolge  dessen  die  Brennfläche  der  Congruenz,  d.  i,  die  Com- 
plexfläche  (l),  den  d  zum  Doppelstrahl. 

Die  'Regelfläcke  4.  Grades,  in  welcher  r^  von  einem,  durch  d  gehen- 
den Strahlennetze  geschnitten  wird,  hat  d  zur  doppelten  Erzeugenden; 
denn  die  Stützpunkte  von  d  auf  die  beiden  Leitgeraden  sind  Ver- 
zweigungspunkte  der  erzeugenden  Correspondenz  [2,  2]  und  zwar  so, 
dass  jeder  den  andern  zum  zugehörigen  Doppelpunkte  hat  (Nr.  603). 

Demnach  schneidet  ein  Strahlennetz,  welches  durch  eine  d  nicht 
enthaltende  Regelschaar  von  F^  und  durch  d  gelegt  ist,  in  einem 
Strahlenbüs ehe!- Paar,  von  dem  d  die  Doppellinie  ist. 

Die  Regelfläche  4.  Grades  wird  von  einer  ßegelsehaar,  welche 
durch  die  doppelte  Erzeugende  geht  und  die  Leitgeraden  in  ihrer  Leit- 
schaar  hat,  noch  in  2  Emengenden  geschnitten.  Folglich  säMt  unter 
den  4  Strahlen,  tcelche  F^  mit  einer  durch  dm  Doppelstraid  gehenden 
'Regelschaar  gemeinsam  hat,  dieser  zweifach. 

Durch  einen  Strahl  von  F^  gehen  c»*  Gewinde'und  iu  der  Sehnitt- 
congruenz  eines  jeden  eine  endliche  Zahl  von  Regelsehaaren  oder  oo', 
je  nachdem  der  Strahl  ein  einfacher  oder  doppelter  Strahl  des  F^  und 
also  auch  der  Schnitte  ongruenz  ist;  andererseits  ergiebt  sieh  jede  Regel- 
schaar von  F^  auf  diese  Weise  bei  allen  oo^  durch  sie  gehenden  Ge- 
winden. Ein  einfacher  Strahl  von  F^  gehört  zu  tx>*~^  Regelschaaren 
des  Complexes,  was  wir  längst  wissen,   eine  doppelter  aber  zu  ixi*+^'"^. 
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Durdi  einen  Doppelstrahl  d  eines  Complexes  3,  Grades  gehen  oo^ 
ä&mselken  angehörige  Begelschaaren,  und  deshalb  durch  d  und  einen  be- 
liebigen Strahl  g  des  Oomplexes  oo'  Begelschaaren.  Biese  oo^  Begel- 
schaaren erfüllen  die  Schnittcongruens  von  F^  mii  demjenigen  TangenUal- 
gemnde  von  g,  welches  durch  d  gehi.  Für  sie  sind  d  und  g  heide  doppelt, 
d  als  Doppelsfcrahl  von  T^,  g  wegen  der  Berührung,  und  in  der  Regel- 
achaar-Heihe  sind  zwei  Paare  verknüpfter  Eegelachaar- Reihen  zu- 
sammengefallen (II,  Nr,  407):  sie  ist  qnaternär. 

Die  Regel seb^aren,  welche  durch  d,  g  und  die  verschiedenen 
Strahlen  x  eines  Compieskegels  [(P)  oder  einer  Complexcurve  (?r) 
gehen,  bilden  eine  Congruen/,  2.  Grades  (II,  Nr.  409);  zu  der  Regel- 
fläche 8.  Grades,  welche  sie  mit  F^  gemein  hat,  gehören  (P)  oder  (rc) 
und  die  Büschel  dx',  dx",  wo  x',  x"  die  beiden  von  d  getroffenen 
Strahlen  von  (P)  oder  (n)  sind,  Ist  y  ein  Strahl  des  weiteren  Schnitts, 
80  hat  die  Regelschaar  {dgxy)  mit  F^  5  Strahlen  gemeinsam,  weil  d 
doppelt;  folglich  zerfällt  dieser  Schnitt  in  zwei  Regeis cbaaren;  daher 
senden  von  den  durch  d  und  g  gehenden  Regeischaaren  des  F^  2  einen 
Strahl  durch  P  oder  in  ji:  ihre  Congruenz  ist  2.  Grades,  wie  wir  eben 
auf  andere  Weise  erkannten. 

775  Es  sei  p^  eine  beliebige  Regelschaar  von  F^;   jede  andere  Regel- 

schaar des  durch  sie  bestimmten  Regelschaar- Gebüsch  es  |  p,,  |  von  F^ 
befindet  sich  mit  q„  so  in  einem  Gewinde  F,  dass  beide  zur  nämlichen 
Reihe  von  FF^  gehören.  Soll  sie  durch  d  gehen,  so  gehört  sie,  weil 
Pu  den  d  nicht  enthält,  nicht  zu  einer  der  binären  Reihen  von  FF^, 
deren  sämmthche  Regrlschaaien  durch  den  Doppelstrahl  d  dieser  Con- 
gruenz gehen,  sie  wird  also  von  einer  nicht  durch  d  gehenden  Regel- 
schaar (der  veiknuptten  Reihe)  zum  vollen  Schnitte  eines  Strahlen- 
netzes ergänzt  und  ist  diihei  Strahlenbüschel-Paar  mit  d  als  Doppellinie. 

Jedes  Begelschaat -GebHsüie  -von  F^  entkMi  ao^  durch  d  gehende 
Begelschaaren,  die  abet  durchweg  in  swei  StraJilenbüschel  ©^  verfallen. 

Oder:  Bat  rxi'-System  der  Büschelpaare  aus  zwei  ©^  sendet  in 
jedes  B^gelschaat -Gebüsche  von  F^  oo^  Baare. 

Jeder  Büschel  ©^  von  F^  bestimmt  mit  p^  ein  Gewinde  und  wird 
dann  durch  einen  zweiten  ©d  zu  einer  Regelschaar  ergänzt,  die  in  der 
Schnittcongruenz  zur  nämlichen  Reihe  wie  pg  gehört,  also  zu  einer 
Regelschaar  von  |po|.  Sei  (X,  |)  jener  Büschel  und  (Z^,  %^  dieser, 
so  befindet  sich  das  Paar  (X,  |j),  (Xj,  |),  als  Leitsehaar,  in  dem  dem 
I  Pq  I  zugeordneten  eonsinguiären  Complexe  F^^.  Jenes  Paar  gehört  zu 
der  einen  der  beiden  verbundenen  Involutionen  in  dem  ©a,^  des  F^, 
die  zu  dem  ©g,2  des  F^  führen,  und   dieses   zu  der   einen  der  Invo- 
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lutionen  dieses  ®s,2,  welche  zu  jenem  führen.  Also  ist  der  Büschel 
©d  TOü  r^j  welcher  einen  gegehenen  Büschel  @d  "dieses  Complexes  zu 
einem  Büschelpaar  ergänzt,  das  einem  bestimmten  Regelschaar- Ge- 
büsche von  r^  angehört,  ihm  in  der  einen  der  beiden  Involutionen 
des  @s,a  des  F^  gepaart,  welche  zu  dem  @2,a  desjenigen  eonsingulären 
Complexes  führen,  der  diesem  Gebüsche  zugeordnet  ist,  und  der  ihn 
zu  einem  Büschelpaar  des  verknüpften  Gebüsches  ergänzende  Büschel 
ist  ihm  in  der  verbundenen  Involution  gepaart. 

Auch  diese  Ueberlegung  zeigt,  dass  d  für  alle  eonsingulären  Com- 
plexe  Doppelstrahl  ist. 

Jedem  Büschel  ©^  von  F^  ist  also,  wenn  es  eich  um  die  Zu- 
gehörigkeit zu  einem  bestimmten  Rege  lach  aar- Gebüsche  handelt,  ein- 
deutig ein  anderer  zugeordnet;  da  aber  aus  jedem  Punkte  von  d  zwei 
Büschel  ®a  kommen,  so  bilden  die  Scheitel  zugeordneter  Büschel  eine 
involutorisehe  Oorrespondenz  [2]  auf  d,  und  ebenso  die  Ebenen  um  d. 

Zwei  Regeischaaren  q^  von  F^,  welche  durch  d  gehen,  gehören, 
wegen  des  gemeinsamen  Strahls,  zum  nämlichen  Gewinde,  und  schnei- 
den sich  im  allgemeinen  nicht  mehr;  denn  jede  wird  nur  von  cx:^ 
Eegelschaaren  Qa  noch  in  einer  zweiten  Geraden  geschnitten,  indem 
durch  jede  von  ihren  Geraden  oo^  gehen.  Folglich  gehören  sie  in  dem 
verbindenden  Gewinde  zu  der  nämlichen  von  den  beiden  binären  Reihen 
der  Schnittcongruenz;  d.  h.  sie  gehören  zu  demselben  Gebüsche  von  F^- 
Da  ferner  alle  Regelsehaaren  von  F^  durch  d  und  einen  einfachen 
Strahl  des  Complexes  zwei  zusammengefallene  verknüpfte  Reihen  der 
von  ihnen  erzeugten  Congruenz  bilden  (Nr.  774),  so  haben  wir; 

Die  oo^  JRegelschaarm  pd  «">«  F^,  welche  den.  Doppelslrahl  d  ent- 
halten, hilden  für  sich  ein  Gebüsche  £^d,  das  mit  seinem  verlcnüpßen 
id&ntisch  ist;  was  zu  erwarten  war,  da  in  dies  Gebüsche  die  beiden 
D oppel geh ü sehe  .£3,5  und  2^3,6  sich  vereinigen. 

Die  Leitschaaren  der  Qd  erfüllen  das  Strahlengebüsche  [t?],  das 
so,  doppelt  gerechnet,  unter  die  eonsingulären  Oomplexe  kommt.  Zur 
Erzeugung  genügt  schon  der  Inbegriff  der  Leitschaaren  der  Eegel- 
schaaren eines  Feldes  von  .£3,,!;  wenn  der  Träger  Qd  ist,  so  sind 
die  Eegelschaaren  des  Feldes  die  oa'  Qa ,  welche  durch  die  ver- 
schiedenen Geraden  von  p^"  gehen.  Ist  also  t  ein  Strahl  von  [d'],  so 
können  die  Regeischaaren  des  Feldes,  die  ihn  in  der  Leitschaar  haben, 
nur  in  der  Reihe  sich  befinden,  die  durch  d  und  die  zweite  von  t  ge- 
troffene Gerade  von  qJ*  geht;  die  Strahlen  aus  einem  beliebigen  Punkte 
von  1^  an  die  Congruenz  2.  Grades,  die  durch  diese  Reihe  entsteht, 
gehören  somit  zu  zwei  Regeischaaren  des  Feldes ,  und  in  deren  Leit- 
schaaren befindet  sich  t:  so  entsteht  [(?]  doppelt. 
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368     Complexe  2.  Gr.  mit  einem  od.  melireren  nicht  windschiefen  Doppektrahlen. 

Das  dem  2^'s,d  zugeordnete  System  4,'  Stufe  S/  Yon  Gewinden 
hat  [ä]  zum  Doppelge winde:  alle  seine  Güwindenetae  gehen  durch  [d]; 
denn  die  Leitschaaren  aller  pj  sind  io  [d]  enthalten. 


Die  Complexe  2.  Grades  mit    einem  oder  mehreren  Doppelstralilen, 
unter  denen  keine  zwei  windschiefen  sich  befinden. 

776  Die    singulare   Fläche    0  eines   Complexes   2.  Grades    mit   einem 

Doppelstrahle  d  ist,  im  allgemeinen  Falle,  die  Fläche,  welche,  in  Bezug 
auf  einen  allgemeinen  Comples  2.  Grades,  zu  einer  beliebigen  Geraden 
l  ^  d  als  Complexfläche  gehört.  Wir  ^Jialten  also  Corn/plexe  mit 
s^cieÜeren  singulär&n  Flächen,  tvenn  wir  dem  Träger  d  die  frülier  he- 
sprodienen  specieUen  Lagen  geben. 

Wir  müssen  aber  jetzt  unterscheiden  unsern  speeiellen  Complex 
r^,  um  dessen  singulare  Flache  es  sich  handelt,  von  dem  allgemeinen 
rj)^,  zu  welchem  sie  als  Complexfläche  gehört,  und  versehen  deshalb 
auch  die  dem  letzteren  zugehörigen  Elemente  mit  dem  Zeiger  0.  Die 
betrachteten  speeiellen  Lagen  von  d  waren:  1)  ein  Strahl  von  F,,^, 
2)  ein  beliebiger  singulärer  Strahl  dieses  Complexes,  3)  ein  drei- 
punktig  berührender  singulärer  Strahl  {oder  ein  singulärer  Strahl 
2.  Ordnung),  4')  ein  beliebiger  Strahl  in  einer  der  stationären  Ebenen 
ä^  von  r„^,  5')  ein  Strahl  des  Büschels  (£„,  dß),  6')  einer  der  16  Strahlen 
Srf„  (singulärer  Strahl  3.  Ordnung),  oder  dual,  4")  ein  Strahl  durch 
einen  der  stationären  Punkte  D^,  5")  ein  Strahl  von  (öy,  Eq),  6")  einer 
von  den  16  Strahlen  So^. 

In  den  drei  Fällen  1),  2),  3)  erhalten  wir  eine  in  sich  duale 
Fläche  ^  und  einen  eben  solchen  Complex;  während  4')  und  4"),  5') 
und  5"),  6')  und  6")  zu  Paaren  von  dual  einander  gegenüberstehenden 
singulären  Flächen  und  Complexen  führen. 

Im  Falle  X),  wo  der  Träger  d  der  Complexfläche  von  r^^,  welche 
singulare  Fläche  S  von,  F^  wird,  ein  Strahl  von  F^^  ist,  ist  er  cuspidal 
für  dieselbe  (Nr.  519),  so  dass  in  jedem  Punkte  von  d  die  beiden  Be- 
rührungsebenen von  O  sieh  vereinigt  haben.  IHc  Gorrespondens  [2,  2]* 
ist  in  eine  doppelte  ProjecUvität  übergegangen:  das  System  der  den 
Doppelstrahl  d  enthaltenden  Tangentenbüsehel  von  ^  ist  das  Strahlen- 
büschel-System @j,i  eines  singulären  Strahlennetzes. 

Wir  haben  aber,  nach  wie  vor,  die  4  Cuspidalpunkte  -4i,o, .  -  ■  -4,,o 
und  die  4  Cuspidal  ebenen  ßuü,  ■•■  ßi,ü,  derartig  jedoch,  dass  die  einen 
für  die  andern  die  zugehörigen  Doppelelemeiite  sind,  wenn  eben  diese 
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Doppel-Projectivität  als  Speeialfall  einer  [2,  23  betrachtet  wird.  Dem 
Büsciiel  {Äj^Q,  ßi^o)  gehören  die  Cuspidalaxe  %,o  'von  ^i,o  und  die 
Torsallinie  6,-,o  von  ßi^o  an  (Nr.  519), 

Während  (Nr.  772)  im  allgemeinen  Falle  in  @^ä  zwei  verbundene 
Involutionen  3^,  3|  (oder,  was  genügt,  eine  von  ihnen)  au  legen  waren, 
um  zu  dem  @3,a  eines  eonsingulären  Complexes  zu  gelangen,  haben 
wir  hier  in  dieses  Doppel-@i^i  eine  involutorisehe  Correspondenz  [2] 
zu  legen  (Nr.  606)  mit  den  Verzweigungselementen  (jif,o,  ß  o)  ud  bei 
jedem  Paare  entsprechender  Büschel  derselben  dann  die  Ebenen  aus 
zutanschen,  damit  wir  zu  dem  Strahlenhiisehel-Systeme  ©S2  d  lei 
Correspondenz  [2,  2]''  gelangen,  welche  einem  der  conaingul  len  Co 
plexe  zugehören.  Die  oo'-  möglichen  Correspondenzen  [2]  in  @i,i  mit 
den  genannten  Verzweigungselementen  liefern  die  @s,a  und  [2,  2]^  für 
die  ganze  Reihe  der  eonsingulären  Complexe. 

Die  [2,  2]"^  gehört  dem  Doppeigebusche  [ä]  als  Mitglied  dieser 
Reihe  an;  da  sie  eine  Doppel-Projectivität  ist,  so  haben  wir  nur  noch 
3  andere  Doppel-Projectivitäten,  welche  von  den  3  Fundamental -Ge- 
winden herrühren,  die  durch  die  in  diesem  Falle  nur  vorhandenen 
3  Doppeltang enten-Congruenzen  (Nr.  561)  gehen.  In  ihnen  entsprechen 
den  ^1,0,  -^3,0)  -^,o,  -^4,0  die 

ft,.,  ft,.,  A,.,  ß.y,  ft,.,  ßv,  ft..,  ß.y,  A,.,  A..,  *,.,  (S,,.. 

Das  Gebüsche  [d]  hat  demnach  nunmehr  3  Fundamental- Gemnäe 
des  allgemeinen  Falls  in  sieh  aufgenommen,  und  mr  haben  den  Complex 
2.  Grades,  dessen  singtdäre  Fläche  die  Complexfläcke,  im  Bestig  auf  einen 
allgememen  Complex  2.  Grades,  für  einen  Sirahl  desselben  ist,  mit: 

[31H] 


In  den  Tangenteiibüscheln  von  0  haben  wir  zur  Festlegung  der 
Projectiviiät  noch  4  Strahlen:  die  3  Doppeitangeuten  und  den  d  tref- 
fenden Strahl. 

Auf  ^  ist  d  cuspidal.  Nehmen  wir  in  Bezug  auf  (einen  zu  $ 
gehörigen)  F^  die  Coraplexfläche  eines  d  treffenden  Trägers  l^^d,, 
so  wird  (Nr.  773)  auf  ihr  d  doppelt,  aber  im  allgemeinen  nicht  cuspidal. 


Aber  kehren  wir  zunächst  noch  zu  unseren  weiteren  Fällen  2),  3)  777 
zurück,  in  denen  die  zur  singulären  Fläche  von  F^  gewählte  Complex- 
fläche  von  F^^  nur  eine  doppelte  Gerade  hat,  ihren  Träger  d. 

Wenn  d  für  F,,^  singulare^  Strahl  §„  ist,  so  vereinigen  sich  (Nr,  527) 
■Aifi,  -4b,o  im  zugehörigen  singalären  Punkte  S^,  ^3,0,  ^4,0  iu  der  zu- 
gehörigen Ebene  0„.     Infolge  dessen  fallen  die  Projectivitäten : 
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in  die  ( 


zusammen:  eine  ausgeartete  Projectivität,  für  welche  S^,,  «o  ^ 
nelm  Elemente  sind.  Sie  repräsentirt,  doppelt  genommen,  die  [2,  2]''';  das 
2u  ©1,1  gehörige  StraUennetz  zerfällt  in  den  Bündel  S^  und  das  Feld 
fffl  und  ©1,1  in  zwei  Reihen  von  Strahlenbiischeln,  von  denen  die  einen 
alle  aus  Äq  kommen  und  in  den  Ebenen  durch  d  liegen,  die  andern 
in  6o  sich  befinden  mit  den  Scheiteln  auf  d.  Die  beiden  andern  Pro- 
jeetivitäten  sind: 

«0^3,0^^,0  A  Soßuoßi,o, 
A  eo/33,0/5.,0- 
Sie  röhren  von  den  beiden  Fundamental- Gewinden  her,   welche   durch 
die   in   diesem   Falle   allein   noch   vorhandenen  Doppeltangenten-Con- 
graenzen  von  ^  gehen  (Nr.  562). 

Das  Gebüsche  [d]  hat  demsufolge  noch  ein  weiteres  Mindamental- 

Gewinde  in  sich  aufgenomm^  tmd  dem  Comphxe,  dessen  singulare  Fläche 

die  in  Bemg  auf  einen  allgemeinen  Complex  3.  Grades  genommene  Gomr 

plexßäche  eines  singulär&t  Strahls  desselben  ist,  kommt  die  Beseichmmg: 

[411] 

SU. 

In  das  zerfallende  Strahlenbüschel  -  System  @i,i  soll  nun  eine  in- 
volutorische  Oorreapondenz  [2]  gelegt  werden  und  zwar  mit  den  Bü- 
scheln (So,  /3j,o),  {Sa,  ^2,o),  (-^3,0,  So),  (-^4,0,  öo)  als  Verzweigungs- 
elementen. Wenn  der  Kegelschnitt  K,  auf  welchem  die  Tangenten 
eines  andern  Kegelschnitts  S  eine  involutorische  Correspondenz  [2] 
hervorrufen,  in  zwei  Gorade  zerfällt,  so  ist  die  [2]  übergegangen  in 
eine  Correspondenz  [2,  2]  zwischen  den  beiden  Geraden  mit  der  be- 
sondern  Eigenschaft,  dass  der  Schnittpunkt  sich  sowohl  mit  den  einen 
als  mit  den  andern  entsprechenden  Punkten  deckt  und  dadurch  für 
jede  der  Punktreihen  doppelter  Verzweigungspunkt  ist,  während  die 
andern  die  Schnitte  mit  ®  sind.  Eine  solche  Correspondenz  haben 
wir  in  unser  @i,i  zu  legen,  oder  wir  haben,  da  die  Büschel  der  einen 
Reihe  einen  festen  Scheitel,  die  der  andern  eine  feste  Ebene  besitzen, 
eine  Correspondenz  [2,  2]  herzustellen  zwischen  dem  Ebenenbüschel  d 
und  der  Punktreihe  d,  und  zwar  so,  dass  bei  jedem  der  Elemente  *?„, 
ffg  beide  entsprechenden  Elemente  in  das  andere  fallen,  ^i^o,  ft,0)  ^^3,0, 
^4*^0  aber  die  übrigen  Verzweigungselemente  sind. 

Sind  dann  |,  X  in  dieser  [2,  2]   und   demnach  (S,,,  |),  (X,  6y)  in 
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der  Correspondenz  zwischen  den  Büaeheireihen  entsprechend,  so  sind 
(Sp,  ßf,),  (X,  I)  Strahlenbüschel  desjenigen  consingulärea  Complexes, 
zu  dem  diese  [2,2]  (oder  die  [2],  an  deren  Stelle  sie  getreten  ist) 
führt. 

Solcher  [2,  2]  zwischen  dem  Ebenenhüschel  d  und  der  Punktreihe 
haben  wir  (x>\ 

Wenn  X  nach  S„  oder  §  nach  e,,  fällt,  vereinigen  sich  beide 
entsprechenden  |  in  6,,  oder  beide  X  io  S^,;  im  Continuum  der  (X,  §) 
ist  (Sfi,  ffo)  ^i'i  Doppelbiischel.*) 

Die  Projectivität  zwischen  den  Tangentenbüscheln  der  $  ist  noch 
bestimmt,  da  wir  noch  zwei  Doppeltangenten  und  die  Treffgerade  von 
d  haben,  — 

Wird  aber  d  singulärer  Strahl  2.  Ordnung  von  Ff^  —  der  die  sin- 
gulare Fläche  *o  dreipunktig  berührt  — ,  ao  rückt  (Nr.  528)  auch  -^3,0 
in  (So,  ^a,o  in  U^j  die  ausartende  Projectivität,  in  der  vorhin  schon  zwei 
der  4  sich  vereinigt  haben,  nimmt  noch  eine  der  beiden  übrigen  in  sich 
auf.  In  der  andern  sollen  jS^  und  6^,  A^^  und  ^1,0  einander  entsprechen; 
damit  ist  sie  nicht  bestimmt.  Auch  zur  Festlegung  von  cx>^  Corre- 
spondenzen  [2,  2]  zwischen  den  beiden  Strahlenbüschel -Reihen  sind 
diese  Elemente  nicht  hinreichend.  Und  ebenso  haben  wir  in  den 
Tangentenbüscheln  von  0  je  in  der  einzigen  Doppeltangente  und  dem 
Treffstrahle  von  d  nicht  die  für  die  Festlegung  der  Projectivität  er- 
forderliehen Elemente.  Aber  unbestimmt  sind  diese  Beziehungen  kei- 
neswegs; es  sind  eben  nur  die  ausgezeichneten  Elemente,  welche  bis- 
her zur  Bestimmung  gewählt  wurden  und  auch  genügten,  nicht  mehr 
zahlreich  genug.  Nach  wie  vor  haben  wir  eine  einfach  unendliche 
Zahl  von  consingulären  Comp  lesen  zu  ^. 

Diese  Fläche  3>,  die  Complexfläche,  in  Besug  auf  einen  allgemeinen 

Gompl&c  2.  Grades,  eines  singulören  Strahls  3.  Ordnung  desselben,  hat 

nur  noch  eine  Doppeltangenten-Gongniens,  der  Complex  P^  nur  noch  ein 

nicht  in  [dl  verschwundenes  Ftinäamental-Gewinde;  seine  Seseichnung  ist: 

[61]. 

Wenn  wir   die  Lagen  4'),  5'),  6')   oder  4"),  5"),  6")  von  d  an-  778 
nehmen,  so  kommen  wir  zu  zerfallenden  Complesßäehen  als  singiilären 
Flächen  und  zu  3  Doppel  strahlen;  wir  haben  daher  erat  diejenigen  FaUe 
vorzunehmen,  in  denen  der  Complex  nur  swei  und  swar  sich  schneidende 
Doppelstrahlen  hat.    Der  zweitnUchste  Abschnitt  wird  zeigen,  dass  mnä- 

*)  Ersetzt  man  den  Ebenenbüschel  durch  eine  perspective  Punktreihe,  so 
erhält  die  erzeugte  Regelfläohe  4.  Grades  eine  doppelte  Erzeugende  (Nr.  fi03). 
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schiefe  Doppel  strahlen  eine  wesentliche  Modification  hervorbringen; 
weshalb  wir  diesen  Fall  noch  verschieben. 

In  Nr.  773  sind  wir  zu  den  singulären  Flächen  mit  zwei  sich 
sehneidenden  Doppel  strahlen  gelangt;  es  waren  Compl  es  flächen,  in 
Bezug  auf  einen  Complex  mit  einem  Doppelstrahle,  für  einen  Träger 
l^ä^,  der  diesen  Doppelstrahl  schneidet.  Aber  es  empfiehlt  sich 
doch  mehr,  wmn  wir  auch  diese  singiMren  Flächen  als  m  einem  allge- 
meinen Complexe  T^^  gehörige  Complexfiäcken  ansehen.  Und  da  habe  ich 
erst  an  dieser  Stelle  erkannt,  dass  ich  in  dem  Abschnitte  Ober  epe- 
cielle  Comp  lesflächen,  wie  ich  dort  schon  in  einer  Änmerknng  S.  69 
erwähnt,  einen  wichtigen  Fall  und  die  sich  ihm  unterordnenden  Spe- 
cialfälle ausgelassen  habe,  die  ich  hier  nun  nachhole. 

Wir  haben  die  Complexfläcke  mi  hetrachten,  deren  Träger  l  ^i  d  eine 
heliebige  Tangente  der  singulären  Fläche  0^  von  Fg  ist.  Wenn  {S^,  s^ 
der  Tangentettbüsckel  von  ^^  ist,  in  dem  sich  d  heßndet,  tmd  Sj,  der  sin- 
gulare Strahl  von  F^^  in  ihm,  so  wird  dieser  die  zweite  Doppelgerade  der 
Complexftäche  (d)  sein.*) 

In  der  Tbat,  die  4  Punkte  auf  einer  beliebigen  Geraden  m,  deren 
Complexkegel  von  fj,^  die  Gerade  d  tangiren,  sind  die  Schnitte  von  m 
mit  {d),  und  die  4  Berührungspunkte  sind  die  Coincidenzen  der  in- 
volutorischen  Correspondenz  [2],  welche  durch  die  Complexkegel  aus 
den  Punkten  von  m  auf  d  entsteht  (Nr.  513);  wenn  X  ein  Punkt  von 
d  ist,  so  schneide  der  Kegel  (X)  die  m  in  T,  Y",  die  Kegel  (1"), 
(Y")  gehen  beide  durch  X  und  ihre  zweiten  Schnitte  X',  X"  mit  d 
correspondiren  dem  X  in  [2], 

Nun  lassen  wir  m  jenen  singulären  Strahl  E(,  schneiden;  wenn 
dann  X  in  yS^  gelegt  wird,  so  wird  {X)  ein  Ebenenpaar  mit  der  Dop- 
pellinie Sft,  Y',  Y"  vereinigen  sich  in  den  Punkt  s„m,  {Y'),  (!"')  in 
den  Complexkegel  aus  ihm;  derselbe  berührt  längs  s^  die  zugehörige 
singulare  Ebene  ö^  und  damit  die  in  ihr  liegende  d;  X',  X"  fallen  in 
Sf,.  Dieser  Punkt  hat  sich  also  mit  beiden  entsprechenden  Punkten 
vereinigt  und  ist  doppelte  Coincidenz  von  [2]  {I,  Nr.  18). 

Folglich  ist  der  ihm  entsprechende  Punkt  s^m  auf  m  zweifach 
zählender  Schnitt  von  m  mit  (d);  was,  da  m  eine  beliebige  Treffgerade 
von  Sg  ist,  bedeutet,  dass  diese  Gerade  s^,  auf  (d)  doppelt  ist.  Wir 
bendchnen  sie  deshalb  lieber  mit  d^  und  ebenso  den  Punht  und  die  Ebene 
ädy  —   bisher  ä^  und  6^  —  mit  D",  6". 

Von  den  4  Cuspidalebenen  der  Coraplesfläche  oder  Tangential- 
ebenen von  ^u,  die  durch  d  gehen,  sind  zwei  in  o^^^ä^  gerückt;   es 

*)  Verg!.  II,  Nr.  293. 
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bleiben,  wie  uns  fär  diese  Fläche  längst  bekannt,  nur  2  Cuspidalebenen 
^1,0,  ^a,o  und  daher  auch  nur  2  torsale  Geraden  J>i,o,  &s,o  mit  diwauf 
liegenden  conischen  Knotenpunkten  S^o  ...  -Bä'^V,  nnd  ebenso  haben 
wir  nur  2  Cuspid alpunkte  auf  d,  die  weiteren  Schnitte  mit  0^,  und 
4  coniaehe  Doppel-Berahrungsebenen. 

Durch  die  beiden  Cuspidalp unkte  von  (?,  müssen  alle  Complex- 
kegel  aus  den  Punkten  von  d  gehen,  als  Tange ntialke gel  der  Fläche 
(d);  diese  Conipleskegel  gehen  aber  alle  durch  die  Punkte  des  Punkte- 
paars (ß^),  in  dessen  Ebene  ja  d  liegt.  Also  sind  diese  Punkte  jene 
Cuapidd,lpunkte,  und  die  Ebenen  von  (ö")  die  Cuspidalebenen  von  d^. 
Die  torsalen  Geraden  in  diesen  beiden  Ebenen  bilden  mit  jenen  beiden 
&i,Oj  &3,o  in  den  Cuspidalebenen  von  d  das  uns  bekannte  Vierseit,  in 
dessen  Ecken  sich  die  Knotenpunkte  -t'i,u,  . .  .  befinden. 

Es  sei  I  eine  Ebene  durch  d^^;  der  Kegelschnitt,  in  dem  sie  die 
Fläche  {d)  schneidet,  berührt  die  Geraden  |  (/5i,o,  ßa,t>)   aiif  ht^o,  h,o. 

Wenn  nunmehr  d  eine  Haupttangente  von  0^  ist,  dann  rückt  noeh 
ein  weiterer  Cuspidalpunkt  von  (^  in  D**  und  eine  weitere  Cuspidalebeue 
nach  d°,  nehmen  wir  an:  ^ä,o;  folglich  fällt  bei  jeder  Ebene  g  durch 
dl  die  Tangente  |/52^o  in  d^.  Alle  Kegelschnitte,  in  denen  die  Com- 
plesfläche  (d)  von  den  Ebenen  durch  d^  geschnitten  wird,  tangiren  d,^ 
d.  h,  diese  Gerade  ist  eine  cuspidale  Doppelgerade  für  (d). 

Eine  beliebige  Tangente  d  von  ^^  in  einem  Punkte  dieser  Fläche, 
dessen  singvilärer  Strahl  dreipunktig  berührt,  gehört  zum  Complexe  T^^ 
(Nr.  547)  und  ist  infolge  dessen  für  ihre  Complexfläche  cuspidal,  wäh- 
rend der  genannte  singulare  Strahl  eine  allgemeine  Doppelgerade   ist. 

Wenn  aber  als  Träger  die  zweite  Haupttangente  genommen  wirdi 
so  werden  beide  Doppelgeraden  cuspidal. 

So  haben  wir  erkannt,  wie  die  drei  Fälle  einer  singulären  Fläche  O 
mit  uwei  sich  schneidenden  Boppelgeraden  sich  als  Coia^lexflächen  eines 
allgemeinen  Complexes  ergd)en.  Die  mit  zwei  allgemeinen  Hoppelgeradeii 
entstdtt,  wenn  der  Träger  d  eine  hetiebige  Tangente  der  singtdären  Fläche 
dieses  Complexes  ist;  gweite  Doppelgerade  ist  der  dem  Berühnmgsptmlcte 
mgeMrige  singulare  Strähl  d^. 

Eine  der  ieidm  Geraden  wird  cuspidal  und  zwar  d  oder  di,  wenn 
d^  oder  d  dreipunHig  berührt,  und  sie  werden  beide  czispidal,  sobald  sie 
beide  dreipunktig  tangiren. 

Die  Fläche  0  des  ersten  Falls  hat  zwei  Doppeltangenten- Con- 
graenzen  (II,  Nr.  418);  die  4  übrigen  haben  sich  zu  je  zweien  in  die 
Congruenzen  der  Tangenten,  welche  sich  auf  d,  bezw.  d^  stützen,  ver- 
einigt; und  jedes  der  beiden  Gebüsche  [d],  [(?,]  hat  zwei  Fundamental- 
G-ewinde  in  sich  aufgenommen;   es  bleiben  nur  zwei   eigentliche,  und 
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dein  Complexe  2.  Grades,  dessm  singulare  Fläche  die  erste  der  3  Flächen 
ist,  kommt  die  Bezeichnung: 

[2211] 

Jede  Berührnngsebene  von  $  hat  3  Doppelpunkte;  zwei  röhren 
von  d,  d,  her;  von  ihnen  ist  einer  im  zweiten  Falle  in  einen  Kück- 
kehrpunkt  übergegangen.  Von  den  Tangenten,  die  der  Berührungs- 
punkt an  die  Seknittcurve  sendet,  Doppeltangenten  der  ^,  ist  daher 
eine  in  die  Gerade  nach  dem  Eückkehrpunkt  gerückt.  Wir  haben 
nur  noch  eine  Doppeltangenten- Congruenz  und  das  Gebüsche,  dessen 
Äse  die  cuspidale  Gerade  ist,  nimmt  noch  ein  Fundamental  -  Gewinde 
in  sich  auf.  Im  dritten  Falle  verschwindet  dann  auch  noch  das  letzte 
Fundamental-Gewinde  im  andern  Geböache. 

Die  Complexe,  deren  singulare  Flächen  die  zweite  und  dritte  der 
ohen  iescliriebeitsii  Flächen  sind,  erhalten  die  Scceichnung: 

[321], 
hesw. 

[33], 

Im  erstm  Falle  [2211]  gieht  es  A  unäre  stationäre  PunUe  B  in  den 
conischen  Knotenpun'kten  der  $,  4  binäre  T>  in  den  2.3  Cuspiäalpmikten 
der  d,  di;  tmd  ähnliches  gilt  für  die  stationären  Ebenen. 

Der  Punkt  D"  und  die  Ebene  3°  sind  guaternäre  stationäre  Ele- 
mente, derartig,  äass  jedes  von  ihnen  für  das  andere  auch  zugehöriges  E, 
besw.  s  ist.  Denn  zunächst  ist  klar,  dass  der  ganze  Büschel  ddi  zum 
Complexe  F^  gehört,  weil  er  ja  mit  ihm  die  Doppel  strahlen  d,  dt,  also 
4  Strahlen  gemein  hat.  Ferner  ist  die  Ebene  5"  Berührungsebene  von 
^  im  Punkte  I)°;  also  sind  alle  Strahlen  des  Büschels  Tangenten  von 
0.  Eine  Tangente  von  ^  ist  aber  singulärer  Strahl  des  Complexes, 
wenn  die  beiden  Strahl enb äs chel  um  ihre  beiden  weiteren  Schnitte  mit 
^  in  ihrer  Berührungsebene  zum  Complexe  gehören.  Für  einen  Strahl 
von  dd^  vereinigen  sich  diese  Schnitte  in  den  Punkt  D"  und  die  bei- 
den Büschel  in  unsern,  wie  wir  eben  erkannten,  zum  Complexe  ge- 
hörigen Büsche]  dd^.  Also  sind  alle  Strahlen  desselben  singulär,  und 
zwar  so,  dass  alle  zum  Punkte  D**  und  zur  Ebene  d°  gehören. 

Die  Ebenen  e,  welche  zu  den  beiden  auf  einem  Doppelstrahle 
gelegenen  stationären  Punkten  D  gehören,  erzeugen,  wenn  F^  die  Eeihe 
der  consingulären  Complexe  durchlauft,  eine  Involution,  von  welcher 
jedes  Paar  bei  zwei  Complexen  sich  ergiebt:  entsprechend  den  beiden 
möglichen  Zuordnungen  seiner  Ebenen  zu  den  beiden  Punkten  D. 

Im  zweiten  Falle  [321]  ist,  wenn  wir  etwa  d  als  cuspidal  anneh- 
men, der  eine  Cuspidalpunkt  und  die  eine  Cuspidalebene  von  dj^  nach 
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D"  und  d"  gerückt.  Also  sind  D"  und  d"  senäre  stationäre  Elemmte. 
Die  Büschelpaare  in  ßi^o,  ßi.»  müsseu  ä  befiihren;  d.  h.  zwei  von  den 
4  Punkten  Bg  rücken  auf  d  und  zwar  in  die  Cuspidalpunkte  dieser 
Geraden  (Nr.  Ö19),  die  damit  temäre  stationäre  Punkte  werden.  Binär 
bleibt  der  zweite  Cuspidalpunkt  auf  d^  und  unär  bleiben  die  einzigen 
ausaerlialb  der  Doppel  strahlen  liegenden  Punkte  B^;  ilire  Verbindungs- 
linie ist  die  einzige  d^  treffende  torsale  Gerade. 

Endlieli  im  letzten  Falle  [33]  rückt  auch  noch  auf  d  der  eine 
Cuspidalpunkt  nach  D"  und  einer  der  beiden  vorhinigen  Bf,  in  den 
Cuspidalpunkt  von  d^.  JD"  repräsentiri  9  stationäre  Pimhie,  jeder  der 
beiden  einzigen  Cuspidalpunkte  auf  d,  d^  3;  nur  ein  unärer  verbleibt, 
im  Schnitte  der  beiden  d,  bezw.  d^  treffenden  torsalen  Geraden,  die 
noch  verschieden  von  diesen  d  sind.  Und  analoges  gilt  hier  und  vor- 
hin für  die  stationären  Ebenen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  oben  verlassenen  Fallen  4'),  ...  6"),  779 
In  4'J  ist  der  Träger  d  der  m  dem  allgemeinen  Gomplexe  F^^  gehörigen 
CotKplexfläche,  die  wir  cds  singulare  Fläche  des  speciellen  Complexes  I^  haben 
wollen,  ein  ieliebiger  StraM  in  einer  stationären  Ebene  d^  von  Fg^.  Die 
GompJexfläche  verfällt  dtmn  (Nr.  557)  in  die  Ebene  d^  und  eine  cubische 
Fläche  4.  Klasse  mit  i  Knotenjawikten:  0^^.  Die  Ebene  ä^  ist  die 
Ebene  der  drei  unären  Geraden  dieser  Fläche;  von  ihnen  ist  eine  d,  die 
beiden  andern  d^,  d^  sind  die  Geraden  von  dem  der  d^  zugehörigen 
Punkte  Eg  nach  den  Schnitten  der  d  mit  dem  Kegelschnitte  \ßg\  auf 
^„.  Sie  sind  für  die  vollständige  Fläche  Doppelgerade  und  für  ^/ 
allein  Äsen  von  Büscheln  doppelter  Berührungsebenen.  Für  T^  werden 
sie  sich  als  Doppel  strahlen  herausstellen. 

Wegen  ihrer  wichtigeren  Beziehung  zum  Gomplexe  F^  wollen  wir 
die  Ebene  ä^  lieber  w  nennen.  Zunächst  wollen  wir  zeigen,  dass  daa 
ganze  Strahlenfeld  dieser  Ebene  S^'^tb^  zu  einem  jeden  der  Gomplexe 
F^  gehört,  für  welche  *  ^.  (m,  */)  singulare  Fläche  ist.  Doppel- 
tangenten hat  diese  Fläche  nicht:  an  ihre  Stelle  sind  die  Congruenzen 
2.  Grades  der  Tangenten  von  ^l*  getreten,  welche  sich  auf  d,  d^,  d^ 
stützen,  jede  zwei  Doppeltangenten- Congruenzen  repräsentirend.  In 
jedem  Taugentenbüsehel  {ß,  6)  von  ^^  haben  wir  3  solche  „Doppel- 
tangenten" t,t^ft^;  durch  sie  ist  die  Projectivität  der  Tangentenbüschel 
festgelegt:  wir  können  mit  Hilfe  des  festen  Doppelverhältnisses  (if,ijS) 
den  Inbegriff  der  {0,^  tangirenden)  singuiären  Strahlen  s  eines  F^ 
herstellen.  Die  weiteren  Schnitte  eines  jeden  von  ihnen  mit  ^  sind 
der  Schnitt  B  mit  je,  der  dritte  Schnitt  B'  mit  */,  Die  Büschel 
(J9,  e),  (J5',  e)  erzeugen  den  Complex  oder,  wie  wir  aus   der  Betrach- 
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trmg  des  allgemeinen  Falls  wissen,  schon  die  einen,  z.  E.  die  (JS,  c). 
Jeder  dieser  Biiseliel  hat  einen  Strahl  in  re,  und  umgekehrt,  jeder 
Strahl  g  von  :t  wird  ein  solcher  Strahl  und  kommt  in  F^.  Construirt 
man  nämlich  auf  ihm  den  Punkt  B,  der  mit  den  Schnittpunkten 
g{d,di,ä^  das  Doppel verhältniss  (f,  ^i,  ^,  s)  bildet,  und  dann  die  ein- 
zige Tangentialebene  ö  aus  g  an  0^'  neben  der  dreifachen  jt;  so  wird 
der  in  dieser  eonstruirte  s  gerade  durch  B  gehen,  also  g  dem  Büschel 
{B,  6)  angehören. 

Der  zweite  Strahlenbüschel  aus  li  an  r^  liegt  in  jr,  und  g,  beiden 
gemeinsam,  ist  der  zum  Punkte  B '^^  S'  gehörige  singulare  Strahl  s. 
Bekanntlich  bildet  auch  s'  mit  den  Strahlen  aus  S'  nach  den  Ecken 
djt^a,  d^d,  ddi  das  nämliche  Doppel  verhältniss,  und  die  beiden  ein- 
ander zugehörigen  singulären  Elemente  8',  s',  welche  durchweg  inei- 
diren,  bilden  ein  quadratisches  Ntdlsystan.  In  ihm  sind  die  Ecken  und 
Seiten  des  Dreiecks  ddid^^  die  Hauptelemonte:  einer  Ecke  entspricht 
jeder  durch  sie  gehende  Strahl,  einer  Seite  jeder  auf  ihr  gelegene 
Punkt.  Bewegt  sich  jS"  auf  einer  Geraden  m,  so  umhüllt  s'  einen 
Kegelschnitt  fi^,  der  sie  und  die  drei  Seiten  tangirt;  dreht  sich  s  um 
einen  Punkt,  so  durchläuft  S'  einen  Kegelschnitt,  der  durch  ihn  und 
die  drei  Ecken  geht.  Jene  Gerade  m  sei  Spur,  in  a,  eines  beliebigen 
Strahlenbüschels  (P,  Jt);  mit  jt^  ^^^  ^i'  S'USser  den  drei  Büscheln 
doppelter  Tangentialebenen  durch  die  d,  noch  einen  Kegel  2.  Grades 
von  B er iihrungs ebenen  gemeinsam.  Die  beiden  durch  P  gehenden  Ebe- 
nen desselben  liefern  diejenigen  Büschel  (B,  e),  welche  zu  (P,  ir)  ge- 
hörige Strahlen  des  Compleses  enthalten;  so  dass  der  Grad  2  desselben 
so  direet  erkannt  ist. 

Der  Complex  entsteht  also  folgenäermassm: 

Von  jeder  Geraden  g  in  der  dreifachen  Beruhrungsebene  it  der  ©/ 
toirä  die  einfache  Beruhrungsebene  e  an  diese  Fläche  gelegt;  sodann  auf 
g  der  Funkt  B  construirt,  welcher  mit  den  Funkten,  in  denen  sie  die  3 
in  %  gelegenen  Geraden  der  Fläche  schneidet,  ein  gegebenes  Boppelmr- 
hältniss  bildet;  die  StraMenbüschel  {B,  6)  erseiigen  den  Gonvplesc, 

Wenn  m  durch  eine  Ecke,  z.  B.  dd-^,  geht,  so  zerfällt  der  Kegel- 
schnitt ftg  in  den  Bösehel  um  diesen  Punkt  und  einen  zweiten,  welcher 
d^  „berührt",  d.  h,  seinen  Scheitel  M  auf  d^  hat.  Folglich  gehen  die 
Ebenen  der  nicht  in  «  gelegenen  Complex -Strahlenbüscbel  aus  den 
verschiedenen  Punkten  von  m  alle  durch  M  und  umhüllen  den  Kegel 
2,  Grades,  der  von  diesem  Punkte  tangential  an  ^/  kommt.  Derselbe 
beröhrt  it  und  demnach  auch  »»;  und  die  Büschel  erzeugen  die  Con- 
gruenz  2.  Ordnung  1,  Klasse,  welche  zu  der  in  II,  Nr.  305  betrachteten 
()j  =  2)  dual  ist;   sie  subsuniirt  sich  unter  II,  Nr.  493  a)  für  n  =  1. 
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Der  Stralil  m  und  der  Punkt  M  bewegen  sich,  nach  bekannter 
Eigenschaft  der  quadratischen  Verwandtschaft,  projeetiv  um  dd^  und 
auf  (?g,  und  den  d,  d^  entsprechen  die  Punkte  d^  {d,  d^).  Die  Con- 
gruenzen  (2,  1)  durchlaufen  den  Complex. 

Legt  man  also  hei  einer  Fläche  Sj,"  in  der  dreifachen  Eerührungs- 
ebene  %  zwischen  dem  StrahlenUisckel  um  eine  Ecke  des  in  ihr  enthalte- 
nen Dreiseits  der  Fläche,  etwa  dd^,  und  der  Pmtktreihe  auf  der  Gegen- 
Seite  (?a  eine  der  od^  Projecfivitäten  fest,  in  denen  die  Seiten  d,  d^  ihren 
Schnitten  mit  d^  homolog  sind,  und  construwt  für  jeden  Strahl  jenes  Bü- 
schels die  Congrumz  (2,  1)  der  Strahlen,  die  iJtn  treffen  mid  den  Tan- 
genüälkegel  3.  Grades  aus  dem  entspredienden  Punkte  an  O^  tangiren, 
so  ist  der  Ort  dieser  Congniens  der  Cotnplea;,  mit  dem  wir  es  jetzt  su 
thun  haben.  Und  alle  jene  Projectivitäten  geben  die  consingulären 
Cotnplexe,  denen  (0/,  Jt)  als  gemeinsame  singulare  Fläche  zugehört.*) 

Aber  eine  Congruenz  (2,  1)  derselben  Art  ergiebt  sich  auch  im 
allgemeinen  Falle,  wo  in  eine  beliebige  Gerade  von  ir  ist;  alle  Strah- 
leubüschel-Ebenen  gehen  durch  denjenigen  Punkt  des  Punktepaara  in 
(!er  Berührungsebene  ans  m,  der  nicht  in  jr  liegt.  Der  berührte  Kegel 
ist  der,  welcher  ans  diesem  Punkte  den  der  m  im  Nullsystem  ent- 
sprechenden Kegelschnitt  [i^  projicirt:  einer  der  beiden  Berührungskegel 
2.  Grades  aus  diesem  Punkte  an  0^^. 

Während  ein  Strahl  s'  von  %  nur  für  ein  Complex-Ebenenpaar 
Doppellinic  a  ist,  ist  er  für  ao^  —  vollständig  in  rc  gelegene  —  Com- 
plex-Punktepaare  Doppellinie  b.  Ausgenommen  sind  d,  d^fd^.  In  jeder 
Ebene  durch  d  fallen,  welchen  der  beiden  Berührungspunkte  mit  ^/ 
man  auch  nimmt,  Kwei  von  den  „Doppeltangenten"  t,  t^,  t^  in  d  zu- 
sammen, die  dritte  wird  unbestimmt;  jenes  Zusammenfallen  und  das 
bestimmte  Doppelverhaltniss  fordern  dann,  dass  auch  s  m  d  fällt;  so- 
mit wird  d  für  das  Complex-Punktepaar  jeder  ihrer  Ebenen  Doppel- 
linie und  damit  Doppelstrahl  des  Complexes.  Eine  einfache  Berührungs- 
ebene von  0/  hat  nur  einen  Punkt  ihres  Complex- Punktepaars  auf 
7C,  eine  doppelte  —  und  das  sind  allein  die  Ebenen  durch  d,  rf, ,  d^ 
—  beide. 

Die  Gomplexe  3.  Grades,  welche  su  einer  singulären  Fläche  gehören, 
die  aus  einer  euhiscken  Flädie  4.  Klasse  mit  4  KnotmpunJcien  0/  und 
ihrer  eingigen  dreifachen  Berüftrungsebene  %  besteht,  haben  die  3  —  in  z 
gelegenen  —  unären  Geraden  der  Fläclie  0U  Doppelstrahlen  und  enthalten 
das  ganze  Strälüenfeld  x. 

Dual:    Die  Complexe  3.   Grades,   welche  su  einer  Steiner' sehen 


•)  Weiler,  Jomn.   f.  Mathematik  Bd.  9S  S.  141*. 
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4.  Ordnung  3.  Klasse  0/  mit  3  do^eUen  Geraden,  die  in  einen  drei- 
fachen FunH  P  msamnmüaufen,  in  Verbindung  mit  dem  Ebenenbiindel 
F  sur  singiM/ren  Fläche  haben,  besitsen  jene  3  Geraden  als  DoppelsPrahlen 
und  enthalten  den  ganzen  StraMenbündel  F. 

In  dem  einen  wie  dem  andern  Falle  vertreten  die  3  Oongruenzen 
der  Tangenten  der  Fläche  0/,  bezw.  ^g*,  welche  sich  auf  die  3  Dop- 
pelstrahlen stutzen,  die  6  Doppel  tan  genten-Congrueüzen  des  allgemeinen 
Falles,  jede  zwei,  und  die  Fundamental- Gewinde  sind  zu  Je  stmen  in 
die  Gebüsche  [d],  {ä^},  [d^]  iibergegangm.  Es  erhellt,  dass  wir  diese 
Complexe  mit  [222]  zu  bezeichnen  haben.  Wir  unterscheiden  und  bc- 
seiehnen  denjenigen,  dessen  singulare  Fläche  (ß>i,  w)  ist,  mit: 

[222]' 
und  den  dualen,  für  tvelchen  sie  (^g*,  P)  ist,  mit: 
[222]".*) 

780  Zeigen  wir  nunmehr  umgekehrt,  dass,  wenn  ein  Complex  2.  Grades 

V^  ein  ganzes  Sirahlenfeld  je  enthält,   er   dann  3   demselben   ang^Örige 


In  der  That,  für  jeden  Punkt  von  %  zerföUt  der  Complexfeegel  in 
zwei  Büschel,  von  denen  einer  in  ä  liegt;  somit  gehört  ra  zur  singu- 
läven  Fläche  und  der  andere  Bestandtheil  ist  3.  Ordnung  4.  Klasse,  also 
mit  4  Knotenpunkten:  #/.  Wenn  g  eine  beliebige  Gerade  von  n  ist, 
so  ist,  weil  eben  der  Complexkegel  eines  Jeden  Punktes  X  von  g  ein 
Ebenenpaar  mit  der  Doppellinie  in  je  ist,  in  der  durch  den  Gomplex 
zwischen  der  Funktreihe  und  dem  Ebeneubüschel  g  inducirten  Pro- 
jectivitäfc  die  Ebene  %  jedem  Punkte  X  entsprechend:  diese  Projecti- 
vität  ist  ausgeartet  mit  je  als  ausgezeichneter  Ebene  im  Büschel. 
Folglich  ist  g  singulärer  Strahl;  das  ausgezeichnete  Element  in  der 
Punktreihe:  der  Berührungspunkt  von  g  mit  der  Complexcurve  in 
irgend  einer  Ebene  durch  g  und  damit  in  allen  ist  der  zugehörige  sin- 
gulare Punkt,  Die  Ebene  des  zweiten  Complex-Strahienbüschels  aus 
diesem  Punkte  ist  die  einzige  durch  g  gehende  und  von  %  verschiedene 
Tangentialebene  von  ^/;  x  ist  daher  dreifache  Berührungs ebene  dieser 
Fläche  oder  die  Ebene  durch  ihre  drei  unären  Geraden.  Und  damit 
sind  wir  zur  früheren  Voraussetzung  gelangt. 

Wir  haben  also  auch:  Wenn  durch  einen  Doppelstrahl  d  eines 
Complexes  2.  Grades  eine  Ebene  je  geht,  deren  ganzes  Strahlenfeld 
dem  Complex  angehört,  so  sind  noch  2  Doppel  strahlen  vorhanden, 
welche  auch  in  dieser  Ebene  liegen. 


*)  Weiter  sagt  (Math.  Annalen  Bd.  7):  [222]  Fall  A  und  fall  B. 
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Be    e  le      soll  t    Doipeht  alle  d     le     c    e      ga  Co  iplexc 

mtJaltevt  StraJle  feläe  z  aigdio  t  artet  Jet  esponden  [2  Y  mi- 
scJm  P  It  eJe  i  El  er^uscl el  da)  a  s  dass  von  fe»  einem 
P    Ite  e  fej  ecke  le    Ehe  e      le  e    e  fest    st    Ae  Ebeue  ic      le nnach 

1  andelt  es   s  ch     weün  voa    hi   abg  sehen  w  t  ]     nu     um   e    e  Oorre- 

2  0  de  [**  1]  unl  doComjlexP  nltejaa  e  le  seh  edenen  Ebenen 
1  rch  Z  b  Uen  e  n  luv  1  t  on  (I  N  21)  E  Paar  de  selben  ent- 
ireht  dei  Eb        jr      nl    a  se    en  Punkte     hal  en  w     dem  icli  zwei 

etat  on*  e  P  Ite  _D  m  t  t  als  z  gel  o  ger  Ebe  es  Da  &  e  für  * 
C  sp  dalpunlite        n   m  s  e        o   mua  en  edem  d  e  1  e  len  Berüh- 

mgsebene  vo  ^  zu  ammenfdlle  II  d  e  Be  hr  ngs  be  e  t  n  ^/ 
m  t  K  folgl  !  haa  lelt  s  li  m  d  e  ^cl  n  tte  von  7  n  t  den  beiden 
an  1er  Doj  pel  t  al  len  7  l  n  1  nen  haben  ch  d  e  4  P  ntte  D 
les  llgen  e  nen  Fall  verengt  Jefe»  Je  F  Jte  dl  Id  ,  d^d^ 
ist  an  quatejnarer  stationmet  Punkt  des  Complexfir,  die  iibrigen  imären 
Punlte  J)  sind  die  4  EnoienpunJte  t(y>i  0^ 

Die  Ebenen  durch  d  denen  die  Paire  dei  Involution  mit  ver- 
einigten Punkten  zugphoien,  &md  stationär,  das  smd  ofienbar  die  bei- 
den dmch  (/  gehenden  Ebenen,  welche  je  längs  einei  Knotenpunltts- 
Verbindungslmie  berühren  Ouspidal ebenen  von  d  Damit  Mben  wir 
3.2  hitme  stationate  Ebenen  d,  dit  4  uhigen  hat  die  Ebene  ic  in  sich 
aufgenommen,  in  welcher  jeder  Punkt  die  Eigenschaft  besitzt,  die  sonst 
ein  E  hit,  uimlich  Scheitel  eine»  Busthels  von  '.mgulaven  Strahlen 
zu  eem 

Wir  erkannten  jeden  btrahl  von  %  als  &inj,iilar,  und  die  Congruens 
S  dm  singiüaieti  Strahlen  hesltht  also  aus  dem  Sttahlenfelde  %  und  einer 
Congiueiis  (4,  3),  gebildet  dmch  diejenigen  smgulaten  Strahlen  s,  welcfie 
^/  beruhen 

Unsei  fomplfi  mit  cmem  bttahlenfelde  bestfii  dteicrlei  Strahlen- 
büschel die  m  3E  liegenden,  zweitens  diejenigen,  deren  Scheitel  sich  in 
31  befandet,  wihiend  die  Ebene  0^^  tangut  endlich  die,  bei  denen  auch 
der  Scheitel  dieser  Flache  ingehoit  Jedei  nicht  m  ro  befindliche 
Strahl  des  Complexes  ist  m  einem  Bu^thel  von  dei  zweiten  und  in 
dreien  von  der  diitten  Ait  enthalten  so  diss,  wie  wir  schon  bemerk- 
ten, die  der  zweiten  Ait  den  Complex  einfach  erfüllen.  Von  den 
16  Büscheln  einer  fechnittcungmenz  F^F  hegt  einei  m  7t,  die  5  ihn 
schneidenden  gehören  zur  zweiten  Art,  die  10  übrigen  zur  dritten. 
Jeder  von  diesen  ist  zum  ersten  windschief;  also  giebt  es  2,  welche 
beide  schneiden  (II,  Nr.  372)  und  zu  denen  der  zweiten  Art  gehören. 

Auch  die  Regelschaarert  des  Complexes  serfallen  in  swei  Arten,  je 
nachdem  sie  einen  Strahl  in  %  haien  oder  nicht;  j'edea  Strahlennetz,  das 
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durch  eine  Rogelseliaar  dei  uneii  Alt  geht,  schneidet  noch  eine  du 
andern  aus.  Also  gehoten  alle  Hfgeh  haaren  aus  demselbm  G-eiusihe  u) 
nmüichen  Art,  aus  vetJnupftm  Gdmschm  su  tejschieäenai  beisj>iLls 
weise  die  Complexcurven  zui  eisten,  die  Oomplexliegel  zur  zweiten 

Die  Leitschaaren  der  Eegelschaaien  der  eisten  Ait  haben  auth 
einen  Strahl  in  re;  so  eihellt,  dass  das  Strihlcnfeld  ff  weh  in  <illen 
consingulären  Complexen  iich  befindet 

L  Wir  liesseo  bis  jetzt  d  einen  beliebigen  Strahl  von   S^^Tt  sein. 

Es  sei  nunmehr  d  ein  Sirakl  des  Büschels  (E^,  S^),  dann  fallen  (Nr.  558) 
gwei  von  den  3  G&'oden,  welche  Dqppelslrahkn  von  P^  werden,  in  diesen 
Strahl  zusammen,  und  daher  auch  zwei  von  den  3  Congruenzen  des 
vorigen  Falls,  welche  selbst  schon  je  zwei  des  allgemeinen  Falls  ver- 
treten. Das  gugehörige  Gäiüselte  [d]  ^  \d^  hat  also  4,  'Fv.ndavmiial- 
Gewinde  in  sich  aufgenommen  und  das  andere  [d,\  deren  2. 
Der  Comdex  ist  daher  mit: 

[42]' 


Wenn  endlieh  (Nr.  Ö59)  d  in  den  singulären  Strahl  3.  Ordnung  öj 
gelegt  wird,  so  vereinigen  sich  alle  3  Doppelsirahlen,  so  dass  scheinbat  niii 
ein  einziger  Doppelstrahl  vorhanden  ist,  der  aber  eben  ternär  ist 

Nun  sind  alle  6  Doppeltangenten  -  Congruenzen  in  die  Cougiuenz 
der  Tangenten  von  ^4',  welche  sich  auf  diesen  Strahl  d  atütxen,  zu- 
sammengefallen, und  das  GeUische  [d]  hat  alle  6  Fundamental-Gewinde 
in  sich  aufgenommen. 

Dem  Complexe  Jcommt  die  Bezeidmung: 
[61 
m,  ^md  die  ieiden  dualen  Complexe  sind  natürlich  mit: 
[42]"     und     [6]" 


Die  cubischen  Fläclien  5&^',  die  mit  S^^tc  die  singulären  Flächen 
von  [42]',  [6]'  bilden,  sind  in  Nr.  558,  559  genauer  beschrieben. 


Abbildung  und  Mannigfaltigkeit  der  bislieiigeu  Complexe. 

i  Hat  r^  einen  DoppelstraM,  so  hlommt  die  Haiiptcurve  \^  im  Ptmht- 

ramne  S^  hei  der  CaporaU'schen  eindeutigen  Abbildung  (Nr.  711  ff.) 
einen  Doppelpunht.  Unter  den  Sttalüenbmiclieln  S^  van  F^  giebt  es  näm- 
lieh  einm,  ©d**,  welcher  dm  HaupÜMSchel  {0,  ra)  schneidet;  sein  Scheitel 
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ist  da,  seine  Ebene  dO.  Alle  Strahlm  dieses  Büschels,  unter  ihnen  d, 
hohen  denselben  Funkt  D^  zum  Bilde. 

Einer  durch  D^  gehenden  Ebene  1^  von  S^  correspondirt  also  in 
r^  eine  Cougrnenz  C^  durch  (0,  ro)  und  ©/,  also  durch  d,  der  somit 
Doppelstrah!  für  sie  wird;  die  darch  d  gehenden  Regelschaar  -  Reihen 
sind  binär:  ^^  repräsentirt  2  von  den  5  den  (0,  m)  schneidenden 
Büscheln  von  C^;  die  Ebene  |^  bat  mit  Ze^^,  ausser  D^,  nur  noch  3 
Schnitte:  Dj  ist  Doppelpunkt  von  h^. 

Wir  haben  den  Kegel  3.  Ordnung  K^,  welcher  \^  aus  B^  pro- 
jiärt,  und  den  Büschel  (Z>i,  r^),  der  durch  die  beiden  Doppelpunkta- 
Tangenten  bestimmt  ist:  seine  Strahlen  treffen  jede  durch  /c^''  gehende 
Fläche  in  2  auf  dieser  Curve  gelegenen  Punkten,  sie  in  Z*^  berührend, 
und  sind  daher  als  Sehnen  von  k^^  anzusehen. 

In  der  vorhin  betrachteten  C^  haben  wir  2  binäre  (durch  d  gehende) 
und  6  nnärc  Regelschaar-Reihen;  die  eine  binäre  bildet  sich  in  den 
StrahlenbÜsehel  (Di,  §^)  ab,  die  andere  in  den  Kegelschnitt- Büschel 
durch  D^  und  die  3  weitern  Schnitte  X^  von  \^  mit  Ijj  die  eine  von 
zwei  verknüpften  unären  in  den  Strahlenbüscbel  in  §,  um  einen  der 
drei  X,,  die  andere  in  den  Kegelachnitt-Büaehel,  der  durch  die  beiden 
andern  X^  geht  und  in  D^  die  t^  berührt,  t'erner  bilden  sich  von 
den  4  binären  und  8  unären  Strahlenbüscheln,  welche  C^  besitzt,  jene, 
unter  denen  sich  ©(j"  befindet,  in  D^  und  die  3  Kanten  von  K^^  in  ^^ 
ab.  Zu  diesen  gehört  (0,  to);  die  übrigen  haben  zu  Bildern  die  3  Punkte 
Xf,  ihre  Verbindungslinien  und  die  Gerade  TiI^.  Der  'SJ',  der  sich 
in  Dj^  abbildet,  schneidet  die  3  andern  binären,  (0,  to)  und  den,  wel- 
cher TT,  1^  zum  Bilde  hat. 

Die  Sirahlen  des  Kegels  K^^^  sind  daher  die  Bilder  der  Strahlen- 
büschel ©rf,  die  Strahlen  von  (D^,  tj)  hingegen  die  Bilder  derjenigen 
Büschel  von  F^,  welche  ©,("  schneiden.  Zu  beiden  gehört  der  Strahl 
t]^"  von  Dj  nach  dem  fünften  Punkte  Tj  von  l^^  m  t^:  eine  Trisecaiitb 
von  Äj*  und  das  Bild  des  gemeinsamen  Strahls  von  (0,  a)  und  S/ 
und  somit  das  geradlinige  Bild,  das  dem  'BJ'  im  Continuum  der  ©^ 
doch  auch  zukommen  muss. 

In  {Dl,  Tj)  haben  wir  eine  Involution,  in  der  die  Bilder  zweier 
StrahlenbÜsehel  gepaart  sind,  die  je  durch  denselben  Strahl  von  ®J* 
gehen. 

Jeder  ©^  hat  mit  (0,  ro)  ausser  ©d**  noch  einen  gemeinsam  schnei- 
denden Büschel;  daher  stützen  sich  die  Bilder  der  S^  noch  einmal  auf 
}Ci^,  den  Ort  der  Punkte,  in  die  sich  die  Büschel  von  F^  abbilden, 
welche  (0,  to)  schneiden.  Zweimal  fällt  dieser  zweite  Büschel  mit  ©d" 
zusammen:  die  beiden  Büschel  sind  die,  welche  (Nr.  772)  ©/  im  engern 
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Sinne  schneiden;  Bilder  sind  die  Doppelpuotts -Tangenten,  welche  also 
ein  Paar  in  der  eben  erwähnten  Involution  bilden.  Für  jeden  der  Bü- 
schel von  r^,  die  ©/  schneiden,  ist  der  zweite  Büschel,  der  ihn  und 
(0,  cj)  trifft,  stets  in  S^"  gefallen;  zu  ihnen  gehören  die  eben  er- 
wähnten beiden  ®a- 

Wegen  des  Doppelpunktes  D^  hat  \"  nur  noch  den  Rang  10; 
jede  Trisecante  trifft  nur  4  Tangenteu.  Die  Involution  Jj  hekommt 
dadurch  4  Doppelpunkte,  zw  denen  als  fünfter  (binärer)  D^  tritt.  Sie 
führen  zu  den  Bündeln,  in  deren  Ebenen  sich  die  Bilder  der  Regel- 
schaaren  der  Doppel-Grebüsehe  befinden. 

Bei  den  Ebenen  Ij  des  Bündels  J*j  ist  aber  wohl  zu  unterschei- 
den: Die  Kegelschnitte  durch  D^  und  die  X,,  bei  denen  also  der 
zweite  in  D^  liegende  Punkt  „ausfällt"  und  Büudelscheitel  wird,  sind 
allein  die  Bilder  der  durch  d  gehenden  Eegelschaaren,  welche  das  dem  D^ 
entspreeheitde  Doppel-G-ebüsche  erfüllen;  die  Kegelschnitte  hingegen  durch 
nur  2  von  den  X^  uud  mit  r,|(  als  gemeinsamer  Tangente  in  D^  sind 
Bilder  von  ßegelschaaren,  welche  ®/  schneiden;  diese  gehören  dann 
je  zu  dein  Gebüsche,  das  dem  Bündel  um  den  dritten  Punkt  Xj  cor- 
respondirt. 

Wenn  P^^",  Pj""  wieder  die  Punkte  von  h^^  sind ,  deren  Bündel 
den  Gebüschen  der  Kegel  und  der  Kegelschnitte  von  F^  entsprechen, 
so  schneiden  die  Ebenen  durch  D^T^",  beaw.  DiP^'"  den  Kegel  K^ 
in  2  Kanten,  welche  Bilder  von  ©^  mit  demselben  Scheite!  oder  der- 
selben Ebene  sind;  geht  die  Ebene  nach  t^,  so  handelt  es  sich  um 
die  Bilder  der  zweiten  Büschel  aus  dem  Scheitel,  der  Ebene  von  @/. 

Die  4  Berührungsebenen  durch  I>iFi",  beaw.  PiPi*"  an  K^^  führen 
zu  den  4  Büscheln  (B,  i),  bezw.  (JE,  d).  Der  Kegel  4.  Ordnung, 
welcher  li-^  aus  P^"  oder  P^"  projicirt,  mit  2  Doppelkanten  hat  8 
doppelte  Berührung e ebenen;  ihre  Berührangs sehnen  mit  h^"  sind  die 
Bilder  der  8  übrigen  Büschel  {D,  s),  bezw,  {E,  ä). 

Die  Congruenz  Ö,  welche  der  Ebene  t^  correspondirt,  ist  die  in 
Nr.  772  beschriebene  Congruenz  (mit  einem  Kegelschnitte  als  singu- 
lärer  Linie),  welche  durch  die  den  ©/  schneidenden  Strahlenbüschel 
von  r^  entsteht.  Die  Involution  der  je  durch  denselben  Strahl  von 
©/  gehenden  Büschel  bildet  sich  in  eine  Involution  von  Geraden- 
paaren in  T^  ab  und  zwar  so,  dass  die  beiden  durch  d  gehenden  Büschel 
die  Doppelpunkts-Tangenten,  die,  welche  durch  den  gemeinsamen  Strahl 
von  ©d"  und  (0,  o)  gehen,  die  beiden  Geraden  der  einzigen  Fläche 
2.  Grades  Oi^  durch  kj^,  welche  in  D^  sich  schneiden,  zu  Bildern 
haben:  (0,  a)  diejenige,  welche  \^  zweimal  trifft,  der  andere  die  tj". 
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Audi,  die  in   Nr.  706  ff.  heschriebme  einsiceideutige   AU)ildtmg   des  7 
r^  in  den  Punktraum  S^  wird  hier  eindeutig,  wenn  eine  d^r  beiden  Ge- 
raden u,  v,  etwa  V,  in  den  Doppelstrahl  d  gelegt  wird  (Nr.  774);    wir 
begnügen  uns  jedoch,  die  Haupteigeuschaften  ohne  Beweis  anzugeben. 

Durch  d  und  «(  gehen  oo'  Regelsehaaren  p^^  von  F^;  sämmtliche 
Strahlen  eioer  solchen  Begelschaar  haben  denselben  Bildpvinkt;  der 
Ort  dieser  Punkte  ist  ein  Kegelschnitt  c,^.  Ebenso  bilden  die  Strahlen- 
büsehel  ©^  Ton  F^  sich  nur  in  Punkte  ab;  diese  Punkte  erzeugen 
eine  Raumcurve  4.  Ordnung  erster  Art  S/,  welche  den  Cj^  in  4  Punkten 
Ui  begegnet,  den  Bildern  der  4  Strahlenbüschel  von  r%  die  durch 
w  gehen. 

Die  Bilder  der  übrigen  Strahlenbüschel  von  V^  sind  die  Geraden, 
welche  zugleich  C[^  und  S^*  treffen;  die  Regelsehaaren  Qa,  Qu  von  r% 
welche  durch  d,  bezw.  u  gehen,  (im  ersten  Falle  <x>^,  im  zweiten  oo^) 
bilden  sich  in  die  Treffgeraden  (Seeanten)  von  Cj^,  die  Dop p  eis ec ante n 
von  Si^  ab,  eine  beliebige  Regelsehaar  aber  in  einen  Kegelschnitt,  der 
sowohl  Cj^,  als  Sj*  zweimal  trifft. 

Die  Kegelschnitte  in  den  Berührungs ebenen  einer  durch  jS,*  gehen- 
den Fläche  2.  Grades  F^^,  weiche  q^  zweimal  treffen  und  durch  die 
beiden  Punkte  von  S^*  gehen,  welche  auf  der  Geraden  aus  der  einen 
Sehaar  von  F,^  in  der  betreffenden  Berührungs  ebene  gehen,  sind  die 
Bilder  der  Regelsehaaren  eines  Gebüsches  von  F^;  ersetzt  man  die 
Schaar  durch  die  andere,  so  ergiebt  sich  das  verknüpfte  Gebüsche. 

Die  4  Kegel  des  Büschels  (Sj^)  führen  zu  den  Doppelgebüschen 
Z'a. i,  ...  Ss,i;  „Berührungsebenen"  sind  die  Ebenen  durch  die  Spitze. 
Der  Fläche  F^^,  welche  den  c^^  enthält,  entspricht  das  Gebüsche  der 
Regelsehaaren  p^. 

Alle  Punkte  von  Ff  ^  sind  Bilder  von  d,  alle  Punkte  der  Ebene 
^j  von  Cj^  Bilder  von  w. 

Einer  Congruenz  F^F  entspricht  eine  Fläche  4.  Ordnung,  welche 
einfach  durch  yS/,  doppelt  durch  c^^^  geht;  enthält  F  den  Strahl  d,  so 
löst  sich  Fl^i  ab  und  es  bleibt  eine  Fläche  2.  Grades  fj^,  die  einfach 
durch  c^^  geht  und  Sj*  in  4  Punkten  trifft,  die  in  einer  Ebene  liegen; 
geht  F  auch  noch  durch  «,  so  zerfällt  die  /■/  in  die  Ebene  y^  und 
eine  andere  Ebene,  diejenige,  die  dem  F  als  Gewinde  von  G  in  der 
der  Abbildung  zu  Grunde  gelegten  Correlation  entpricht. 

Dem  Schnitte  von  F^  mit  einem  Strahlennetze  eorrespondirt  eine 
Eaumcurve  4,  Ordnung  erster  Art,  welche  dem  Cj^,  so  wie  der  Ä,*  je 
viermal  begegnet. 

Ein  beliebiger  Kegelschnitt  in  Sj  ist  das  Bild  einer  Eegelfläche 
8.  Grades  in  F^,  für  welche  d  vierfache,  «  zweifache  Erzeugende  ist. 
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784  Handelt  es   sich  nun  tmi  einen   Complex   mit  Doppelstrahl  d,   der 

auf  der  singularm  Fläcfie  atspidal  ist:  [3111],  so  sind  die  beiden  @d, 
welche  @d°  im  engern  Sinne  schneiden  (Nr.  772),  zusammengefallen, 
weil  in  jedem  Punkte  von  d  die  beiden  Tangentialebenen  von  (&,  von 
jeder  Ebene  durch  d  die  beiden  Berührungspunkte  sieh  vereinigt  haben; 
also  findet  dies  (Nr.  782)  bei  der  Caporali'schen  Abbildung  mit  den 
beiden  Tangenten  des  Doppelpunktes  D^  von  \^  statt;  dieser  Funkt 
-D^  ist  ein  EücJckehrpunM  der  Curve  \^.  Infolge  dessen  ist  ihr  Rang 
0  und  die  Involution  J^  hat,  ausser  dem  ternären  Dj,  nur  noch  3  Doppel- 
punkte, der  Complex  nur  noch  3  J'undamental-Gewinde. 

In  dem  nächsten  Falle,  wo  die  singulare  Fläche  die  Complexfläche 
eines  allgemeinen  Complexes  r^  für  einen  singulären  StrM  als  Träger 
ist,  haben  wir  in  Nr.  777  gefnnden,  dass  der  Büschel  (S„,  6^,)  im 
Continuum  der  Büschel  ®a  von  T^  ein  doppelter  ist;  folglieh  entspricht 
ihm  am  Kegel  J^j''  eine  Doppelkante;  weil  aber  die  Projectivität  zwischen 
den  Punkten  von  0  auf  d  und  ihren  Berühruugs ebenen  eine  ausgeartete 
mit  S„,  ff,)  als  singulären  Elementen,  so  ist  der  den  8/  im  engeren 
Sinne  schneidende  Büschel,  also  der,  welcher  sich  in  die  Tangente 
von  Dj  an  Jc^'  abbildet,  der  {S„,  Gg).  Wenn  diese  Tangente  aber  Dop- 
pelkante des  7c,''  aus  D^  projicirenden  Kegels  K,^  ist,  so  bedeutet  dies, 
dass  der  diese  Doppelkante  bewirkende  Doppelpunkt  unendlich  nahe 
neben  D,  liegt:  die  Curve  \^  hat  in  D,  eine  Sejbstherührung.  Der  Rang 
ist  dann  8,  und  die  Involution  Jj  hat,  ausser  dem  quaternärcn  Dop- 
pelpunkte J)j,  nur  noch  2  Doppelpunkte,  der  Complex  nur  noch  2 
Fund  amental -Gewinde,  entsprechend  der  Bezeichnung  [411]. 

Die  VerzweigungselementeTJ  und  ö  sind,  wie  wir  wissen,  den 
[2,  2Y,  die  den  verschiedenen  eonsingulären  Complexen  T^  zugehören, 
und  auch  der  [2,  2]*  gemeinsam:  die  Cuspidalelemente  Ä^,  .  . .  A^^ 
ft,  ...  ß^  der  Fläche  Q.  In  den  Fällen  [21111]  und  [3111],  wo  der 
Punkt  _D,  Doppel-  oder  Rückkehrpunkt  und  Ky^  allgemeiner  Kegel 
3.  Ordnung  ist,  kommen  von  den  Kanten  ^Pi",  DiP,™  (Nr.  782) 
4  Beruh rungs ebenen  und  ihre  Beiührungskanten  sind  die  Bilder  der 
(i>,  1),  (E,  d).  Bei  [411]  hat  K^^  eine  Doppelkante  bekommen,  und 
jene  beiden  Kanten  senden  daher  je  nur  noch  2  Tangentialebenen  an 
Ky^,  entsprechend  den  beiden  von  yS'y,  bezw.  ö,,  verschiedenen  Cnspi- 
dalelementen  A^,  A^\  |5j,  ß^. 

Wenn  nun  ira  weiteren  Falle  [51]  noch  Ä^  in  S,,,  ß^  in  ö^  rückt^ 
so  müssen  wir  daraus  sehliessen,  dass  diese  Doppelkante  von  K^^  eine 
Rückkehrkante  geworden  ist.  Dies  bewirkt  wiederum  eine  weitere 
Erniedrigung  des  Rangs  von  /t,''  auf  7  und  die  Verminderung  der  von 
Dl    verschiedenen  Doppelpunkte   der  Involution  Jj    auf  einen  € 
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und  der  Zahl  der  eigentlichen  Fundainental-Gewinde  auf  eheufalls  ein 
einziges. 

Bekommt  der  Complex  noch  einen  «weiten  den  ersten  schneiden-  785 
den  Doppolatrahl  d^,  so  erhält  die  Curve  Tz^  noch  einen  zweiten  Dop- 
pelpunkt D,,i;  und  in  den  3  Fällen  [2211],  [321],  [33]  handelt  es 
sich  um  2  eigentliche  Doppelpunkte,  einen  Doppelpunkt  und  einen 
Rückkehrpunkt,  zwei  Rückkehrpunkte;  der  Rang  ist  8,  7,  6;  und  die 
Involution  J|  hat  2,  1,  0  von  diesen  binären,  bezw.  ternären  Doppel- 
punkten verschiedene  Doppelpunkte,  der  Complex  so  viele  Fundamental- 
ere winde. 

Von  der  Geraden,  die  einen  I)^  mit  Pj"  verbindet,  gehen  —  glcieli- 
giltig,  ob  Dy  getrennte  oder  vereinigte  Tangenten  hat  —  2,  bezw. 
1  BerUhrnngsebene  au  ^/,  je  nachdem  der  andere  I\  ein  Doppel-  oder 
Rückkehr punkt,  also  die  Verbindungslinie  Doppel-  oder  Rückkehrkanfce 
des  K^  aus  dem  ersten  ist;  d.  b.  wir  haben  auf  einem  der  beiden 
Doppel  strahlen  2,  bezw.  1  Cuspidalpunkt  D,  je  nachdem  der  andere 
nicht  cuapidal  oder  euspidal  ist. 

Der  Kegel  4.  Ordnung,  welcher  h^'  aus  Pj"  projicirt,  hat  3  Dop- 
pelkanten, von  denen  2  nach  den  beiden  D^  gehen;  je  nach  der  Art 
dieser  Punkte  und  der  projicirenden  Kanten  hat  der  Kegel  4,  2,  1 
Doppel-Berührungs ebenen;  die  Sehnen,  welche  die  beiden  Berührungs- 
punkte mit  li^  unter  einander  verbinden,  sind  die  Bilder  der  4,  2,  1 
nicht  mit  einem  der  Doppelstrahlen  incidenten  (D,  e).  Der  Punkt  T^" 
liefert  die  dualen  Ergebnisse, 

Doppelpunkt  und  Selbstberührung  würden  Zerfallen  der  Curve  Iz^ 
bewirken. 

In  dem  Falle  [222]',  wo  die  singulare  Fläche  aus  ^^  und  derr  786 
Ehene  it  durch  ihre  3  unären  Geraden  d,  dj,  d^  hesteht,  die  dann  Dop- 
pelstrahlen  des  Complexes  sind,  wollen  wir  als  Hauptbüschel  {0,  ca) 
der  Caporali'schen  Abbildung  einen  von  der  dritten  Art  nehmen, 
dessen  Scheitel  und  Ebene  zu  ^4^  gehören.  Die  Strahienbüsehet  (5",  ß") 
oder  kürzer  S",  welche  ihn  schneiden  und  sich  in  die  Punkte  von  \^ 
abbilden,  sind  entweder  von  der  zweiten  Art:  SB^**  oder  von  der  dritten, 
und  ft,^  zerfällt  infolge  dessen.  In  der  Congruenz  C^,  die  einer  Ebene 
Ij  von  2Jy  correspondirt,  giebt  ea  2  Strahlenbüscliel,  welche  den  (0,  m) 
und  den  in  ir  befindlichen  schneiden  (Nr.  779)  und  deshalb  ^J'  sind. 
Daraus  folgt,  dass  die  Sn"  sich  abbilden  in  die  Punkte  eines  Kegel- 
schnitts 7ci^  und  die  übrigen  S5"  in  die  einer  cubischen  Ranmcurve  l\^. 
In  diese  "beiden  Curvmt  It^^  tmcl  1:{^  verfällt  Icy^,  und  damit  sie   auch   so 
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4  scheinbare  Doppelpunkte  habe,  müssen  sie  einander  in  3  Funkten 
Dl  hegegnen;  das  sind  die  Bilder  der  Doppelstrahlen  d,  d^,  d^  oder 
vielmehr  derjenigen  von  den  Büscheln  ©^,  @,?j,  @,;^,  welche  (0,  a) 
schneiden.  Diese  haben  ihre  Scheitel  zugleich  auf  der  Geraden  und 
der  Curve  3.  Ordnung,  in  denen  die  Ebene  o   die  beiden  Theile  von 

0  schneidet  und  von  deren  Punkten  die  einen  und  die  andern  Büschel 
So"  kommen. 

Die  58/  bilden  eine  Congruena  (2,  1)  (Nr.  779),  also  (Nr.  711) 
die  übrigen  99"  eine  Congraenz  (2,  3);  ihre  Ebenen  umhüllen  den  zwei- 
ten Tangentialkegel  2.  Gfrades,  der  aus  0  an  <&/  kommt,  und  daher 
ist  sie  die  in  II,  Nr.  499  2)  besprochene  für  «  =  3, 

Alle  Büschel  SS/  befinden  sich  in  dem  Gebüsche  [kist],  das,  durch 
(0,  ro)  gehend,  zum  Gewinde- Gebüsche  G  gehört,  welches  für  die  Ab- 
bildung benutzt  wurde;  folgHch  liegt  der  Kegelschnitt  7;^^^  in  der  dem- 
selben entsprechenden  Ebene  %  des  Bildraums. 

In  derselben  Ebene  x^  liegen  daher  auch  die  Bildpunkte  aller 
Strahlen  von  %,  denn  jt  gehört  auch  zu  \ßiic]\  und  die  in  %  gelegenen 
Strahlenbüsehel  bilden  sieh  in  die  Geraden  von  %  ab,  so  dass  wir 
eine  Correlation  zwischen  den  Feldern  %  und  %  haben. 

WShrmd  so  die  Bilder  der  StraMenbüsc'hel  in  tc  Sehn&t  von  k,^  sind, 
si^d  die  der  Büschel  der  swdten  Art,  deren  Scheitd  in  %  liegen,  während 
die  Ebenen  $/  tangvren,  Sehnen  von  Ic^^  imd  die  der  Büschel  dritte  Art 
gemeinsame  Tre/fgeraden  vott  kj^  und  \^;  denn  durch  einen  Punkt  von 
2;„  das  Bild  eines  Strahls  von  F*,  geht  eine  von  jenen  und  3  von 
diesen. 

Je  nachdem  eine  Regelschaar  q  von  F^  eine  Gerade  in  jk  hat 
oder  nicht,  sendet  sie  1  oder  2  Gerade  in  Büschel  SS/;  ihr  Bild-Kegel- 
schnitt trifft  dann  Ä/  in  1  oder  2  Punkten  und  infolge  dessen  Jc,^  in 
3  oder  2  Punkten;  und  der  fünfte  Schnittpunkt  seiner  Ebene  mit  ki% 
der  Scheitel  des  Bündels,  dessen  Ebenen  die  Bilder  der  zum  Gebüsche 

1  p  I  gehörigen  Regeischaaren  von  F'^  enthalten,  liegt  auf  \^  oder  h^^. 

Auf  der  einzigen  Fläche  2.  Grades  Oj^  durch  /e^''  sind  die  dreimal 
treffenden  Geraden  die,  welche  \^  zweimal  schneiden;  die  andern, 
welche  im  allgemeinen  die  Involution  I^  hervorrufen,  treffen  Ä/  und 
Tsj^  je  einmal,  und  diese  Involution  J,  ist  im  vorliegenden  Falle  eine  Pro- 
jectivität  swischen  dm  beiden  Curven;  sie  hat  nur  3  binäre  Doppelpunkte 
in  den  Z>i,  wir  haben  kein  Fundamental -Gewinde,  entsprechend  der 
Bezeichnung  [222]'.  Der  eine  von  zwei  gepaarten  Punkten  P,,  P^ 
liegt  also  immer  auf  h^,  der  andere  auf  li^;  das  eine  von  zwei  ver- 
knüpften Gebüschen  enthält  Regelschaaren  mit  keinem  Strahle  in  je, 
das  andere  solche,  welche  %  berühren. 
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Auf  Ä/  liegt  Pj",  der  Punkt,  der  dem  Gebüsche  der  Kegel  corre- 
spondirt,  auf  h^  P,%  derjenige,  der  dem  Gebüsche  der  Kegelschnitte 
entspricht;  und  hierin  unterscheidet  sich  die  Abbildung  yoü  der  des 
dualen  Compleses  mit  einem  Bündel:  [222]". 

Von  der  Geraden,  welche  einen  der  D^  mit  Pj"  verbindet,  kommt 
keine  Berührungs ebene  an  li^  oder  h^\  wir  haben  keinen  Punkt  I) 
ausserhalb  der  Schnittpunkte  der  d,  d-^^,  d^  (Nr.  780);  dagegen  kommen 
aus  Pj"  4  gemeinsame  Bevühruugsebenen  von  7i:^^  und  1^\  ihre  Be- 
rührungssehnen sind  die  Bilder  der  4  Büschel  (D,  e)  aus  den  Doppel- 
punkten von  $/. 

Wird  hingegen  einer  von  den  Dy  mit  F^"'  (der  auf  Iz^  liegt)  ver- 
bunden, so  sind  2  Berührungsebenen  an  It-^  möglich;  wir  erhalten  2 
mit  der  betreffeuden  d  incidonte  Büschel  (E,  d)  (Nr.  780);  eine  dop- 
pelte Berührungsebene  aus  P,™  ist  nicht  vorhanden. 

In  den  weiteren  SpeeiaifäUen  [42]',  [6]'  oder  [42]",  [6]"  rücken  2, 
bezw.  alle  3  Punkte  D^  zusammen. 

.Es  erübrigt  noch,  die  Mannigfcdtiffkeit  der  verscMedeJien  his  jeM  ho-  787 
sprochmm  Complexe  m  ermitteln.    Die  des  allgemeinen  [111111]  ist  19 
(Nr.  616).     Die  Mannigfaltigkeit  eines  Complexes  2,  Grades  ist  um  1 
grösser  ala   die  der   singulären  Fläche;   ferner   gehört  jede  Compiex- 
fläche  zu  co''  Complexen  (Nr.  627). 

Wenn    ein    allgemeiner  Complex  2.  Grades  F^    gegeben   ist,    so 
giebt  es  oo*  Gerade  in  beliebiger  Lage,  co'  Strahlen,   die  ihm   auge- 
hören, oo^  singulare  Strahlen  überhaupt,  oo'-  singulare  Strahlen  2.  Ord- 
nung; demnach  hat  die  singulare  Fläche  der  Complexe: 
[21111],       [3111],       [411],       [51] 


19  _j_  4  -^  6  =  17,       19  +  3  ~  6  =  16,       19  +  2  —  6  =  15,=*') 
19  +  1  —  6  =  14, 
tmd  die  Complexe  seihst  haben  die  MaMnigfaltigkeit: 
18,       17,       16,       15. 
In  eine    stationären  Ebene  d^   eines   allgemeinen  F^  können   wir 
cx3^  Gerade   legen,   oo^   aus  dem  Büschel  (J?u,  5,,),  eine   endliche  Zahl 
von  Sä„;  somit  ist  die  Mawnigfaltigkeit  der  singulm-^i  Fläche  von: 
[222],         [42],         [6] 

*)  Vergl.  Nr.  627,  sowie  aTich  Nr.  637—629,  wo  umgekelirt  aus  der  Miinrig- 
faltigkeit  17,  16,  15  auf  die  Mannigfaltigkeit  6  geschlossen  ■wurde. 
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19  +  2  _  6  =  lö,       19  +  1  —  6  =  14,       IS)  —  ö  =  13 
und  die  der  Complexe: 

16,  15,        14; 
so  daas  [6]  an  [51]  sicli  ansehliesst. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  siugulären  Fläclie  (0^^,  je)  von  [222] 
oder,  da  K  durch  9^  bestimmt  ist,  die  von  */  ist,  wegen  der  4  Kno- 
tenpunkte, 19 — 4. 

Die  singulare  Fläche  ^^  von  Fy^  besitzt  co^  Tangenten,  oo^  Haupt- 
tangenten (oder  cx^  Tangenten,  die  mit  einem  dreipunktig  berührenden 
singulären  Strahle  von  Fp^  den  Berührungspunkt  gemeinsam  haben) 
und  (X)'  Haupttangenten,  bei  denen  die  im  nämlichen  Punkte  berüh- 
rende zweite  Haupttangente  singulärer  Strahl  von  F^^  ist;  folglich  ist 
die  Maniiigfcätigkeit  der  singulären  Flächen,  die  su  den  Complexen: 

[2211],        [321],        [33] 
gehören,  hem>. 

19  4_  3  _  6  =  16,       19  +  2  —  G  ==  iri,       19  -f  1  -  f!  =  14 
und  daher  die  der  Complexe: 

17,  16,         15. 

Die  Mannigfaltigkeit  der  ersten  dieser  3  Flächen  mag  noch  auf 
andere  Weisen  dai'gethan  werden.  Dieselbe  ist  ja  ein  Specialfali  der 
Fläche  4.  Ordnung  F*  mit  einem  Doppel-Kegelschnitte,  und  deren 
Mannigfaltigkeit  ist  21.  Sie  kann  aus  einer  cubjschen  Fläche  J'^  durch 
die  Geiser'sche  Transformation  (II,  Nr.  373,  394)  abgeleitet  werden 
und  F^  aus  ihr.  Die  Mannigfaltigkeit  von  F^  ist  19,  auf  ihr  giebt  es 
oo^  Kegelschnitte,  die  man  als  Curve  fe,^  der  Transformation  wählen 
kann,  der  Punkt  K  kann  jeder  der  oo^  Punkte  des  Raums  sein,  die 
Grundflä.che  F^  dann  jede  der  oo'  Flächen  2.  Grades,  welche  dem  Kegel 
Ä'/c,^  längs  h^^  eingeschrieben  sind.  Umgekehrt,  wenn  F^  gegeben  ist, 
so  ist  ihre  Doppelcurve  als  \^  und  K  auf  ihr  zu  wählen,  wenn  wir  zu 
einer  F^  gelangen  wollen;  d.  h,  jede  F^  ergiebt  sieh  durch  diese  Trans- 
formation aus  oo^+^  cubischen  Flächen,  und  ihre  Mannigfaltigkeit  ist: 
19  +  1+3  +  1  —  3  =  21. 

Oder  wir  erinnern  uns,  dass  Flächen  F^  sieh  ergeben,  wenn  wii" 
bei  der  eindeutigen  Abbildung  eines  Gewindes  F  in  den  Punktraum  S^ 
(I,  Nr.  202  ff.)  die  Congruenzen  2.  Grades  von  F  abbilden  (II,  Nr.  374). 
Deren  giebt  es  in  T  oo^^  (Nr.  625). 

Alle  Bildfiäehen  haben  die  Hauptcurve  ft/  der  Abbildung  zur 
Doppelcurve;  daher  giebt  es  <x>"  Flächen  4.  Ordnung  mit  fester  Doppel- 
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curve,    und   00^=+^    überhaupt,    weil    cHe   Mannigfaltigkeit  des   Kegel- 
schnitts im  Räume  8  ist. 

Diese  Mannigfaltigkeit  21  wird  um  1  +  4  al^f  16  verringert,  wenn 
die  Doppcleurve  in  zwei  Gerade  sieh  zerspiiltöt  und  die  Flüche  ausser- 
dem noch  4  Knotenpunkte  erhält. 


Der  Complex  2.  Grades  mit  zwei  windseliiofen  Boppelstraliki]. 

I. 

Wmn  ein  Complex  2.  Grades  JT*  zwei  windschiefe  Boppelstrahlen  ' 
d,  d'  Mt,  so  sind  diese  auf  der  singulärm  Fläche  S  Doppelgerade; 
dieselbe  ist  daher  eine  Begelfläche  4.  Grades  I.  Art,  auf  welcher  die  beiden 
Strahlen  die  LeUgeraden  sind;  deau  die  Yon  einem  beliebigen  Punkte 
der  Fläche  ausgehende  und  d,  d'  treffende  Gerade  muss,  wegen  ihrer 
5  Schnitte  mit  der  Fläche,  ihr  ganz  angehören. 

Complexfläche  ist  eine  solche  Fläche  nicht. 

Wir  haben  (Nr.  767)  nur  noch  8  binäre  stationäre  Pimhte  D,  die 
Cuspidcdpunkte  Ä^,  . . .  A^,  B^,  ...  B^  auf  d,  d',  und  ebenso  8  binäre 
stationäre  Ebenen  d,  die  Ctispiddlebenen  «,,  ...  ß^,  welche  je  durch  die 
Cuspidalpunkte  der  andern  Geraden  gehen.  Sie  sind  die  Verzweigungs- 
elemente der  Correspondenzen  [2,2]'',  [2,2]''',  die  durch  den  Coraplex 
bei  d  und  d'  entstehen;  aber  auch  diejenigen  der  Correspondenzen 
[2,2]  zwischen  den  Punktreihen  oder  den  EbenenbÜacheln,  durch  welche 
die  Fläche  erzeugt  wird. 

Jede  Regelscbaar  (dd'g),  wo  g  ein  behebiger  Strahl  von  V^  ist, 
hat  mit  dem  C'omplexe  5  Strahlen  gemeinsam  (Nr.  77-1')  und  gehört 
ihm  vollständig  an 

So  ethalten  mi  00^  durch  die  DoppelslrahJen  d  und  d'  gehende 
Eegelschaaten,  udche  dem  Complexe  angehören  und  ihn  einfach  erfüllen; 
sie  mögen  tdd  heisaen 

Beziehen  wir  nun  das  Gebüsche  G  von  Gewinden,  die  durch  d 
und  d  gehen,  coirelativ  auf  den  Pimktraum  S^,  so  entsteht  durch  die 
Punkte,  welche  diesen  Regeischaaren  x^a'  correspondiren,  eine  Fläche 
2.  Grades,  da  auf  eine  Gerade  von  2^i  2  zu  liegen  kommen,  weil  das 
ihr  entsprechende  Strahlennetz  2  Regeischaaren  Xdd'  enthält;  sein  Schnitt 
nämlich  mit  F^  bekommt  d  und  d'  zu  doppelten  Erzeugenden  (Nr.  774) 
und  muss  deshalb  in  zwei  ßegelsehaaren  zerfallen,  welche  d  und  d' 
gemeinsam  haben. 


y  Google 


390  Uei-  Cgniyles  2.  Grades  mit  kwbI  wimlsckioEör!  Doppelötialilen. 

Jeder  Complex  3.  Grades  mit  sivei  windschiefen  DoppeUtrahleit  ent- 
steht daher  in  folgmder  Weise: 

Ein  Gebüsche  von  Geivindeti  wird  correlativ  auf  den  Punliiraum  be- 
sagen; die  Eegelschaaren  des  Gdmsches,  welche  den  Punkten  einer  Fläche 
2.  Grades  F^  entdecken,  erzeugen  den  Complex. 

Weil  die  Regelschaaren,  welche  d,  d'  mit  den  einzelnen  Strahlen 
eines  Bflschels  (X,  |)  verbinden,  ein  Strahlennetz  bilden,  dessen  Bild- 
gerade in  S^  der  Fläche  F^^  2iiial  begegnet,  so  haben  wir  2  erzeu- 
gende Regeischaaren,  welche  einen  Strahl  in  den  Büschel  bringen. 
Legen  wir  aber  (X,  §)  durch  d,  so  fallen  alle  verbindenden  Eegel- 
schaaren  in  dasselbe  Bflschelpaar  [(X,  |),  {d'i,d'X)\  zusammen.  Der 
Punkt,  der  ihm  in  2^-^  entspricht,  liegt  nicht  auf  I'\^;  woraus  folgt, 
dass  (X,  I)  mit  dem  erzeugten  Complexe  nur  d  gemein  hat,  dieser 
Strahl  und  ebenso  d'  Doppelstrahl  ist. 

Die  Abbüdung  von  Nr.  704  ist  aasgeartet:  einem  beliebigen  Punkte 
von  Z^j  entsprechen  nur  d,  d',  einem  Punkte  von  F^  aber  alle  Strah- 
len einer  Regelsehaar  Xaie. 

In  Bezug  auf  ein  Gewinde  des  Büschels  durch  [dd'J,  nach  wel- 
chem also  d  und  d'  polar  sind,  gehört,  weil  2  Paare  Polaren  eines 
Gewindes  stets  in  der  nämlichen  Regelschaar  sich  befinden,  die  Polare 
einer  Geraden  einer  Xdu;  ebenfalls  zu  dieser  Regelschaar;  also  geht  J'^, 
in  Bezug  auf  ein  solches  Gewinde  polarisirt,  in  sich  selbst  über,  und 
demnach  auch  dieses  Gewinde,  in  Bezug  auf  T^  polarisirt,  in  sich 
selbst  über. 

So  erhalten  wir  einen  gansen  Büschel  von  Fundamental- Gewinden: 
alle  Gewinde  durch  das  Sirahlennets,  dessen  Leitgeraäe  die  beiden  Dojapcl- 
strahlen sind;  unter  ihnen  die  beiden  Gdmche,  welche  diese  Geraden  m 
Äscen  haben. 

Indem  wir  den  durch  irgend  swei  von  seinen  Gewinden,  insbesondere 
die  beiden  Gebüsche  [<?],  \d"\  bestimmten  Büschel  von  Fundamental- 
Gewinden  mit  (11)  heseichnen,  ergieht  sich  als  Beseichnung  des  Complexes: 

[(11)1111]- 

Andrerseits  aber  hat  die  singulare  Fläche  als  Regelfläche  4.  Grar 
des  (II,  Nr.  416)  4  Doppeltangenten-Congtuenzen  2.  Grades  (mit  d,  d' 
als  Doppelstrahlen),  und  daher  haben  wir  4  Fundamental- Gewinde  Fj, 
. . .  r^  von  derselben  Art  wie  bisher. 

Der  fundamentale  Büschel  ist  in  Involution  zu  den  einzelnen  Fun- 
damental-Gewinden,  weil  zu  dem  Gebüsche  (dd'),  in  welchem  sie  ent- 
halten sind. 

Seine  Gewinde  haben  jedoch  nicht  die  Eigenschaft,  doppelt  gerechnet 
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zur  Reihe  der  cominguJärm  Gomplexe  zu  gehören,  welche,  wie  wir  bald 
sehen  werden,  den  T, ,  ...  zukommt. 

Sei  Tq  ein  Gfewinde  aus  dem  fundamentalen  Büschel,  so  geht  I^ 
z.  B.  auch  durch  das  Polaraystem  von  F^F^r^  in  sich  selbst  über. 
Die  Basisfläehe  desselben  geht  durch  die  Leitgeradeu  (12)  von  F^F^, 
sowie  durch  die  Treffgeraden  von  (12),  d,  ä',  die  in  F^F^  und  in  F^ 
sich  befinden;  aber  nach  I,  Nr.  183  sind  (12);  (34);  d,  d'  die  Paare 
Gegenkanten  eines  Tetraeders;  daher  sind  (34)  die  TreEFgecaden;  unsere 
Basisfliiche  geht  also  durch  (12),  (34)  und  ergiebt  sich  ebenso  bei  F^, 
Fi  wie  bei  Fj,  F.^.  AVir  haben  daher  dreimal  oo'  solche  Polarsysteme, 
deren  Basisflächen  durch  die  Vierseite  (12)  (34),  (13)  (24),  (14)  (23) 
gehen. 

Die  beiden  Geradcnschaaren  auf  F^^  führen  zu  iioe;  Scimaren  oder  789 
Heiken  von  Strdhlennetsen,  welche  in  F^  eiitJtalten  sind.  Die  einen  wie 
die  andern  gehen  dureh  d  und  d';  je  m^ei  Netse  mis  derselben  Schaar 
haben  nur  die  Geraden  d,  d'  gemein,  zwei  aber  aiis  verschiedenen  Schaa- 
ren  eine  Megelschaar  Xdd',  die  dem  Schnittpunkte  der  correspondirendsn 
Geraden  von  F^^  entspricht.  Folglich  befinden  sie  sich  in  äemselherb  Ge- 
winde, das  der  Tangentialebene  dieses  Punktes  correspondirt.  Verbindet 
man  zwei  Netse  der  einen  Schaar  mit  allen  der  andern,  so  ergeben  sich 
zwei  projective  Süschel  wn  Gewinden,  entsprechend  den  projectiven 
Ebeuenbüschein  um  zwei  Gerade  derselben  Schaar  von  Fi^,  und  F^ 
als  deren  Frzengniss;  es  handelt  sich  also  um  den  Complex,  mit  dem 
wir  in  I,  Nr.  159,  160  uns  beschäftigt  haben.*) 

Dass  der  Complex  ga/nze  Sl^ahlennetse  enthält**),  ist  für  ihn  cha- 


Und  wenn  ein  Complex  F^  ein  Strahlennetz  enthalt,  so  enthält  er 
zwei  Schaa/ren  oder  lieihen  von  Strahleiinetzen. 

Denn  zunächst  schneiden  die  Gewinde  dureh  jenes  Netz  Hg  die 
Netze  L  der  einen  Schaar  ein,  so  dass  durch  jeden  Strahl  von  J'^  eins 
geht.  Die  Eegelschaaren,  in  denen  H,,  von  diesen  L  geschnitten  wird, 
durchlaufen  im  allgemeinen  Ho  vollständig.  Legt  man  ebenso  durch 
eins  der  L,  etwa  L^,  alle  Gewinde,  so  erhält  man  die  zweite  Reihe  H, 
in  der  sieh  H,,  befindet.  Jedes  dieser  Gewinde  hat  mit  jedem  L  eine 
Regelschaar  gemeinsam,  welche  dann  dem  ausgeschnittenen  H  ange- 
hört,  so  dass   alle  H   mit   allen  L  durch  Gewinde  verbunden  werden 


*)  Vergl.  auch  Eeye,  Geometrie  der  Lage,  3.  Auflage  Bd.  2  S.  362. 
**)  Uelier  Complexe   2.  Gradea,   welclio  Strahlecnetze   enthalten,   vsrgl.    auch 
,  Mathem.  Ännalen  Bd.  5. 
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können  und  alap  aus  jedem  L  ao  abgeleitet  werden  können  wie  aus 
L||,  und  ebenso  alle  L  aus  jedem  H.  Daraus  folgt  dann;  die  Gfewinde- 
bOschel  durch  zwei  H  oder  zwei  L  sind  projeetiv,  die  gemeinsamen 
Strahlen  der  beiden  H  oder  L  sind  doppelt  auf  F*  und  befinden  sich 
deshalb  auch  in  allen  L  und  H  und  allen  Regeischaaren,  in  denen  die 
H  mit  den  L  sich  darchachneiden. 

Alle  oo^  verbindenden  Gewinde  gehören  dem  Gebüsche  von  Ge- 
winden an,  das  die  Doppel  strahlen  von  F^  zu  Grund  strahlen  hat,  und 
bilden  innerhalb  desselben  ein  System  2.  Grades;  d.  h.  2  von  ihnen 
befinden  sich  in  jedem  Büschel  des  Gebüsches,  entsprechend  den  Tan- 
gentialebenen von  i^/,  die  von  der  dem  Büschel  correspondirenden 
Geraden  kommen. 

Aus  dieser  Erzeugung  des  Complexes  durch  zwei  projective  Gc- 
windebüschel  ergiebt  sich  auch  seine  Mannigfaltigkeit  17,  wie  sie  auch 
durch  die  beiden  Doppelstrahlen  gefordert  wird;  denn  zunächst  ge- 
langen wir,  weil  es  oo^  Strahlennetze  und  Gewindebüschel  giebt  und 
zwischen  je  zweien  oo'  Projectivitäten  möglich  sind,  zur  Mannigfaltig- 
keit 2.8  -j-  3|  ^^"^  jeder  Comples  mit  zwei  Doppelstrahleu  kann  auf 
co^  Weisen  durch  projective  Gewindebüsehel  erzeugt  werden. 

Die  Doppel  strahlen  d,  d'  können  wir  auf  c»*  Weisen  wählen;  in 
einer  bestimmten*)  Correlation  zwischen  dem  Gewindegebüsche  {dd') 
und  dem  Punktraume  2^,  entspricht  dann  jedem  Complexe  mit  jenen 
Doppel  strahlen  eine  Fläche  F-^,  und  wir  haben  od''  Complexe  F^  mit 
2  gegebenen  Doppelsti'ahlen,  insgesammt  also  oo^'. 

Wir  fanden  in  I,  Nr.  159  schon  die  Erzeugung  des  Complexes, 
die  zur  Erzeugung  durch  projective  Gewindebüsehel  in  derselben  (im 
Gewindegebüsche  dualen)  Beziehung  steht,  wie  die  Erzeugung  des 
Hyperboloids  durch  projective  Punktreihen  zu  der  durch  projective 
Ehenenbüschel,  nämlich  die  Erzeugung  durch  projective  Büschel  von 
Gewindenetzen;  dieselben  Strahlennetze,  welche  bei  der  einen  Erzeugung 
Schnitte  entsprechender  Gewinde  sind,  sind  hei  der  andern  die  Basen 
der  Gewindebüsehel,  welche  zwei  entsprechenden  Gewindenetzen  ge- 
meinsam sind. 

Wenn  (H[),  (H^)  die  Büschel  von  Gewinden  der  einen  Erzeugung 
(mit  den  Grund-Strahlennetzen  H[,  H^)  sind,  so  erhalten  wir,  die  Ge- 
winde von  (H|)  mit  dem  Büschel  (H^)  und  die  Gewiude  von  (H^)  mit 
dem  Büschel  (H^)  durch  Gewindeiietze  verbindend,  die  beiden  Büschel 
von  Gewindenetzen  der  andern  Erzeugung.     Beachten   wir   aber,  dass 


*}  Jede  Correlation  Bwiachen  {AA')  und  S^  t 
reu,  welche  d  und  ä'  au  Doppelatrahlen  haben. 
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zwei  soiclie  Büschel   von  Gewindeuetzen  nicht   beliebig,    sondern    aus 
demselben  Gewindegebüsche  genommen  werden  müssen. 

Nun  können  wir  uns  Überzeugen,  dass  jede  Leitgerade  eines  Straft-  790 
lennetises  der  einen  Reihe  zugleich  Leitgerade  eines  Netzes  der  andern  Reihe 
ist.  Es  sei  h  die  eine  Leitgerade  von  H  oder  die  Axe  des  einen  Strah- 
lengebüsches im  Büsche!  (H),  h'  die  Polare  von  h  nach  dem  Gewinde, 
das  diesem  Gebüsche  in  (H')  entspricht,  so  sind  h,  h'  polar  in  Bezug 
auf  beide,  also  Leitgerade  des  Strahlennetzes  L,  in  dem  sie  sieh  durch- 
schneiden. 

Diese  Leiigeraden  der  einen  und  der  andern  Netze  erfüllen  dieselbe 
Begelfläche  mit  d,  d',  denen  sie  all^  begegnen,  als  Leitgeraden,  offenbar 
die  Eegelfläcke  4.  Grades  (5,  welche  die  singulare  Fläche  imseres  Cotn- 
plexes  ist. 

Denn  von  jedem  Punkte  und  in  jeder  Ebene  einer  dieser  Geraden 
haben  wir  2  Strahlenbüschel  des  Compleses,  enthalten  in  den  beiden 
Strahlennetzen  H  und  L,  deren  Leitgerade  sie  ist 

Die  Dupel  h\  der  Leitgeraden  der  H  imd  die  Bwpel  l\  der  Leit- 
geraden der  L  /^zeugen  tn  dei  Met;elflüche  0  je  eine  Involution,  und  das 
sind  0wei  verbtinäme  Involutionen  I/,  Ii*),  wie  wir  sie  in  Nr,  590 
erkannt  haben;  d  h  aus  jedem  Dupel  der  einen  können  durch  Regel- 
schaaren  die  der  andern  abgeleitet  werden.  In  der  That,  da  H  und  L 
eine  Regelschaar  gemein  haben,  so  hefiuden  sich  auch  die  Leitgeraden- 
Dupel  ÄÄj,  ll-i  m  einei  Regelsehdai,  der  Leitschaar  jener. 

Jeder  Strahl  q  von  V  gehört  zu  einem  Netze  H  und  zu  einem 
L;  folgüch  bilden  die  4  Eizeugendtn  von  ^,  welche  er  trifft,  ein  Dupel 
von  Jj  und  eins  von  Ii 

Weil  jede  der  Involutionen  J*,  J;  4  Doppelstrahlen  besitzt,  so 
etithält  jede  der  beiden  Heiken  von  Strahlennetzen  H,L  4  singulare  Sti-ah- 
leJmetse,  deren  sämmtliche  Strahlen  also  die  3*  tangiren,  je  auf  der 
Leitgeraden. 

tfeder  oon  den  StrahlenhUsdieln  des  Complexes  gehört  gans  in  ein 
Nets  aus  der  einen  Reihe,  während  seine  Strahlen  sich  auf  die  verschie- 
denen Netze  der  andern  Heilte  verfkeilen. 

Die  beiden  Büschel  aus  demselben  Punkte  von  $  gehören  zu 
Netzen  aus  verschiedenen  Reihen.  Wenn  jener  Punkt  auf  der  Erzeu- 
genden h^l  von  (P  Hegt,  so  gehen  die  Ebenen  der  beiden  Büschel 
nach  den  gepaarten  Geraden  \,  l^;   auf  denen   auch  die  Scheitel   der 

*)   Vergl.  Weiler,  Zeitachi-,  f.  Math,  und  Plijs.  Jahrg.  27  S,  26. 
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Büschel  ia  den  Ebenen  durch  h^l  Hegen.  Die  Geraden  der  Regel- 
schaar  [h^l,  /<i,  y  sind  daher  die  zugehörigen  singulären  Strahlen. 

Danach  gerlegt  sich  die  Congrumg  S  der  si^ulären  Sirahlen  in 
oo^  Begdschaarm,  längs  jeder  Erzeigenden  mn  $  berührt  eine.  Weil 
viermal  7'i  mit  h  oder  li  mit  l  zusammenfällt,  so  gieht  es  unter  diesen 
Eegelsdiaai  en  8,  tcekhe  ©  osculiren,  deren  Gerade  also  singulare  Strahlen 
2.  Ordnung  sind  Die  ßegelfläche  16,  Grades  der  dreipunktig  berüh- 
renden singulären  Strahlen  haben  wir  damit,  die  Berührungscurve  hat 
sich  aber  auf  die  8.  Ordnung  reducirt  und  besteht  aus  8  Erzeugenden. 

Die  singuliren  Stialilennetze,  für  welche  diese  die  (einzigen)  Leit- 
geradeu  sind,  setzen  mit  S,  doppelt  gerechnet,  die  Oongruenz  zu- 
sammen, welche  F^  mit  dem  Tangenteneomplexe  8,  Grades  von  S 
gemeinsam  hat. 

Auch  von  einem  Punkte  X  auf  einer  der  Doppelgeraden  m,  v 
gehen,  obwohl  er  zwei  Erzeugende  aussendet,  nur  zwei  Strahlenbüschel 
Tun  r'^  aus;  sind  jene  hE^l,  h'^l\  so  geht  die  Ebene  des  einen 
nach  Aj  und  1!^',  die  des  andern  nach  l,  und  Ä,',  und  jeder  solche 
Strahl enbüschel  gehört  daher  sowohl  zu  einem  Netze  H,  als  zu  einem 
L;  er  enthält  den  betreffenden  Doppelstrahl. 

Wenn  der  Punkt  X  ein  Cuspidalpunkt  ist,  so  fällt  h  E^  l  mit 
h'  ^3s  r,  A^  mit  Ä^',  7j  mit  l^  zusammen ,  also  auch  die  Ebene  nach  A, 
und  l^'  mit  der  nach  ^  und  hj";  der  Punkt  wird,  wie  wir  schon  wissen, 
ein  stationärer  Punkt  D;  die  zugehörige  Ebene  s  gebt  also  durch  die 
beiden  Geraden,  die  der  TorsaUinie  aus  dem  Cuspidalpunkte  in  I/„  Ii 
gepaart  sind. 

Die  beiden  Erzeugenden  h^  und  l,',  in  derselben  Ebene  gelegen, 
treffen  sich,  wenn  X  auf  d  liegt,  auf  d',  ebenso  l^  und  Aj';  und  so 
werden  jedem  X  von  d  zwei  Punkte  auf  d'  zugeordnet;  die  ßegelfläche 
4.  Grades,  welche  durch  die  so  sich  ergebende  Oorrespondenz  [2,  2] 
entsteht,  ist  dem  F^  mit  dem  Strahlennetze  [dd'}  gemeinsam.  Sie 
hat  dieselben  Cuspidal demente  wie  ^  und  ist  dieser  also  eonsingulär 
(Nr.  603). 

791  Die  Gorrclation  zwischen  dem  Gewinde-Gebüsche  G  ^  (dd")   und 

dem  Punktraume  27^,  in  der  unser  F^  der  Fläche  F,^  entspricht,  legt 
Montesano  der  Untersuchung  unseres  Complexes  und  seiner  speciellen 
Fälle  zu  Grunde.*) 

*)  D.  Monteaano,  Sui  complesd  di  rette  di  seoondo  grado  generati  da  due 
fasci  projettivi  di  compiessi  lineari.  Doctor-DisBertation  der  UniTecsitÜt  Rom. 
(Neapel,  18S6),  —  Auf  diese  Abbildung  hat  freilicli  sclion  vorher  Segre  in  aeiner 
Abhandlung:    Sulla  geometria  della  retta  etc.  (Nr.  165   Anm.)  hingewiesen;    wir 
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Wie  uns  die  Erzeugung  der  F-^  durch  projective  Ebenenbüschel 
zu  der  Erzeugung  des  Complexes  durch  projective  Gewindebüschel  ge- 
führt hat,  so  führt  auch  die  Erzeugung  jener  durch  correlative  Bändel 
Kur  Erzeugung  des  Complexes  durch  correlative  Bündel  von  Gewinden; 
wobei  jedoch  die  Grund -Regeischaaren  dieser  Bündel  2  Gerade  (die 
Grundgeraden  von  O)  gemein  haben,  welche  dann  die  Doppelstrahlen 
des  Complexes  werden. 

Wir  haben  im  Saume  2^  eine  ausgezeichnete  Fläche  2.  Grades  K^, 
die  wir  Grundfläche  nennen:  sie  wird  von  den  Ebenen  eingehMllt,  denen 
die  Strahlengebüsche  von  G  entsprechen,  von  welchen  ja  jeder  Büschel 
von  Cr  2  enthält.  Den  Geraden  von  K^  correspondiren  Strahlenneke, 
durch  welche  lauter  Gebüsche  gehen,  also  solche,  die  in  ein  Feld  und 
einen  Bündel  serfallen,  und  bei  denen,  welche  den  Geraden  der  einen 
Sehaar  von  ^j^  entsprechen,  incidirt  das  Feld  mit  d,  der  Bündel  mit 
d',  bei  den  andern  umgekehrt.  Zwei  solche  zerfallende  Strahlennetze 
von  verschiedener  Art  liegen  in  einem  Gebüsche  \J\,  dessen  Axe  die 
beiden  Scheitel  verbindet  und  Schnitt  der  beiden  Ebenen  ist,  und  haben 
eine  Hegelsehaar  gemeinsam,  welche  sich  in  die  beiden  Büschel  dl,  d'l 
zerlegt.  Ben  Punkten  der  Grundfläche  K^  correspondiren  daher  die 
serfallenden  Begelschaaren  von  G,  den  Tangenten  ersichtlich  die  Strahlen- 
netse  von  G  mit  vereinigten  Leitgeraden. 

Wenn  einer  Geraden  in  2)^  das  Strahlennetz  [W]  in  G  correspon- 
dirt,  so  entsprechen  ihren  Schnitten  mit  K^^  die  Büschelpaare  dl,  d'l'; 
dl',  d'l. 

Zwei  Ebenen  von  2/;,  welche  in  Bezug  auf  Ki^  conjugirt  sind, 
entsprechen  in  G  Gewinde  in  Involution;  denn  sie  sind  zu  den  Ge- 
büschen ihres  Büschels  harmonisch  (I,  Nr,  106);  den  Polartetraedern 
von  K^^  correspondiren  daher  Gruppen  von  4  gegenseitig  sich  stützen- 
den Gewinden  von  G. 

Zwei  Geraden,  die  nach  K^^  polar  sind,  entsprechen  Strahlennetze, 
bei  denen  die  Gewinde  des  einen  zu  denen  des  andern  in  Involution 
sind;  so  dass  die  Leitgeraden -Dupel  ein  windschiefes  Vierseit  bilden, 
welches  d,  d'  zu  Diagonalen  hat. 

Wenn  eine  Ebene  und  ihr  Pol  nach  ^/  als  Ebene  a  und  Cen- 
trum einer  harmonischen  Homologie  genommen  werden,  so  sind  zwei 
Gewinde  von  G,  die  zwei  in  dieser  Homologie  entsprechenden  Ebenen 
correspondiren,  zu  einander  polar  in  Bezug  auf  das  jener  Ebene  jc 
entsprechende  Gewinde. 


woÜen  sie  aber  doch   nach  STonteaano,   der   aiuh   zuerst   eingehend  mit   ihr   lie- 
schäftigt  hat,  benennen. 
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Die  Urseugmden  der  sütgiäären  Fläche  *  von  T^  sind  die  Axen 
der  StrahJmgebüscke,  welche  den  gemeinsamen  Beruhrungsehenen  von  K^ 
und  Fy  entsprechm;  die  beiden  Geraden  Ton  F^  in  einer  von  diesen 
Borührungs ebenen  entsprechen  den  Strahlennefczen  H  und  L,  für  welche 
die  Axe  des  entsprechenden  Gebüsches  gemeinsame  Leitgeracie  ist. 

Die  Gebüsche  von  (?,  deren  Axen  eine  Gerade  m  treffen,  ent- 
sprechen den  Berührungsebenen  des  Tangentialkegels  von  K^,  welcher 
Ton  dem  der  Regelsehaar  (dä'm)  correspondirenden  Punkte  kommt 
Derselbe  hat  mit  F-^  4  Ebenen  gemeinsam;  die  Axen  der  entapreeheii- 
den  Gebüsche  sind  die  von  m  getroffeneu  Erzeugenden  von  S, 

Jedem  Schnittpunkte  einer  Geraden  von  K^  mit  F^  eorrespon- 
dirt  ein  Strahlenbüschel  Paar  von  T^,  von  dem  der  eine  Büschel  seinen 
Scheitel  etwa  auf  ä  hat,  der  aiikre  seine  Ebene  durch  ä'  schickt. 
In  der  betreffenden  Schaai  von  K^  giebt  es  4  Gerade,  welche  F^ 
berühren:  den  Berithiung'.p unkten  ent6piecln,n  Büschelpaare,  welche 
aus  einem  durch  d  gehenden  Büschel  (D  e)  und  einem  durch  d'  gehen- 
den Büschel  (F,  d)  bestehen 

792  Dis  oben  besprothetim  Mei/ehchaai en   [Ii^l,  Ä,,  ^,],   deren  sämmt- 

liche  Geraden  singiilate  StiaMen  j-om  F'  sind  sind  den  Strahlennetzen 
[Ä,  \],  [^,  ^i]  gemeinsam,  befinden  sich  also  m  dem  Gebüsche,  dessen 
Ase  die  gemeinsame  Leifgeiatle  ist,  folghch  entsprechen  ihnen  die  Punkte 
der  Samncwve  4.  (hdnung  1  Art  /-j*,  längs  deten  F^^  von  dem  Torstts 
^i^ff/^TTj*  herührt  wniä  Es  sei  ß  der  Strahl  von  \dd"\  aus  dem 
Punkte  P  oder  in  der  Ebene  jr,  so  enthilt  die  dem  Gebüsche  [ji]  von 
G  entsprechende  Ebene  4  Punkte  dieser  Raumcurve;  folglich  senden 
4  von  jenen  Regeischaaren  einen  Strahl  durch  P,  in  re;  und  wir  er- 
halten auch  auf  diese  Weise  Oidming  und  Klasse  der  Gongrueuz  S 
der  singulären  Strahlen 

Die  Nehencomplexe  Ä^  erg^n  bKh  hei  behr  leicht:  sie  rühren  von 
den  weiteren  Flächen  S  Qtadeb  tn  Z?j  diitch  r^  her  und  haben  alle  eben- 
falls ä,  d'  zu  DoppelbtiaJilen,  welche  dadurch  für  S  vierfache  Strahlen 
werden  (Nr.  767).  Aber  nur  fir  uuseiu  F  ist  S  Congrnenz  der  sin- 
gulären Strahlen,  weil  dje  Toisen  dei  Tangentialebenen  der  andern 
Flächen  längs  r^*  nicht  auch  K,^  umgeschiieben  sind. 

Die  consingulären  Complexe  enttp}eehen  den  ueiteren  Flächen  2.  Gra- 
des, welche  dem  Torstts  t^  emgescliitehen  werdtn  lönnen. 

Eine  Gerade  bestimmt  m  G  eine  Eegelschaar;  durch  dea  ihr  ent- 
sprechenden Punkt  gehen  3  von  diesen  Flachen,  also  geben  durch  die 
Gerade  (und  die  Itegelsehaar,  die  sie  mit  d,  d  bestimmt)  3  von  den 
consingulären   Complexen,    oder    dei   Gtad  det   Seihe   der  consingulären 
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Complexe  ist  «wr  5.  Naelidem  wir  difis  Ergebnisa  nochmals  auf  andere 
Weise  erhalten  haben  werden,  wollen  wir  erläutern,  wie  der  Wider- 
spruch aufzulflären  ist,  in  dem  es  zu  dem  ailgemeinen  Satze  von  Nr.  537 
steht. 

jZw  den  consingularen  Complexen  führen  uns  aber  in  viel  einfacherer  7.93 
Weise  die  ac}  Faare  verhmdmer  Involutionen  von  <P,  welche  uns  je  die 
Ihipel  der  Leiigeraden  der  beiden  Reihen  von  Sirdhlennetsen  liefern. 

Zunächst  haben  wir  da  das  ausgezeichnete  Paar,  hd  welchem  die 
gepaarten  Geraden  in  der  einen  Involution  auf  d,  in  der  andern  auf  d' 
sich  schneiden,  während  die  verbindenden  Ebenen  dort  durch  d',  hier 
durch  d  gehen.  Die  Strahlennetze,  sämmtlich  gerfaliend,  erzeugen  das 
Gehüschepaar  [d]  [d'],  das  so  in  die  lieihe  der  consitiguVwen  Complexe 
Icommt,  und  zwar  in  dem  einen  Falle  das  Gebüsche  \d'\  mit  ihren  Bün- 
deln, \d'~\  mit  ihren  Feldern,  im  andern  Falle  umgekehrt. 

Dieser  zerfallende  Complex  entspricht  der  Fläche  Xj^  in  der  Sehaar 
F^K^)  von  den  beiden  Strahlenbtischeln,  in  welche  alle  den  Punkten 
von  K^  entsprechenden  Regeischaaren  zerfallen,  befindet  sich  immer 
der  eine  in  \d'\,  der  andere  in  [d'),. 

Damit  haben  wir  ein  Resultat  von  gans  anderer  Art  erhalten  als 
früher.  So  lange  wir  es  nicht  mit  windschiefen  DqppelstrcMen  m  ihun 
hatten,  lieferte  jeder  DoppelstraM  des  Complexes  in  die  HeHie  d&r  consin- 
gulären  Complexe  sein  Geftüscke,  doppelt  gerechnet;  jetgt  liefern  zwei  wind- 
schiefe Doppelsirahlen  in  diese  Heihe  ihr  Gebüschepaar,  wobei  also  jedes 
der  beiden  Gebüsche  mir  einfach  zu  zählen  ist. 

Beachten  wir  auch  schon  folgenden  Unterschied:  Die  singulare 
Fläche  eines  Complexes  Mit  zwei  sidi  schneidenden  Doppelsti'ahlen  hat  in 
jedem  ihrer  Tangentenbilschd  zwei  verschiedene  Tangenten,  die  dm  einen 
und  den  andern  DoppelstrcM  treffen;  sie  sind  singulare  Strahlen  für  die 
leiden  Doppelgämsche. 

Die  Regelfläche  4.  Grades,  mit  der  wir  jetzt  zu  fhun  h<ä>en,  hat  in 
jedem  Tangentenhüsehel  einen  Sü'dhl,  der  beide  Doppelgeraden  trifft:  die 
Erzeugende,  die  so  singulärer  Strahl  für  das  Gebüschqiaar  wird. 

Wenn  Äj,  l^  die  Erzeugenden  sind,  welche  der  h  ^  l  auf  d,  beaw. 
d'  begegnen,  so  zerfällt  die  Regelsehaar  \h':^l,  Ä^,  y  singulärer  Strah- 
len in  die  beiden  Büschel  aus  dem  Punkte  h\  in  der  Ebene  nach  l^ 
und  aus  11^  in  der  Ebene  nach  Äj.  Diese  Ebenen  enthalten  d,  bexw. 
d'  nnd  sind  Berührungsebenen  von  *  in  den  Scheiteln. 

Im  Continifum  der  consingularen  Complexe  ergiebt  sich  fü/r  diesen 
zerfallenden  Complex  als  Congruenz  der  singulären  Strahlen  das  Paar  der 
heid^  Congruensen  der  Tangenten  von  *  in  den  Punlden  von  d,  bezw.  d'. 
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Wir  haben  ternei  unter  den  Paaren  verbundener  Involutionen  4 
sich  selbst  veibunde}ie  Iniolutmten  Bei  den  entsprechenden  Complexen 
fallen  also  die  beiden  Reihen  von  Strahlennetzen  zusammen,  demnach 
bei  den  Flächen  in  der  Sehaar  F.^K^  die  beiden  Geradenschaaren ;  wir 
haben  es  mit  den  4  Kegelschnitten  der  Schaar  zu  thun,  die  nach  den 
Ebenen  yi^i,  .  . .  y^i  des  gemeinsamen  Polar tetraeders  der  Schaar,  in 
denen  sie  liegen,  mit  {yi,i),  ■  ■  •  bezeichnet  werden  mögen.  Die  Punkte 
der  Fläche  (;'i,i)  erfüllen  die  Ebene  yi^i  doppelt,  also  die  ihnen  ent- 
sprechenden Regelsehaaren  das  Gewinde  doppelt,  dem  diese  Ebene 
correapondirt.  Wir  erhalten  so  die  4  Fundamental-Gewinde  F^, ...  Fj, 
welche  durch  die  zu  $  als  Brennfläche  gehörigen  Congruenzen  C,^ 
...  C/  —  mit  d,  ä'  als  Doppel  strahlen  —  gehen  (II,  Nr.  416). 

Weil  die  Ebeuen  yi,i,  ...  ein  Polartetraeder  von  K^^  bilden,  ao 
sind  die  T^,  ...  in  Involution  (Nr.  791). 

Die  Strahlen  der  Q^,  . . .  gelten  als  singulare  Strahlen  der  Doppel- 
gewinde r^,  ...;  also  sind  ihre  Be rühr ungap unkte  auf  zwei  gepaarten 
Geraden  der  betreffenden  sich  selbst  verbundenen  Involution  gelegen; 
jede  dieser  Involutionen  führt  ja  (Nr,  598)  zu  oo^  Hegel  schaaren  von 
Doppeltangenten  der  0.  Dieselben  entsprechen  den  Punkten  der  Kegel- 
schnitte (;'i,i),  • .  . 

In  Nr,  599  haben  wir  direet  erkannt,  dass  die  Strahlennetze,  welche 
die  Dupel  einer  sich  selbst  verbundenen  Involution  zu  Leitgeraden 
haben,  in  dem  nämlichen  Gewinde  enthalten  sind. 

Verbinden  wir  zwei  von  ihnen,  als  zur  einen  Reihe  gehörig,  mit 
allen,  als  zur  andern  Reihe  gehörig,  so  ist  die  entstehende  Projecti- 
vität  so  ausgeartet,  dass  das  gemeinsame  Gewinde  in  beiden  Büscheln 
dasjenige  Element  ist,  dem  im  andern  alle  entsprechen,  und  daher, 
doppelt,  das  Erzeugniss  bildet. 

794  Die  conaingulären  Complexe  .schneiden  in   das  Strahlennetz   [dd'] 

consinguläre  Regeltlächen  ein,  für  welche  die  gemeinaamen  stationären 
Elemente  D  und  Ö  der  Complexe  gemeinsame  Cuspidal demente  sind 
(Nr.  603).  ^  befindet  sich  unter  ihnen  und  ergiebt  sich  im  Conti- 
nuum  als  Schnitt  von  [<?][(?']■ 

Eine  Gerade  l  trifft  4  Erzeugende  von  0,  welche  der  Regelschaar 
[dd'l]  angehören.  Sie  bilden  3  Paare  von  Dupeln,  welche  je  zwei 
verbundeneu  Involutionen  angehören ;  daraus  entnehmen  wir  von  neuem, 
dass  jede  Gerade  su  3  von  den  consingulären  Complexen  gekört. 

Trifft  l  einen  der  Doppelstrahlen  oder  beide,  so  befindet  sich 
[(?][(?']  unter  den  3  Complexen,  so  dass,  wie  nothwendig  (Nr.  603), 
durch  einen  Strahl   von   [dd']   2   von   den   consingulären   Regelfläehen 
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gehen.  Gehört  l  zu  0,  so  haben  wir  nur  ein  Paar  sie  achneidender 
Erzeugenden  und  nur  einen  vom  zerfallenden  Complexe  verschiedenen 
unter  der  consingulären  durch  sie;  d.  h.  von  den  beiden  vorhinigen 
hat  sich  einer  mit  [(i][(?']  vereinigt. 

Beim  allgemeinen  Complexe  fanden  wir  die  Zahl  4  der  durch  eine 
Gerade  l  gehenden  consingulären  Complexe  durch  Benutzung  der  4 
Projecti  vi  täten,  die  zwischen  den  4  Schnitten  von  l  mit  ©  und  den 
4  Eerührungsehenen  durch  sie  hestehen  (Nr.  537).  Diese  sind  anch 
hier  Torhanden,  und  die  eine  ist  unmittelbare  Folge  der  Eigenschaft, 
dass  die  4  von  l  getroffenen  Erzeugenden  der  Regelsehaar  [di^'f]  an- 
gehören. Gerade  diese,  bei  der  sich  Schnittpunkt  und  Beriihrungs- 
ebene  entsprechen,  die  je  mit  derselben  Erzeugenden  incidiren,  ist  un- 
brauchbar; denn  bei  ihr  ist  die  Tangente  in  dem  Tangentenbüschel 
einer  von  den  4  Ebenen,  die  nach  dem  entsprechenden  Punkte  geht, 
die  Erzeugende.  Der  entsprechende  Complex  ist  das  Gebiischepaar 
[(ij[d'];  insofern  aber  der  Schnitt  der  „Tangente"  mit  0,  weil  sie  Er- 
zeugende ist,  unbestimmt  ist,  werden  nach  der  allgemeinen  Construction 
von  Nr,  537  oo^  Strahlenbüschel  möglich,  und  in  einem  von  ihneu 
liegt  i;  aber  nur  die  zwei,  welche  die  Scheitel  auf  d,  d'  haben,  — 
und  der  l  enthaltende  ist  im  allgemeinen  keiner  von  diesen  —  gehören 
zum  Complexe. 

Die  3  durch  l  gehenden  consingulären  Complexe  haben  die  Eegel- 
achaar  (dd'l)  gemeinsam.  Danach  mfälÜ  die  Hauptfläcke  16.  Grades 
(Nr.  635),  m  welcher  3  consinguläre  Complexe  sicfi  scJmeiden,  in  8  Begel- 
schaarenj  denen  die  8  Schnittpunkte  der  Flächen  von  F^K^  corre- 
spondiren,  welche  den  Complexen  entsprechen. 

Weil  F^  durch  3  Gerade  bestimmt  ist,  haben  wir; 

Drei  Strahlennetze,  welche  2  Gerade  gemeinsam  hahen,  bestimmen 
eindeutig  einen  Complex  2.  Grades,  für  den  diese  Geraden  Doppel- 
strahlen sind;  das  dritte  Netz  kann  man  durch  2  Strahlen,  speciell 
durch  2  sich  achneidende  oder  ihren  Büschel  ersetzen.  Jeder  unserer 
Complexe  Vässt  sich  auf  oo^  Weisen  so  bestimmen;  die  Mannigfaltig- 
keit von  drei  Strahlennetzen  mit  2  gemeinsamen  Geraden  ist2.8-}-4^20, 
und  folglich  die  des  Complexes  20  —  3  =  17. 

Drei  Strahleudupel  eines  Strahlennetzes  bestimmen  in  demselben 
eindeutig  eine  ßegelflaebe  4.  Grades,  in  der  sie  zur  nämlichen  Invo- 
lution gehören. 

IL 

Jedes  der  Sirahlennetge  H  oder  L  hingt  in  den  Complex  oo^  Begel-  795 
Xi  —  gemeinsamer  Name  sei  r  —  i  darin  haben  wir  aber 
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nicht  die  Gebüsche  der  allgemeinea  Theorie.  Die  Eigenschaft  ; 
Complexes,  dass  er  vollständige  Strahlennetse  mthält,  hewirJd,  dass  er 
zweierlei  Jtegelsckaare»  hesitst,  und,  was  damit  zusammenhängt,  sweierlei 
StrahlenhüschelrlPaare. 

Jede  Gerade  g  von  T^  gehört  zq  einem  H  und  zu  einem  L  und  in  jedem 
wiederum  zu  zwei  Strahlenbüscheln  (aus  Yerachiedenen  Schaaren)  @i, 
©s',  bezw.  ©i,  ©i';  und  damit  haben  wir  alle  4  Büschel  des  Compleses, 
zu  denen  g  gehört.  Zwei  sich  schneidende  Strahlenlnischd  von  F^  ge- 
hören entweder  zu  demselben  Netze  H  oder  L,  oder  der  eine  sii  einem  H, 
der  andere  m  einem  L. 

Gehen  wir  von  einem  Paare  der  ersten  Art,  etwa  ©/,,  ©//,  aus 
oder  gleich  von  einer  allgemeinen  ßegelschaar  r^,  so  sind  die  von  ihr 
zweimal  geschnittenen  (oder  getragenen)  Eegelschaaren  sämmtlich  Xi, 
aus  jedem  L  oo^;  denn  durch  die  beiden  Schnitt  strahlen  der  t/,  mit 
der  Regelschaar,  in  der  ein  beliebiges  L  das  die  t/,  enthaltende  H 
schneidet,  gehen  in  dem  L  oo^  Itegelstrahlen,  durch  jeden  Strahl  von 
L  eine.  Umgekehrt,  §edes  Strdhleivnetz  durch  Xi,  schneidet  eine  Xi  aus; 
denn  ist  g  ein  Strahl  des  weiteren  Schnitts,  enthalten  in  L,  so  giebt 
es  von  den  co*  eben  erwähnten  Regelsehaaren  in  L  eine,  die  mit  un- 
serm  Strahlennetze  3  Strahlen  gemein  hat,  den  g  und  die  beiden  auf 
Xi,.  Auf  T/,  entsteht  durch  die  Schnittstrahlen  mit  den  verschiedenen 
L  eine  Involution;  und  nicht  wie  im  allgemeinen  Falle  sind  alle  mög- 
lichen Dupel  von  r/,  die  Schnitts  trab  leu-Dupel  mit  den  von  dieser 
Regelschaar  getragenen  Xi,  sondern  nur  die  Dupel  dieser  Involution, 
jedes  zu  oo^  Xi  gehörig. 

Wie  ein  solches  Feld  [rj,  [ti]  alle  Netze  L  oder  H,  so  durchzieht 
auch  ein  Gebüsche  alle  L  oder  H,  und  da  die  Glieder  einer  Kette  ab- 
wechselnd r*  und  Xi  sind,  so  enthält  das  eine  von  zwei  verhniifften  Ge- 
iüschen  von  Hegelschaaren  x  lauter  Xh,  das  andere  kmter  Xi. 

Unter  den  Strahlennetzen  durch  eine  r?,  oder  ti  bildet  natürlich 
das  ganz  zu  r^  gehörige  H  oder  L  eine  Ausnahme. 

Ihtrch  zwei  beliebige  Strahlen  von  F^  geht  keine  Regelschaar  r;  es 
sei  denn,  dass  beide  Strahlen  zu  demselben  H  oder  L  gehören,  dann 
gehen  durch  sie  oo'-  Xh  oder  tj. 

Die  Schnitt-Regel  schaaren  der  H  und  L,  durch  die  wir  den  Com- 
plex  erzeugt  und  die  wir,  weil  sie  durch  d  und  d'  gehen,  mit  Xdd'  be- 
zeichnet haben,  können  auch  Xm  genannt  werden.  Jede  r^^  trägt  alle 
übrigen. 

Geht  man  aber  von  einem  StrahlenbÖschel  -  Paare  ©/,©i  aus,  so 
führen  die  durch  dasselbe  gehenden  Strahlennetze  zu  neuen  Urgelsckaa- 
ren  p;  denn  ergäbe  sich  z.  B.  eine  r^,  so  würde  die  ergänzende  Regel- 
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schaar  eine  Xi,  sein,  was  ©/,©;  uiebt  iat.  Jedes  von  den  Stralilennetzen 
hat  mit  einem  H  2  Strahlen  gemeinsam,  von  denen  keiner  auf  ©s 
rällfc,  da  dieses  H  mit  dem,  welches  ©/,  enthalt,  nur  d,  d'  gemein 
hat.  Wohl  aber  gehört  einer  der  beiden  Strahlen  zu  ©j,  denn  die 
ßegelschaar,  ia  der  jenes  H  und  das  ©,  enthaltende  L  sich  schneiden, 
hat  mit  ©,  einen  Strahl  gemeinsam.     Der  andere  Strahl  gehört  zu  p. 

Die  jetzigen  Begelsckaaren  p  erhalten  also  aus  jedem  H  und  jedem 
L  einejt  Strahl;  zu  ihnen  gehören  die  Complexkegel  und  C'omplexcurven. 

Die  Bösehel  ©d,  ®,v  von  F^,  zu  denen  d  oder  d'  gehören,  sind 
sowohl  @A,  als  @i  (Nr.  790);  stellt  man  also  einen  solchen  Büschel 
mit  einem  ihn  sehneidendeu,  etwa  einem  ©/,  zusammen,  so  ist  dies 
Paar  sowohl  ©üSa',  als  @i'@(,  also  sowohl  r  als  p. 

Durch  jeden  Strahl  g  von  V^  geht  ein  ausgegeichnetes  Gewinde,  das, 
welches  die  beiden  g  enthaltenden  Netze  H  vnd  L  verbindet.  Es  ist  für 
g,  vne  für  jeden  Strahl  der  Itegelschaar  HL,  Tangentialgewinde,  denn 
diese  Strahlen  sind  ja  Doppelstrahlen  seines  aus  H  und  L  bestehenden 
Schnitts  mit  I  ^  Alle  4  dmch^ehenden  Busuhel  von  V^,  zwei  m  H, 
zwei  in  L,  behoden  si^h  m  diesem  bewmde,  daher  entspiei,hen  die 
Scheitel  den  Lbenen  sowohl  in  dei  durch  F  ,  als  m  da  duieh  das 
Cfewinde  HL  lut  g  eizeu^ten  Piojectivit.it,  womit  von  neuem  dies  (re 
winde  al«  Tangentialgewinde  von  g  sich  ergiebt 

Dies  eine  fangentialgeioinde  nimmt  alle  co  duuh  g  ^ehendtn  Begd 
schaaren  t  von  T^  in  sich  auf,  dze  Begehdiaartn  q  vertheilen  sich,  sm 
je  oo^,  auf  die  tih  igen  Tangentialqeibinde 

Dementsprechend  Juifen  wii  auch  nntei  den  durch  F  j,ehenden 
quadratischen  Systemen  4  "^tute  h^  ■von  bewmden  ein  ausgezeichnetes 
vermuthen. 

In  Bezug  auf  die  beiden  Arten  von  Regeischaaren  r  und  p   und  790 
ihre  Gebüsche  haben  wir  folgenden  bemerkenswerthen  Unterschied; 

Die  Ldtschaaren  der  Megehchaaren  eines  Gehüsches  von  q  erzeugen, 
wie  im  allgemeinen  Falle,  einen  consingulären  Complex  3.  Grades. 

Besteht  aber  das  Gebüsche  aus  r,  so  ergiebt  sich  ein  (einfacher) 
linearer  Complez  und  zwar  aus  dem  Büschel  durch  das  Strahlennetz  {dä'~\. 

Zur  Erzeugung  dieses  Leitschaaren-Complexes  genügt,  wie  wir 
wissen,  schon  ein  Feld. 

Betrachten  wir  ein  Feld  [t;,],  das  aus  lauter  Xi  besteht;  es  wird 
durch  die  je  oo^  Hegel  schaaren  tj  gebildet,  welche  in  jedem  der  ver- 
schiedenen L  durch  das  Schnittdupel  x'x"  desselben  mit  dem  Träger 
Xh  gehen;  diese  Dupel  bilden  eine  Involution.  Die  Leitschaar  Jj  einer 
r,   geht  durch   die  Leitgeraden  l,  l,    von  L    und    hat   x',  x"    zu   Leit- 
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geraden;  das  ganze  Strahleiinetz  {x'x'l  kommt  zu  stände  und  zwar 
einfach;  denn  für  einen  Strahl  m  von  \x'x"~\  ist  die  Regelschaar  [i^i»»] 
die  einzige,  in  deren  Leitacliaar  sich  m  befindet.  Diese  Netze  [a;'^:"] 
erzeugen  aber  (I,  Nr,  71)  ein  Gewinde;  es  enthält  alle  Dapel  ll^  und 
folglich  das  Strahlennetz  [iJii'],  in  dem  sie  sich  befinden.  Die  Leit- 
sehaar f;.  der  das  Gewinde  erzeugenden  in volutori sehen  Regelschaar  t^ 
gehört  auch  zum  Gewinde. 

Nimmt  man  daher  in  einem  bestimmten  durch  \dcl  ]  gehenden 
Gewinde  V^,  alle  Regeischaaren  (j,  welche  duich  ein  Leitgeraden  Dupel 
ÄÄj  eines  H  oder  ein  Dupel  von  I^  gehen,  aloo  im  Ganzen  ou^+^,  so 
sind  deren  verbundene  Regelsehaaren  r^  die  Trager  der  Feldei,  die  zu 
Tq  führen,  und  bilden  ein  Gebüsche;  analog  ergiebt  sich  das  aus  tj 
gebildete  verknüpfte  Gebüsche  (das  diese  Feldei  enthalt) 

In  der  That,  weil  eine  jede  von  diesen  f/,  durch  ein  'hl^^  geht,  so 
befindet  sich  die  verbundene  in  dem  zugehori^fen  H  und  ist  eine  X/; 
weil  zwei  der  \h  in  r^^  sich  befinden,  so  sind  auch  die  veibundenen  1?. 
in  demselben  Gewinde  enthalten;  im  allgemeinen  gehoien  bie  muht  /n 
demselben  H  und  haben  daher  keinen  Stiahl  gemein,  me  dies  la  für 
Regeischaaren  desselben  Gebüsches  erforderlich  ist 

Zwei  Bsgelschaaren  r*  oder  zwei  t;  geltoten  su  dem  namlichm  Ge- 
büsche, wenn  ihre  Leitsclmarm  sich  in  demaelben  Oetmnde  dwth  [äd  ] 
befinden. 

Wenn  f*  in  rj,  durch  hhi  geht,  Uj^  ein  Dupel  von  /j  ist,  so  sind 
hh^  und  lli  durch  eine  Regelschaar  verbunden,  diese  wiederum  mit  j;, 
durch  ein  Strahlen  netz,  das  zu  Ff,  gehört,  imd  alle  oo^  Regelschaaren 
\i  in  diesem  Netze  durch  11^  sehneiden  f;,  zweimal;  foiglich  wird  auch 
Xh  'on  den  t;  zweimal  geschnitten;  somit  haben  wir  in  dem  Gebüsche 
der  t;  oo^,  welche  X/,  zweimal  sehneiden. 

Die  Gebüsche  der  r?,  und  der  tj,  die  unter  Binutsung  desselben  r„ 
sicÄ  ergeben,  sind  verhnüpß 

Die  Leitschaar  einer  X/a  geht  durch  die  Leitgeraden -Dupel  der 
beiden  Netze  H  und  L,  die  sich  in  r/,[  schneiden,  und  befindet  sich  in 
\dd']  und  allen  Tq. 

Die  Begelschaaren  Xki^t^^,  welche  durch  die  Doppelstrahlen  gehen, 
sind  daher  aUen  Gebüschen  von  r*  und  von  Xi  gemeinsam,  insbesondere 
also  auch  swei  verknüpften;  man  erkennt  leicht,  dass  jede  Xu  mit  jeder 
Xh  (oder  Ti)  durch  eine  dreigliedrige  Kette  verbunden  ist:  das  Gewinde, 
welches  sie  enthält,  verbindet  das  L  von  t;,j  mit  dem  H  von  r^. 

Aber  allgemeiner,  jede  t/,  ist  mit  jeder  Xi  durch  eine,  aber  nur 
eine  dreigliedrige  Kette  Terbunden;  Mittelglied  ist  die  Xm,  in  der  sich 
die  sie  enthaltenden  H  und  L  sehneiden. 
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Daher  hört  für  die  Reqelscliaaren  t  die  Moglidikeit  der  Verbindung 
durch  dreigliedrige  Ketten  auf,  Kennzeichen  dm  Zuqehoriglieü  m  demselben 
Gebüsche  m  sein,  wenn  das  die  Kette  enthaltende  Gewinde  ein  HL  ist. 
Zuverlässiges  Kennzeichen  i^t  das  obige 

lUr  die  Hegelschamen  p  abo  Neibt  jenes  Krnnseickm  bestehen. 
Wenn  man  durch  die  Leitscliaaren  der  Regeischaaren  eines  Ge- 
büsches oder  des  verknüpften  als  Grund -Regeischaaren  die  Gewinde- 
netze legt,  so  ergiebt  sich  ein  durch  den  Comdex  gehendes  quadratis^s 
System  4.  Stufe  S^^  von  Gemnden,  das  sich  ändert,  wenn  man  von  einem 
Gebüschqiaare  zum  andern  ühergeht.  Bei  den  X/,-  und  den  Xi-GebOseken 
aber  ist  letzteres  nicht  der  Fall. 

Es  sei  wiederum  f^  eine  Regelsehaar  in  Fj,  welche  durch  h,  h^ 
geht,  und  F  ein  Gewinde  des  Bündels  (f/,);  ea  schneidet  ein  zweites 
Gewinde  F^  durch  \dd'^  in  einem  Strahlennetze,  das  auch  durch  das 
Dupel  ÄÄ,  geht,  und  jede  von  den  oo'  Regel scLaai'en  j*  in  diesem 
Netze  durch  h\  hat  F  in  ihrem  Bündel. 

Jedes  Gewinde  F  also,  das  sich  bei  dem  Bündel  einer  in  F^^  be- 
findlichen \,,  und  dann  bei  oo^  solchen  Bündeln  ergiebt,  ergiebt  sieh 
auch  bei  oo^  Bündehi  (f/.)  eines  jeden  der  übrigen  JJ,. 

Die  Eegelsehaar,  welche  F  aus  dem  Netze  \äü"\  schneidet,  geht 
durch  /lAj,  also  auch  durch  ein  Dupel  11^  von  Jj.  Daher  geht  F  auch 
durch  oo^  Eegelschaaren  {i  eines  jeden  F^^.     Demnach: 

Alle  oo'  Faare  verlcnüpfler  Gebüsche  von  X:,  und  X,  geben  ein  und 
dasselbe  System  S^;  dies  ist  das  ausgezeichnete,  auf  das  wir  oben  hia- 
wiesen.  Das  dort  erwähnte  ausgegeichnete  Tangentialgewinde  eines  Strahls 
g  von  F^  ist  das  zugehörige:  die  in  ihm  enthaltenen  durch  g  gehenden 
Regeischaaren  des  F^  gehören  zu  den  T-Gebüschepaaren,  aus  denen 
das  aus  gezeichnete  5/  construirt  ist. 

Die  Q-GebOsche  geben  die  übrigett  S^,  aber  im  Contijiuum  aueh  das 
ausgegeichnete,  da  eins  unter  den  r- Gebüschepaaren  zugleich  ein  p-Ge- 
büschepaar  ist,  wie  wir  bald  sehen  werden. 

Von  den  5  Paaren  verknüpfter  Eegelschaar-Eeihen  des  Schnitts  von  797 
r^  mit  einem  beliebigen  Gemnde  F  bestellt  das  eine  Paar  aus  X/,  und  Xi; 
seine  ßegelschaaren   sind  die  Schnitte  von  F  mit  den  H   und    den  L. 
Die  andern  Reihen  der  Congruenz  bestehen  aus  p. 

Jede  Pegelsdtaar  von  F^,  die  durch  einen  der  DoppeUtrahlen  geht, 
ist  eine  X.  Sie  gehe  durch  d  und  sei  nicht  eine  r*;  so  lege  man  durch 
irgend  einen  Strahl  g  von  ihr  das  Netz  H,  das  sie  also  nicht  enthält; 
durch    H    und    einen    dritten    Strahl    der    Regelschaar   lege    man    das 
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Gewinde,  das  sie  uun  ganz  enthält,  folglich  muss  sie  sich  in  dem  fer- 
neren Schnitte  L  desselben  befinden. 

In  jedem  H  odec  L  haben  wir  ao"  durch  d  oder  d'  gehende  r, 
also,  wie  nothwendig,  im  Ganzen  oo''  durch  einen  der  Doppelstrahlen 
gehende;  wir  nennen  diese  Regeischaaren  r^d,  tjj,  Xi,a',  tiiz'- 

Da  es  nun  auch  unter  den  q  solche  geben  muss,  die  durch  d  oder 
ä'  gehen,  so  werden  wir  so  zu  Regeischaaren  geführt,  welche  sowohl 
r  als  p  sind. 

Jedes  Strahlenbüaehel-Paar  von  f^,  von  dem  der  eine  Büschel 
durch  einen  der  Doppel  strahlen  geht,  gehört  (Nr.  795)  zu  beiden  Arten 
von  Strahlenbüschel-Paaren  und  daher  die  Regelschaar,  die  von  einem 
durch  ein  solches  Paar  gelegten  Strahiennetze  ausgeschnitten  wird, 
sowohl  KU  den  p,  als  zu  den  t;  sie  geht  durch  den  Doppelstrahl,  der 
ja  für  den  vollen  Schnitt  doppelt  ist. 

Umgekehrt,  eine  Vi^  z.  B.  verbinden  wir  durch  ein  Strahleniieia 
mit  einem  den  d  treffenden  Strahl  g  des  Complexes;  dies  Netz  enthält 
den  ganzen  Büschel  ©^  ^  dg  von  F^  und  schneidet  noch  einen  Bü- 
schel aus,  der  mit  ©^  eine  r^  bildet,  also  einen  ©/.  Dabei  haben  wir 
©d  als  ©/i  aufgefasst;  betrachten  wir  ihn  als  ©j,  so  ergiebt  sich: 

Jede  durch  einen  der  Doppelsirahlen  gehende  Uegelschaar  r  ist  zu- 
gleich eine  q. 

Eine  Kette,  welche  eine  tj  enthält,  besteht,  weil  d  ein  doppelter 
Strahl  des  vollen  Schnitts  eines  jeden  zwei  benachbarte  Glieder  der 
Kette  verbindenden  Stralilennetzes  ist,  aus  lauter  r,;,  also  abwechselnd 
Vhd,  tid.  Folglich  erfüllen  die  1;,^  und  r^  zwei  verknüpfte  Gebüsche; 
das  Gevfinde  durch  [tW],  welches  ihre  Leitschaaren  enthält,  ist  das 
Gebüsche  [d]. 

S  Anders  aber  müssen  wir  die  Sache  ansehen,  wenn  wir  diese  Regel- 

schaaren  als  q  auffassen.  Mit  grösserer  Klarheit  aber  übersehen  wir 
die  Verhältnisse,  wenn  wir  die  Caporali'sehe  Abbildung  {Si:  7T1, 
782)  benutzen. 

Der  Haupthüschel  (0,  a)  schneidet  einen  Büschel  ©^  und  einen 
©iC,  welche  ©d",  ©d""  heissen  mögen  und  deren  Bildpuntte  Dj,  Z*/ 
Doppelpunkte  der  Curve  ^"j^  sind.  Es  sei  ferner  H"  das  Strahlennetz, 
welches  (0,  ra)  enthält;  es  enthält  oo^  den  (0,  a)  schneidenden  Strah- 
lenbüschel, darunter  ©d",  ©d'"-  Die  Bildpunkte  dieser  Strahlenbüschel 
erfüllen  die  Gerade,  welche  in  2J^  dem  Strahlennetze  H"  von  G  corre- 
spondirt.  Somit  zerfällt  das  System  der  (0,  ro)  schneidenden  Strahlen- 
büschel  SB"  des  Complexes  in  diese  das  Netz  H"  erzeugende  Schaar 
von  Strahlenbüseheln  So?,"  —  ihre  Scheitel  erfüllen  die  in   o  liegende 
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Erzeugende  der  Eegelfläche  O,  ihre  Ebenen  drehen  sich  um  die  Er- 
zeugende, die  durch  0  geht  —  und  ein  zweites  System,  das  eine  Con- 
graenz  3.  Grades  bildet;  die  Scheitel  dieser  Büschel  bilden  die  Schnitt- 
curve  3.  Ordnung  von  a  mit  S,  die  Ebenen  umhüllen  den  Kegel 
3.  Klasse  aus   0  an  S. 

Und  die  Ourve  h^^  serfäüt  in  die  eben  erwähnte  Gerade  ^j  und  eine 
Eaumcm've  ä.  Ordmmg  h*;  beide  begegnen  sich  in  Dj,  V^. 

Wegen  des  Ranges  12  der  h^^  und  dieser  ihrer  Doppelpunkte  ist 
hl*  vom  Range  8,  also  die  Curve  1,  Art, 

Ihre  Punkte  sind  die  Bilder  der  (0,  ra)  schneidenden  Büschel, 
welche  nicht  in  H"  sich  befinden;  jeder  Strahl  von  (0,  co)  gehört  zu 
zweien  von  ihnen  und  zu  einem  aus  H". 

Ein  SlraMenbüschel  in  einem  L  hat  einen  Strahl  in  H",  also  in 
einem  der  S^";  seine  Bildgerade  trifft  daher  k^  und  demmfolge  h,*  einmal. 

Von  einem  Strahlenhüschel  in  einem  H  ist  die  Büdgerade  eine  Sehne 
V071  Je,*,  da  er  mit  H"  keinen  Strahl  gemein  hat. 

Die  Geraden  auf  der  Fläche  Oj^  durch  Je/  ^  {\,  ^,*),  welche  \^ 
zweimal  treffen,  sind  auch  Biseeanten  von  h,*;  durch  sie  entsteht  auf 
dieser  Curve  die  Involution  7j,  in  der  die  Scheitel  P,,  P,'  der  Bündel 
gepaart  sind,  welche  den  vorknöpften  Regelschaar- Gebüschen  von  F^ 
correspondiren.  Sie  hat  4  Doppelpunkte,  Zu  diesen  Biseeanten  ge- 
hört auch  7q;  folglich  sind  auch  D^,  ü/  solche  Paakte  F,,  P,':  die 
Gebüsche  der  Regeischaaren  durch  d  und  durch  d'  sind  verknüpit;  wir 
kommen  hierauf  zurück. 

Einer  Ebene  Aj  durch  Jc-^  entspricht  ein  Gewinde  durch  H*;  und 
während  dies  Netz  sieh  in  die  Gerade  Jc^  abbildet,  ist  die  übrige  Ehern 
Ai  das  Büd  des  zweiten  Strahlennefses  L,  welches  von  jenem  Gewinde 
ausgeschnitten  wird.  Die  beiden  Strahlenbüschel -Reihen  in  L  bilden 
sich  in  die  Strahl enbüschel  in  A,  um  die  beiden  (nicht  auf  Jt,  gelege- 
nen) Punkte  von  7^*  ab.  Die  Ebenen  A[  setzen  sich  mit  den  Flächen 
2.  Grades  h^  durch  Ä:/  zu  Flächen  f{'  durch  h^'  (Nr.  711)  zusammen, 
welche  Bilder  von  zerfallenden  Congruenzen  2.  Grades  sind;  die  Strah- 
lennetze  H  bilden  sich  also  in  diese  Flächen  h^^^  durch  Jt-^^  ab;  auch  H", 
denn  wegen  des  in  ihm  enthaltenen  (0,  a)  ist  0^^  das  vollständige 
Bild.  Die  Strahlenhüschel  in  einem  H  haben  die  Geraden  von  Ä,^  zu 
Bilderu.  Den  4  Ebenen  K^  dmch  Iq,  welche  Iq*  berühren,  den  4  Ke- 
geln unter  den  A/  entsprechen  die  Strahlennetze  L,  H  mit  vereinigten 
Leitgeraden. 

Die  Schnitteurve  einer  Ebene  l^  mit  einer  Fläche  h,^  —  die  durch 
J),,  D^'  geht  —  ist  Bild  der  Regelschaar  r,w,  in  der  die  entsprechen- 
den H  und  L  sich  schneiden. 
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Dil  Bilder  der  oo^  Hegelacliaaien  i;  m  einem  Netze  L  sind  die 
Kegelicbnitte  iii  Aj,  dif  durtli  die  beulen  nicht  auf  7;  gelegenen  Schnitte 
mit  Ij^  gehen 

Also  liegen  ton  den  4  Begegnungb^urildcn  ilci.  Uild-KegelschnUis  einer 
ij  niif  ?j^  3  auf  l*  iiTid  3  auf  J^ 

Die  Stider  tla  oo'  Segelschaai  en  r^  in  einem  H  sind  die  oo'  Kegel- 
behnitte  auf  dei  \^*)  und  haben  alte  4  BegegnungspimMe  auf  Ic*. 

Der  fünfte  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  l^^  liegt  auf  Ä,  und  ist 
nicht  deiselbe  lui  alle  r  eines  H,  so  d-^sh  diese  und  ebenso  die  Regel- 
bchaaien  Tj  eiues  L  nicht  ein  fiebusehe  bilden 

9  Da  H'  m  jede  Ebene,  durch  jeden  Punkt  einen  Strahl  sendet,  so 

begegnet  die  Cuiuplexcmve,  dei  Complexkegel  einem  der  Büschel  S/,", 
welche  sich  in  die  Punkte  von  h^  abbilden. 

Der  Bild- Kegelschnitt  einer  Complexcurve,  eines  Oomplexkegels 
trifft  fcj  und  folglich  hj^  dreimal;  der  letzte  Schnitt  der  Ebene  liegt 
auf  hj*  und  ist  Scheitel  des  Bündels,  der  dem  Gebüsche  der  Coraplex- 
curven,  Compleskegel  entspricht. 

Jeder  Punkt  P^  von  \*  führt  zu  einem  Bündel  und  entsprechen- 
den Gebüsche  von  Regeischaaren  q,  der  in  1\  gepaarte  P/  zum  ver- 
knüpften Gebüsche. 

Die  Büd-Kegelsdmitte  der  q  treffen  /c^*  dreimal,  Ic^  einmal. 

Die  co^  durch  d,  d'  gehenden  Regeischaaren  haben  durch  D^,  D,' 
gehende,  /:/  noch  zweimal  treffende  Bilder  und  gehören  zu  allen  drei 
Arten  r/„  ti,  p. 

Kegelschnitte,  welche  k^^  viermal  treffen  und  blos  durch  Dj^  gehen, 
treffen  entweder  }c^  noch  einmal  und  dann  /;/  zweimal  oder  Je,*  noch 
dreimal  und  liegen  in  jenem  Falle  in  einer  Aj,  in  diesem  auf  einer  h^^. 
In  beiden  Fällen  treffen  sie  ft/  dreimal,  le,  einmal.  Folglich  sind  sie 
im  ersten  Falle  Bilder  von  ßegelschaaren,  die  zugleich  tj  und  p,  im 
zweiten  von  solchen,  welche  zugleich  r/,  und  p  sind;  die  einen  wie  die 
andern  gehen  durch  d. 

Vierter  Schnitt  der  Ebene  mit  Äj*  ist  im  ersten  Falle  Z)/;  folg- 
lieh bilden  die  Regeischaaren,  als  q  aufgefasst,  ein  Gebüsche;  im 
zweiten  Falle  ist  dieser  vierte  Schnitt  D^  und  die  Regeischaaren  bilden, 
auch  als  q  betrachtet,  ebenfalls  ein  Gebüsche,  und  weil  D^,  D/  in  der 
Involution  I^  gepaart  sind,  so   sind  diese  Gebüsche  verknüpft.     Aber 

j  eindeutigen  Abbildnngeu 
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wir  haben  diese  Gebüsche  noch  nicht  volIstSadig,  denn  wir  können 
dieselbe  Betrachtung  für  i),'  wiederholen  und  erhalten: 

Ais  9  aufgefasst  lüden  die  Regeischaaren  r^^  und  tag  ein  Gebüsche 
und  ebenso  die  Xid  und  Xkd',  ««<?  dies  Gdiüsche  ist  m  jenem  verlcnüpß. 

Ihre  Leitachaaren  stützen  sich  auf  d,  bezw.  d'  und  der  zugeord- 
nete conainguläre  Complex  zerfällt  in  die  beiden  Strahlen  geh  Usche  [d] 
und  [(?']. 

Biese  Begelschaar-Gebüsche  fallen  ersichtlich  nicht  0usammen;  wtmer- 
hin  aber  haben  sie  co^  gemeinsame  liegelschaaren,  die  Tdd'  ^  Xhi-  Wäh- 
rend im  allgemeinen  Falle  jeder  die  h{'  viermal  treffende  Kegelschnitt 
eindeutig  den  fünften  Schnitt  seiner  Ebene  mit  k{',  den  zugehörigen 
Bünde!  und  das  Gebüsche  von  F^  bestimmt,  zu  dem  die  in  ihn  sich 
abbildende  Regelschaar  gehört,  köonen  wir  in  unserm  Falle  bei  den 
durch  J^i,  Z)/  gehenden  und  Ic^  noch  zweimal  treffenden  Kegelschnitten 
ebenso  gut  D^,  wie  B^,  als  letzten  Schnitt  der  Ebene  mit  li{'^(Ji*,  Ä,) 
ansehen  und  dürfen  aus  gemeinsamen  Regeischaaren  nicht  auf  Identität 
der  Gebüsche  schliessen, 

Regeischaaren  tj,  deren  Bild-Kegelschnitte  in  Ebenen  liegen,  welche 
durch  denselben  Punkt  §j  von  Äj  gehen,  bilden  ersichtlich  ein  Gebüsche. 

Wir  wollen  die  Bilder  von  r;  aufsueheUj  die  zu  einem  Gebüsche 
Z'j'  gehören,  das  einem  bestimmten  trGebüsche  S^  verknüpft  ist,  und 
Kwar  zunächst  die  in  einer  bestimmten  Ebene  I^  durch  \  befindlichen 
Bilder,  deren  t;  also  in  L  liegen.  Dem  S^  correspondire  auf  Ti.^  der 
Bündelscheitel  Q^,  imd  X[,  Xj'  seien  die  beiden  weiteren  Schnitte  von 
K-y  mit  it,*.  Die  Regeischaaren  H  L  bilden  sich  in  die  Kegelschnitte 
Kl  durch  B^B^XyX^  ab.  Die  Ebenen  der  Bilder  aller  i;.  von  E^ 
gehen  durch  (^,;  also  sind  die  Bilder  Y^,  Y^  der  Schnittstrahlen  einer 
tt  aus  L  mit  einer  t/,,  die  der  betreffenden  HL  angehören,  die  Schnitte 
einer  durch  Q^  in  Aj  gehenden  Geraden  mit  dem  S^j.  Ein  Kegelschnitt 
Ki^i  durch  Xj,  X/,  I",,  Y^  ist  also  Bild  einer  gesuchten  Xi.  Ist  R^ 
der  Schnitt  (S\,  X^X/),  so  achneidet  der  Kegelschnitt -Büschel  durch 
die  4  Punkte,  zu  dem  Sj  gehört,  in  \  die  Involution  B^^B^,  QtR-i 
ein;  und  durch  die  oo^  Kegelschnitte,  welche  durch  Xj,  X/  und  ein 
Paar  der  Involution  gehen,  sind  die  Bilder,  die  sich  in  i^  befinden, 
erschöpft;  mit  l^  ändert  sieh  nur  M^. 

Fällt  Qy  in  B^,  so  wird  die  Involution  durchweg  parabolisch,  alle 
diese  X;,i  gehen  durch  ü^,  alle  i;  durch  d.     Also: 

Fassen  mr  die  durch  d  gehenden  Eegelschaaren  des  Complexes  ais  X 
auf,  so  ist  dem  Gebiisehe  der  x^d  das  der  Xu  verlnüpft,  ebenso  dem  der 
r^d-  das  der  Xid'. 

Die  ßeijelschaaren  r^j  gehören  zu  allen  r^-  und  Tj-Gebüschen. 
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)  Kommen  wir  aber  auf  äas  ausgezeichnete  System  S/  durch  F^  zu- 

rück, das  wir  in  Nr.  796  fanden  —  es  mag  S^  heissen.  Es  ergab 
sich  durch  die  Gewindenetze,  welche  die  Leitschaaren  |?.,  \i  der  Regel- 
schaaren  irgend  eines  Paars  verknüpfter  r/,-  und  li-Gebüsche  zu  Basen 
haben,  und  enthält  das  Gewinde  F^  des  fundamentalen  Büschels  durch 
[dd'l,  in  dem  die  ^,,,  \t  sieh  befinden;  und  da  es  für  alle  Gebüsche- 
paare dasselbe  ist,  so  gehört  ihm  der  ganze  fundamentale  "Büschel  an, 
und  zwar  sind,  weil  in  Bezug  auf  jedes  dieser  Gewinde  polarisirt  der 
Complex  in  sich  selbst  übergebt  (Nr.  674),  alle  seine  Gewinde  für  S^ 
doppelt.  Nennen  wir  diesen  Doppelbüschel  8^.  Das  quadratische  Sy- 
stem 4.  Stufe  ist  dadurch  doppelt  specirilisirL  In  Nr.  698  wurde  die 
Erzeugung  eines  solchen  Systems  durch  Projection  eines  S^^  aus  einem 
Büschel  erwähnt. 

Die  allgemeinen  yS/  und  die  einfach  specialis irten  —  mit  nur 
einem  doppelten  Gewinde  —  enthalten  nur  Netze  und  Büschel  und  zwar 
oo^  Netze,  oo^  Büschel,  aber  keine  linearen  Systeme  von  höherer  Stufe. 

Das  gilt  nicht  mehr  für  das  doppelt  specialisirte  System  S^. 

Die  Kegelschaaren  f*  gehen  je  durch  ein  Dupel  hh^  von  I,„  in 
jedem  der  Gewinde  jTq  haben  wir  bei  jedem  Dupel  oo^,  und  die  oo^ 
Netze  durch  diese  Eegelschaaren  fj  erfüllen  das  Gebüsche  (khi)  mit 
den  Grundgeraden  h,  Aj.  Somit  enthält  unser  System  S^  swei  einfach 
tinendliche  Systeme  von  Geüist^en  Ss,!,,  Ss,i;  die  einen  haben  die  Dupel 
von  7(1,  die  andern  die  von  Ii  zu  Grtmdgeraden.  Die  einen  wie  die  an- 
dern gehen  durch  den  Doppelbüschel  Si- 

Ein  jedes  Gewinde  von  jS/  gehört  zu  einem  Gebüsche  Sg^i,  und 
zu  einem  Ss,i',  die  4  Geraden,  welche  es  mit  der  ßegelfläche  ^  gemein 
hat,  bilden  die  beiden  Giunddupel  h\,  11^  Infolge  dessen  haben  swei 
Gebüsche  Ss,h  oder  zua  St  t  aushCf  dem  Busehel  S^  nichts  gemein;  ein 
Sik  »'»d  ein  S$t  abfi  haben  das  Nets  gemem,  dessen  Grund  Begelsckaar 
Uli  (nigleick  fj  und  \i,  die  Giunddupel  h\  und  I/^  vetbindet  tmd  die 
Leit^chaa^  einet  \hi  ist 

Jedes  der  Gebüsche  enthalt  oo'  Netze,  und  m  8^  haben  wir  auf 
diese  Weise  cxd*  Netze,  welche  dbet  %n  3  Systime  zerfallen  die  (f*)  oder 
S^i  und  die  (jj)  oder  8^,1.  Dann  haben  un  wieder  eine  Uebereinstim- 
mung  mit  dem  aXlgemeinen  Systeme  S^^,  bei  dem  die  Netze  auch  3  Sy- 
steme bildeten:  82,  S^',  wahrend  bei  dem  einfach  specialisirten  Systeme  S^^ 
eine  solche  Trennung  nicht  stattfindet;  aber  von  beiden  Fällen  unterscheidet 
sich  der  jetsige  Fall  wesentlich  dadiwch,  dass  die  Mannigfaltigkeit  der 
Netse  4,  nicht  wie  bisher  3,  und  dass  Gebüsche  vorhanden  sind. 

Jedes  der  beiden  Systeme  zerfällt  aber  noch  in  00^  Systeme  von 
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oo"  NetzeUj  deren  Grund- Hege laehaaren  f/,  otier  ^j  in  demselben  GcwinJe 
des  ftmdamentalen  Büschels  sich  befinden. 

Im  allgemeinen  enthält  ein  Netz  von  dem  Doppelbüachel  ^i  nur 
ein  Gewinde,  dasjenige  F^,  in  dem  seine  Grund -Regel  seh  aar  sich  be- 
findet. 

Die  oo^  iVefee  aber,  welche  je  einem  S3,*  und  einem  Ss,i  gemeinsam 
sind,  haben  ihre  Grund -Regeischaaren  in  dem  Strahlennetz  [d,  d'], 
gelten  durch  den  gangen  Doppelhüschel,  sind  beiden  Systemen  der  82,1, 
und  8i^i  gemeinsamj  wie  auch  allen  00'  Systemen  von  00^  Netzen. 

Jedes  der  Gebüsche  hat  00*  Büschel;    wir  erhaUen   so   wiederum,  801 
wie  in  den  früheren  Fällen,   co^  Büschel,  aber  hier  zwei  getrennte  Sy- 
steme von  Büscheln   jSi,i,   bemv.  Sij.     Die   Dupel    der  Leitgeraden    der 
Grund-Strahlen  netze  dieser  Büschel  erfüllen  ein  System  2^  yon  Dupeln, 
welches  allen  Paaren  verknüpfter  r-Gebiische  zugeordnet  ist. 

Diese  Dupel  müssen  auf  den  ts  und  tj  liegen;  aber  sofort  ergiebt 
sich  liier  ein  Unterschied.  Im  allgemeinen  Fall  gehen  durch  ein  Dupel 
nur  zwei  Regelsehaaren,  die  dann  zu  verknüpften  Gebüschen  gehören. 
Hier  dagegen  geht  durch  ein  z,  B.  auf  einem  r^  gelegenes  Dupel  im 
allgemeinen  keine  Vi,  wohl  aber  00^  t/,,  alle  demselben  H  angehörig, 
wie  jenes  Xi,-  Letzteres  lehrt,  dasa,  obwohl  wir  co*  t;,  (oder  Xi)  und 
auf  jedem  00^  Dupel  haben,  es  doch  nur  00^  solche  Dupel  gicbt.  Aus 
ersterem  1  ei  ei sehen  wir  dasa  wu  zwcieile;  Dupel  haben  je  nach 
dem  sie  auf  einem  i  tder  einem  i  liegen,  oder  emfachei  je  nachdem 
sie  einem  H  oler  einem  L  angeboren,  denn  wir  hahen  es  ehtn  mifc 
den  00'+*  Dupeln  dei  veischiedenen  H  oder  L  zu  thuu  ütid  so  ^er 
fallt  jedet,  det  beiden  Dipehvsteme  2I5  ^&  i  noch  je  in  oJ  Systeme  t  n 
00^  Ihipeln  lind  die  htiden  bysteme  von  Biischeln  Sj  ,  Äi  in  8^  nocl 
je  m  00^  Systeme  von  00*  Büscheln,  je  in  den  verschiedenen  S3  *  ode    8s  i 

Zu  beiden  Buschelayutemen  gchoien  die  00*  Büschel,  de/en  Grunl 
Strahlennetse  ihre  Leitgeraden  auf  den  r*j  haben;  jede  x^i  führt  zu  00^. 
Jedes  solche  doppelt  unendliche  System  befindet  sich  dann  stets  in 
einem  der  Netze,  die  einem  Ä3,&  und  einem  Sa,;  gemeinsam  sind;  seine 
Grund-Regelachaar  fjj  ist  Leitschaar  der  E;,j. 

Jeder  Büschel  ä,ä  oder  Si,(  von  :S/  ist  in  einem  Gebüsche  Sg^r,, 
bezw,  8s,e  und  daher  in  00^  Netzen  82,/,,  bezw.  Ss,i  enthalten. 

Mit  einem  beliebigen  Gebüsche  Sg  von  Gewinden  hat  der  Doppel- 
büschel S,  kein  Gewinde  gemein;  folglich  enthält  der  Schnitt  82^  von 
8i  mit  S3  kein  Doppelgewinde.  Mit  jedem  Netze  von  8^  aber  hat 
Sj  und  also  auch  8^^  ein  Gewinde  gemein;  und  umgekehrt,  jeder  Bü- 
schel,  welcher  ein  Gewinde  von  S^^  mit  einem  Gewinde  von  8^  ver- 


y  Google 


410     üio  CompJexe  2.  Grades  mit  einer  endlichen  Zahl  von  Doppel  strahlen, 

biniiet,  gehört,  weil  er  3  Gewinde  mit  8^^  gemein  hat,  diesem  Systeme 
ganz  an,  also  auch  jedes  Netz,  das  ein  Gewinde  von  S'g*  mit  dem 
Büsche!  S^  verbindet.  Demnach  ergieU  sich  tmser  System  8^  durch  die 
Netze,  -welche  die  Gewinde  von  8^^  aus  dem  Boppelbüschel  iSi  projidren, 
also  immer  auf  die  in  Nr.  698  erwähnte  Weise.  S^,  in  einem  Ge- 
büsche i?3  befindlich,  bat  die  projectiven  Eigenschaften  der  Fläche 
2.  Grades,  enthält  also  zwei  Reihen  von  Büscheln,  derartig,  dass  zwei 
solche  Büschel,  je  nachdem  sie  derselben  oder  verschiedenen  Reihen 
angehören,  kein  oder  ein  Gewinde  gemeinsam  haben.  Jeder  solche 
Büschel  in  S^  führt  zu  einem  Gebüsche  in  S/,  und  wir  erhalten  die 
beiden  Reihen  von  Gebüschen  Sz^h  und  8z,i  in  S^  mit  der  Eigenschaft, 
dass  zwei  Gebüsche  aus  derselben  oder  verschiedenen  Reihen  nur  Si 
oder  ein  Netz  gemeinsam  haben.     XJ.  s.  w. 

Wir  fanden,  dass  die  Projection  eines  S^^  (in  einem  S^)  aus  einem 
Gewinde  zu  einem  S/  mit  diesem  Gewinde  als  doppeltem  führt;  ähn- 
lich ergiebt  sich,  dass  die  Projection  eines  ä^^  (in  einem  S^)  aus  einem 
Büschel  Sj  zu  einem  jS/  führt,  für  das  alle  Gewinde  des  S^  doppelt 
sind,  indem  jeder  Büschel,  welcher  den  8^  schneidet,  aber  nicht  einem 
der  projicirenden  Netze  angehört,  in  dem  Sehnittgewinde  den  einzigen 
und  deshalb  doppelten  Schnitt  mit  dem  erzeugten  8^    hat. 

Wenn  ä/  mit  einem  Gewebe  8^  geschnitten  wird,  so  ergiebt  sich 
ein  i?3^  mit  einem  doppelten  Gewinde  in  8^8^,  das  zwei  Systeme  von 
oo'  Systemen  S^  enthält,  welche  alle  durch  dies  doppelte  Gewinde 
gehen.  Einen  einfachen  Fall  eines  solchen  S^^  liefert  der  Inbegriff  G^^ 
aller  Strahlengebüsche,  welche  die  Strahlen  eines  gegebenen  Strahlen- 
gebüsches [y  zu  Äsen  haben:  es  enthält  oo'  Bündel  und  oo^  Felder 
von  SfcrahlengebQschen.     Doppeltes  Gewinde  ist  [y  selbst. 


Die  Complexe  2.  Grades  mit  einer  endliclien  Zahl  von  Doppelstrahlen, 
iintci'  deneu  sieh  windschiefe  heflnden. 

I 
802  Wir  haben  als   singulare  Flache   emes  Complexes   2    (  lad^s   mit 

zwei  windschiefen  Doppelstrahlen  eme  Regelflache  gefunden  Legen 
wir  rnis  einmal  die  umgekehrte  Fragt  vai  imdi  den  Saupt(,igmschaften, 
eines  Complexes  S.  Grades,  dessen  smgula>e  Flache  eine  Begelflache  ist, 
und  welche  von  den  Regelftächen  4.  G)ades  ah  bingidate  Flachen  mög- 
lich sind. 


y  Google 


unter  denen  sich  windscMefe  befinden,  411 

Die  CongmeHz  der  Strahlen  des  Complexes,  welche  eine  bestimmte 
Erzeugende  Ä  der  Regelfläche  treffen,  ist  2.  Grades;  jede  Ebene  durch 
h  ist,  als  Berflhrungsebene  der  Regelfläche,  für  den  Complex  singulär; 
folglich  enthält  sie  zwei  zum  Complexe  und  zur  Congruenz  gehörige 
Strahlenbüschel,  nnA  die  Congruenz  bekommt  so  zwei  Leitlinien,  näm- 
lich h  und  den  Ort  der  Scheitel  dieser  Büschel.  Wegen  der  Klasse  2 
muss  diese  zweite  Linie  ein  Kegelschnitt  sein,  weicher  die  gerade 
Leitlinie  li  nicht  trifft  (II,  Nr.  482). 

Nun  ist  aber  auch  jeder  Punkt  von  h  singulilr  und  sendet  zwei 
Strahlenbüschel  zur  Congruenz;  folglich  wird  die  zweite  Leitlinie  aus 
jedem  Punkte  der  ersten  nicht  durch  einen  allgemeinen  Kegel  2.  Gra- 
des, sondern  durch  zwei  Ebenen  projicirt  und  zerfällt  in  zwei  Gerade, 
welche,  als  Oerter  von  Scheiteln  von  Strahlenbüscheln  des  Complexes, 
der  singulären  Fläche  angehören. 

Wenn  (dso  die  singulare  Fläche  *  eines  Complexes  2.  Grades  eine 
Regelfläche  A,  Grades  ist,  so  verfällt  die  Congruenz  der  Strahlen  des  Com- 
plexes, die  eine  bestimmte  Erzeugende  derselben  schteiden,  in  swei  Stroh- 
lennetse,  und  jeder  Erzeugenden  der  Begelfläche  werden  swei  andere  zu- 
geordnet, die  zweiten  Leitgeraäen  dieser  SPraklennetse. 

Aber  die  involutorische  Correspondenz  [2]  stoischen  den  Erzettgenden 
der  Begelfläche,  zu  der  wir  so  gelangen,  ist  nicht  allgemein,  sondern 
zerspaltet  sich  in  swei  eindeutige  Seziehimgen  {Involutionen),  so  dass  jede 
der  beiden  zugeordneten  Erzeugenden  einzeln  verfolgt  werden  kann. 

Betrachten  wir,  um  dies  zu  erkennen,  den  Schnitt  der  Fläche  mit 
einer  Ebene  re;  auf  ihm  entsteht  eine  gleichartige  Correspondenz;  jede 
Verbindungslinie  entsprechender  Punkte  derselben  ist  ein  Strahl  des 
Netzes,  dessen  Leitgerade  diese  Punkte  zu  Spuren  haben,  also  ein 
Strahl  des  Complexes;  folglieh  umhüllen  diese  Verbindungslinien  den 
Comp  lex- Kegel  schnitt  (rc).  Jede  von  ihnen  ist  zweimal  Verbindungs- 
linie, d.  h.  auch  die  beiden  weiteren  Schnitte  mit  der  Carve  4.  Ord- 
nung 31^  entsprechen  einander  in  dieser  Correspondenz;  denn  sonst 
gingen  von  jedem  von  ihnen,  ausser  der  betrachteten  Linie,  noch  die 
aus,  die  ihn  mit  den  beiden  entsprechenden  Punkten  verbinden. 

In  einer  Berübrungsebene  6  von  0,  als  einer  singulären  Ebene 
des  Complexes,  muss  diese  Umhüllungseurve  in  zwei  Büschel  zerfallen; 
sie  kommen  zunächst  allein  von  zwei  Strahlen  netzen  her.  Ist  nämUch 
h:^l  die  m  0  gelegene  Erzeugende  von  0,  so  sind  die  Spuren  §,  S 
der  beiden  entsprechenden  Erzeugenden  h^,  li,  also  zwei  Punkte  der 
Curve  3.  Ordnung  C^,  in  der  a  die  0  noch  schneidet,  die  Scheitel  der 
beiden  zu  den  Netzen  [hh,},  {U^}  gehörigen  Büschel;  der  Strahl  §2, 
als  singuliirer  Strahl  von  ff,  muss  durch  den  Berührungspunkt  S  von  6 
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gehen.  Aber  jeder  Strahl  der  beiden  Büschel  ist  ja  zweimal  Verbiii- 
dungalinie ,  und  so  kommen  auch  die  übrigen  Strahlennetze  zur  Gel- 
tung; jeder  Strahl  der  beiden  Büschel  gehört  zu  einem  von  ihnen. 
Die  Netze  zertheilen  sich  in  zwei  Reihen:  von  den  einen  gehört  der 
in  0  fallende  Strahl  zum  Büschel  §,  von  den  andern  zu  S;  die  beiden 
weiteren  Schnitte  mit  C  ausser  §,  bezw.  £  sind  je  die  Spuren  der 
Leitgeraden,  und  da  S  im  Continuum  der  Spuren  diejenige  von  Ä  ^  l 
ist,  90  sehen  wir,  dass  das  Netz  ll\]  mit  den  Spuren  S,  S  der  Leit- 
geraden zur  ersten  und  [h\]  zur  zweiten  Reihe  gehört. 

Die  Trennung  der  Strahlennetze  in  zwei  Reihen  bedingt  auch  das 
Zerfallen  der  Correspondenz  zwischen  den  Erzeugenden  in  zwei  Invo- 
lutionen 1/,,  Ii,  wie  oben  behauptet  wurde. 

Jeder  Strahl  des  Gomplexes  verbindet  dann  in  irgend  einer  Ebene 
durch  ihn  die  Spuren  entsprechender  Geraden  der  einen  und  diejenigen 
entsprechender  Geraden  der  andern  Involution  oder  gehört  zu  einem 
Netze  der  einen  und  zu  einem  der  andern  Reihe.  Zur  Erzeugung  des 
Oomplexes  genügt  eine  Reihe. 

Wir  haben  also  zu  untersuchen,  auf  welchen  Regelflächen  4,  Gra- 
des die  ebenen  Curven  3.  Ordnung  in  den  Tangentialebenen  eindeutige 
involutorische  Beziehungen  zulassen,  bei  dunen  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  in  einen  Punkt  der  Curve  zusammenlaufen. 

Nun  bringt  ja  bei  jeder  ebenen  Curve  3.  Ordnung  ein  Strahlen- 
bOschel,  dessen  Scheitel  auf  ihr  liegt,  eine  solche  Involution  hervor; 
und  ist  die  Curve  ohne  Doppelpunkt,  also  sie  und  die  Fläche  vom 
Gescblechte  1,  so  ist  die  Sache  erledigt. 

Die  Begelflächm  4.  Grades  vom  Gescblechte  1,  also  die  Arten  I,  II 
unserer  Mntheilung  in  I,  Nr.  40  ff.,  sind  singulare  Flächen  von  quadra- 
tischen Complexen;  für  die  Art  I,  bei  der  die  Leitgeraden  getrennt  sind, 
haben  wir  es  mit  dem  eben  ausführlich  besprochenen  Falle  zu  thua; 
mit  dem  Specialfalle,  welcher  der  Art  II  entspricht,  werden  wir  uns 
noch  beschäftigen. 

803  Wenn  aber  die  Curve  3,  Ordnung  einen  Doppelpunkt  hat,  so  ist 

sofort  klar,  dasa  dieser  in  der  durch  einen  Büschel  um  einen  Punkt 
der  Curve  bewirkten  Involution  sich  selbst  entspricht;  und  das  ist 
auch  eine  nothwendige  Eigenschaft,  denn  ohne  ein  solches  Zusammen- 
fallen entsprechender  Punkte  würde  bei  der  Curve  vom  Gesehiechte  0 
(I,  Nr.  23)  die  Enveloppe  der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
nicht  ein  Strahlenbüschel,  sondern  ein  Kegelschnitt  sein,  von  dem  sich 
in  unserm  Falle  der  Büschel  um  den  sich  selbst  entsprechenden  Punkt 
ablöst 
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Bei  einer  Regelfläche  4.  Grades  vom  Gesphlechte  0  muss  in  jeder 
Berührungs ebene  der  Doppelpunkt  der  eubischen  Curve  ein  sich  selbsb 
entaprecheiidoi-  Punkt  sein.  liülirt  er  von  einer  doppelten  Erzeugenden 
her,  so  braucht  nur  diese  in  der  Involution  sich  selbst  zu  entsprechen; 
und  wir  haben,  was  wir  wünschen. 

Damit  sind  die  Arten  VII,  VIII,  XII  (I,  Nr.  43,  46)  als  mögliche 
singulare  Flächen  erMnnt. 

Die  Eegelfläche  4.  Grades  von  der  Art  III  (I,  Nr.  41)  mit  einer 
doppelten  cubisehen  Eaamcurve  ist  als  singulare  Fläche  nicht  möglich. 
Denn  der  Doppelpunkt  der  C"  in  einer  Tangentialebene  rührt  yod  der 
Doppelcurve  her  und  ist  gemeinsame  Spur  zweier  Erzeagenden,  die 
sich  von  einer  ßerührungsebene  zur  andern  verändern.  Die  involuto- 
rische  Correspondenz  zwischen  zwei  sich  (auf  der  Doppelcurve)  schnei- 
denden Erzeugenden  dieser  Itegelfläehe  ist  eine  [2],  nicht  eine  [1]. 

Damit  fällt  auch  Art  IV,  derjenige  Specialfall  von  JIT,  in  dem 
die  Regelfläche  eine  gerade  Leitlinie  hat. 

Bei  den  Arten  V  und  YI,  in  denen  die  Doppelcurve  aus  einem 
Kegelschnitte  und  einer  ihn  treffenden  Geraden  besteht,  —  welche 
letztere  im  ersten  Falle  doppelte  Leitgerade,  im  andern  zugleich  Leit- 
gerade und  Erzeugende  ist  —  rührt  der  Doppelpunkt  der  C^  stets  von 
dem  doppolten  Kegelschnitte  her.  Nun  bilden  die  Erzeugenden  der 
Fläche,  welche  sich  auf  ihm  begegnen,  wohl  eine  eindeutige  involu- 
torische  Beziehung.  Aber  jedes  Paar  führt  zu  einem  Strahlennetze, 
das  in  Bündel  und  Feld  sich  zerlegt  hat.  Die  Felder  erzeugen  das 
Strahlengebüsche  mit  der  Leitgeraden  als  Äxe,  die  Bündel  zwar  einen 
Complex  2.  Grades,  nämlich  den  der  Treffgeraden  des  Doppel-Kegel- 
schnitts; für  diesen  aber  ist  ersichtlich  die  Regelfläehe  nicht  singulare 
Fläche. 

Bei  der  Art  IX  mit  einer  dreifachen  Leitgeraden  d^  —  der  sich 
X  subsumirt,  wo  noch  eine  einfache  Leitgerade  vorhanden  ist  —  müss- 
ten  in  der  Involution  zwei  auf  d^  sich  sehneidende  Erzeugenden  ent- 
sprechen; aber  durch  die  auf  ä^  sich  treffenden  Erzeugenden  entsteht 
eine  cubiache  Involution,  also  eine  involutorische  Correspondenz  [2] 
und  nicht  eine  [1]. 

Bei  der  Art  SI,  wo  die  d^  doppelte  Leitgerade  und  einfache  Er- 
zeugende ist,  ist  der  Doppelpunkt  auf  der  C  einer  Berühr  imgsebene 
stets  die  Spur  dieser  Geraden  und  der  zweiten  durch  ihn  gehenden 
Erzeugenden,  die  nicht  in  die  Berührungsebene  fällt.  Also  müsste  in 
der  Involution  der  d^  jede  andere  Erzeugende  gepaart  sein;  der  Ort 
der  Strahlennetze  —  lauter  Bündel  und  Felder  — ,  zu  denen  wir  da- 
durch geführt  werden,  ist  das  Gebüsche  [d°]  doppelt. 
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Somit  sind  unter  den  Kegelflachen  4.  Grades  als  singulare  Flächen 
eines  Complexes  2.  Grades  nur  möglich  die  Arten  I,  II,  VII,  VIII,  XIT, 
von  denen  die  4  letzten  der  ersten  sich  snbsumiren.  Diese  hat  zwei 
getrennte  Leitgeraden,  keine  doppelte  Erneugendej  in  11  haben  die 
beiden  Leitgeraden  sieh  vereinigt;  VIT,  VIII  sind  I  und  11  mit  einer 
doppelten  Erzeugenden,  welche  in  XII  noch  rait  den  Leitgeraden  sich 
in  eine  dreifache  Gerade  so  vereinigt  hat,  tlass  sie  als  Leitgerade  ein- 
fach, als  Erzeugende  doppelt  ist. 

Dabei  haben  wir  uns  auf  nicht  zerfallende  Flächen  beschränkt. 

IL 

804  Wenn   zu   zwei   sich   schneidenden   Doppelstrahlen    eines    quadra- 

tischen Complexes  ein  dritter  tritt,  so  muss  er,  weil  jene  den  vollen 
Schnitt  ihrer  Ebene  mit  der  singulärcn  Fläche  bilden,  einen  von  ihnen 
schneiden;  sehen  wir  also  von  den  schon  behandelten  Fällen  dreier 
durch  denselben  Punkt  gehenden  oder  in  derselben  Ebene  befindlichen 
Doppeletrahlen  ab,  so  muss  der  dritte  Doppelstrahl  gegen  den  zweiten 
windschief  sein. 

Also  haben  wir  es  fernerhin  nur  mit  besonderen  Fällen  des  im  Vor- 
angelienden  behandelten  Complexes  su  thun,  dessen  singulare  Fläche  eine 
Uegelfläclie  4.  Grades  I.  Art  ist,  und  haben  daher  diese  zu  special  isiren. 

In  Bezug  auf  das  Strahlennetz,  in  dem  die  Fläche  enthalten  ist, 
haben  wir  den  allgemeinen  Fall,  wo  seine  Leitgeraden  getrennt  sind, 
und  die  speciellen  Fälle,  wo  sie  sich  vereinigt  haben  und  wo,  indem 
das  Netz  sich  in  Bündel  und  Feld  zerspaltet,  jeder  Strahl  des  gemein- 
samen Strahl Gubiisehels  als  Leitgerade  angesehen  werden  kann  und  für 
den  Complex  Doppelstrahl  ist.  Wir  können  dann  parallel  laufen  lassen 
die  entsprechende  Specialisirnng  des  Gebüsches  G  von  Gewinden,  das 
durch  die  Leitgeraden  oder  Doppelstrahlen  geht,  der  Grundfläche  K.^, 
der  Bildfläehe  F-^  der  Abbildung  von  Montesano  und  wollen  auch 
zusehen,  wie  wenigstens  in  einer  Reihe  von  Fällen  Oaporali's  Ab- 
bildung und  die  Curve  (Ä:i,  V)  si<^h  gestaltet. 

Es  ergiebt  sieh  eine  grosse  Anzahl  von  Arten,  von  denen  die 
wichtigeren  eingehend  besprochen  werden  sollen. 

Wir  stellen  den  im  Vorangehenden  behandelten  allgemeinen  Fall 
voraus,  dem  schon  in  Nr.  788  die  Bezeichnung: 

[(11)1111] 
gegeben  wurde. 

805  Die  singulare  Fläche  erhalte  nocA  eine  doppelte  Erseugende  (Art  VII), 

der   Complex  einen  dritten  die  beiden  windschiefen  d,  d'  schneidenden 
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Do^elstrahl  d^.  Von  den  4  Doppeltangenten  -  Gongruenzen  siml  nur 
zwei  geblieben  (11,  Nr.  407),  die  beiden  andern  in  die  Congruena 
der  Tangenten  übergegangen,  welche  sicli  auf  ä^  stützen.  Folglich  ist 
dem  Complexe  die  Bemchnung 

[(11)211] 
Sil  gebe». 

Zwei  Böschel  (D,  s)  und  ebenso  zwei  (ß,  Ö)  sind  in  jeden  der 
Böachel  dd^,  d'd^  gerückt,  ausserdem  sind  mit  jeder  der  Geraden  d,  d' 
noch  je  zwei  Büschel  (B,  T)  und  {E,  S)  iueident,  mit  d^^  hingegen  kei- 
ner mehr. 

Wir  erhalten  einen  solchen  Complex,  wenn  wir  die  Fläche  F^ 
die  Gnmdfläche  K^  berühren  lassen;  die  gemeinsame  Tangentialebene 
ist  dann  Doppelebene  des  Torsus  F^K^  und  führt  zur  doppelten  Er- 
zengenden (7j  der  singulären  Fläche.  Auch  die  Sehnittcurve  F^K^ 
hat  im  Berühriiiigspunlite  einen  Doppelpunkt  und  wird  deshalb  nur 
von  2  Geraden  aus  jeder  der  beiden  Schaaren  von  K^  berührt,  was 
zu  den  4  Büscheln  (Z),  t)  und  den  4  Büscheln  {E,  ~S)  führt. 

Bei  Gaporali's  Abbildung  bekommt  1:^  einen  Doppelpunkt  Z?i,i; 
dalier  hat  die  Involution  1,  ausser  ihm  nur  noch  zwei  Doppelpunkte, 
der  Complex  also  nur  so  viele  Fundamental-Ge  winde. 

Für  jede  der  Involutionen  Ih,  Ii  fallen  zwei  Doppel  strahlen  in  f?,, 
denn  in  einer  Berührungsebene  x  sind  von  den  4  Tangenten  aus  § 
oder  S  an  C^,  die  im  allgemeinen  möglich  sind,  zwei  in  die  Gerade 
nach  der  Spur  von  ä^  zusammengefallen.*)  Diese  Gerade  d^  wird 
Leitgerade  für  ein  singulUres  Strahlennetz  in  jeder  der  beiden  Reihen, 
und  die  beiden  Büschel  aus  einem  Punkte  von  (?,  oder  in  einer  Ebene 
durch  d^  gehören  zu  diesen  Netzen  und  gehen,  weil  diese  eben  Sin- 
gular sind,  durch  (7^;  so  dass  auch  auf  diese  Weise  <?,  ais  Doppel- 
strahl sich  zu  erkennen  giebt. 

Die  beiden  andern  singulären  Strahlennetze  in  jeder  der  beiden 
Reihen  entsprechen  den  Geraden  von  F^,  welche  K{^  und  die  Sehnitt- 
curve tangiren,  und  in  Caporali's  Abbildung  den  beiden  Ebenen  i.y 
durch  ft,,  welche  7^1*  berühren,  und  den  Kegeln  durch  ft/,  welche  ihre 
Spitze  n  cl  t  n  Do{jeliunlt  Di^i  haben;  während  dem  Kegel  mit  der 
Spitze  Ii  nl  le  nicl  lern  Doppelpunkte  gehenden  Ebene  l^  die 
singulären  St    hlennetze  co  respondiren,  deren  Leitgerade  d^  ist. 

*)  A  ch  h  e  aus  folg  lass  für  den  Punkt  dd,  als  D  die  Ebene  t  die  d  mit 
der  d,,  we  che  li  eelbat  n  I  und  I^  entspricht,  verbindet,  und  ebenso  dnal  die 
Ebene  II  ala  ä  den  Pu  kt  dJ  aum  E  hat;  so  dasa  der  Büaehel  dd^ ,  doppelt, 
sowohl  f  den  Pu  kt  dd  den.  tomplexkegel,  als  für  die  Ebene  dd,  die  Coinples- 
cnrve  1    de  ,       d    hn     bes  f      d'd^  gilt. 
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Die  durch  di  gehenden  Eegelscliaaren  des  Complexes  — ■  sämmt- 
lich  p  —  bilden  ein  Gebüsche  für  sich;  die  Leitschaaren  erzeuj^en  das 
Strahlengebüsche  [ä,},  das  zwei  Fiindamental-Gewinde  in  sich  aufge- 
nommen hat. 

Die  jetzige  singulare  Fläche  erhält  man  als  Compl  es  fläche  eines 
Complexes  mit  zwei  windschiefen  Doppelstrahlen  d,  d' ,  wenn  der 
Träger  ä^  beide  trifft. 

Lassen  wir  ihn  überdies  dem  Complexe  angehören,  so  wird  er 
cuspidale  Erzeugende  der  Hegelfläche.*')  Im  vorigen  Falle  schnitten  die 
Taagentialkegel  aus  den  verschiedenen  Punkten  der  doppelten  Erzeu- 
genden dl  die  beiden  Leitgeraden  ä,  d'  in  deren  beiden  Ouspidalpunkten 
ß;  jetzt  gehen  diese  Kegel  ständig  durch  (7,;  also  ist  auf  jeder  der 
beiden  Geraden  ä,  ä'  noch  einer  von  den  beiden  vorhin  vorhandenen 
Cuspid alpunkten  iu  den  Schnitt  mit  d^  gerückt  und  ebenso  eine  der 
Ouspidalebenen  in  die  Verbindungsebene  mit  dj. 

"Wir  haben  nur  noch  eine  Doppeltangenteu-Congruenz  und  ein 
Fundamental-Ge winde;  das  Gebüsche  [dj  hat  3  in  sieh  aufgenommen, 
und  dein  Complexe  hommt  die  Bezeichnung 

[(11)31] 
m.     Der    Doppelpunkt   Dj^i    von   J^*   bei    Caporali's   Abbildung    ist 
üücktehrpunkt,  die  Berührung  zwischen  F^  und  K,^  stationär. 

Die  Mannigfaitiglteit  dieser  leiden  Complexe  ist  17 — 1,  17S. 

3  Widitig^  aher  ist  der  Fall,  wenn  die  Segelfläche  $  3  doppelte  Er- 

seugettden  d^,  d{  hat;  sie  gerfällt  dann  in  zwei  Flächen  2.  Grades  0^, 
0j^,  die  sich  in  dan  Vierseite  ddiä'd^'  schneidoz.  Die  Regelschaaren 
derselben,  welchen  di,  d/  gemeinsam  sind,  seien  g?  und  9)^,  die  andern 
q>'  und  <pi'  haben  die  bisherigen  Leitgeraden  d,  ä'  gemeinsam.  Zu- 
nächst repriisentirt  der  Inbegriff  von  y  und  ^y  die  bisherige  Kegel- 
fläehe  ^;  die  Regelfläche  S'e^  (<p',  9)/)  kommt  hier  neu  hinzu.  Bleiben 
wir  aber  vorerst  bei  jener. 

Die  Involutionen  Ik,  Ii  gehen  hier  über  in  Projedivitäten  P/,,  Pi 
zwischen  93  mid  ip^;  in  der  Thatj  es  sei  r  eine  Berührungsobene  von  $, 
wir  wollen  annehmen,  dass  sie  CP^  tangire;  dann  besteht  der  Schnitt 
3.  Ordnuag  C^  mit  (jp,  ^j)  aus  einer  Geraden  C  von  ip'  und  einem 
Kegelschnitte  C^^  auf  ^/.  Letzterer  enthält  die  beiden  Punkte  §  und 
S,  deren  Verbindungslinie  durch  den  auf  C  gelegenen  Berührungspunkt 
T  geht  (Nr.  590);    folglich  liegt  von  den   beiden    weiteren  Schnitten 


*)  Diesem  Specialfall  der  Art  VII  habe  iob  in  I,  Nr.  40  tf.   keine   besondere 
Nummer  gegeben,  ebenso  wie  Ci'owona,  der  ihn  jedocli  crwälint. 
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eines  Strahls  durch  §  der  eine  auf  C,  der  andere  auf  G^,  und  die 
Geraden  h  von  (f,  \  von  qsj,  welche  die  Schnitte  zu  Spuren  haben, 
werden  so  projectiv  zugeorduet;  d^  und  (Z/,  welche  durch  die  gemein- 
samen Punkte  von  C  und  C\^  gehen,  werden  sich  selbst  entsprechend 
in  P;,.  Der  andere  Punkt  S  giebt  die  zweite  Projectivität  Pi  mit;  den 
entsprechenden  Gferaden  l,  Z,;  auch  in  ihr  sind  d^,  d^  sieh  selbst  ent- 
sprechend. Wie  im  allgemeinen  Falle  befinden  sich  zwei  entaprechende 
Geraden  h,  \  von  P;,  und  zwei  l,  i,  von  Pi  stets  in  der  nämlichen 
ßegelschaar,  und  aus  jedem  Paare  hh^  der  einen  Projectivität  P/,  kann 
man  die  andere  gewinnen;  denn  jede  BegeUcbaar,  welche  durch  h\ 
geht  und  auf  d,  d'  sich  stützt,  schneidet  ip  und  gs^  je  noch  in  einer 
Geraden,  von  welchen  Geraden  jede  die  andeie  ejndeutig  he  timmt 

Bei  der  Abbildung  des  Gebüsches  G^(dd )  m  den  Punktriim  2^ 
hat  Fj^  mit  Kj^  zwei  Berührungen,  und  der  gemeiusim  umge'^chri ebene 
Torsus  zerfällt  in  zwei  Kegel  2.  Grades  mit  2  gememaamen  Ebenen*); 
die  Äsen  der  Strahlenge  husche,  welche  deren  Bei  uhrungs  ebenen  ent- 
sprechen, erzeugen  ®^,  0,^.  Weil  die  Berührungscurve  r^*  des,  Torsus 
mit  F^^  auch  in  zwei  Kegelschnitte  zerfällt,  so  hat  dies  das  Zerfallen 
der  Congruenz  der  singulären  Strahlen  in  zwei  Theile  zur  Folge,  auf 
welche  wir  später  zu  sprechen  kommen  werden.  Die  beiden  Tangen- 
tialebenen dieses  Torsus,  welche  von  einer  Geraden  von  F,^  kommen, 
geben  gepaarte  Geraden  von  //,  oder  Ii;  von  ihnen  berührt  hier  die 
eine  den  einen,  die  andern  den  andern  Kegel,  und  so  ergiebt  sich  die 
Trennung  gepaarter  Geraden  auf  verschiedene  Gebilde,  die  ümwaud- 
lung  der  Involution  innerhalb  desselben  Gebildes  in  Projectivität  zwi- 
schen verschiedenen  Gebilden. 

Umgekehrt,  wenn  uwei  ^egelschaa/fmi  fp,  g)j  sicei  Gefade  d^,  d^ 
gemeinsam  h^yen  und  so  projecUv  besagen  sind,  dass  diese  sielt  selbst  ent- 
sprechen, so  entsteht  durch  die  Strahlen,  welche  sich  auf  ewei  entsprechende 
Geraden  stützen,  ein  Complex  2.  Grades.  Denn  in  einem  beliebigen 
Strahlenbüschel  entsteht  eine  Correspondenz  [2,2],  wenn  man  solche 
Strahlen  als  entsprechend  ansieht,  welche  homologe  Strahlen  von  9 
und  9>^  treffen,  3  von  den  4  Coincidenzeu  trefien  rf,,  rf,',  die  beiden 
übrigen  sind  die  Strahlen  des  eizeugten  Compleses 

Die  Imden  gemeinsamen  Strahlen  d, ,  (7i ,  'ioiine  auch  die  'beiden  ä,  d  , 
ueldie  den  vcfbundenen  Megthehnaien  ip ,  ipi  gentp-tm-am  smd,  sind  Dop 
pelstiahlen  des  Complei.es 

In  der  That,  es  sei  X  em  Punkt  von  d,  ferner  seien  h  und  7*^  die 
durch  ihn  gehenden  Geraden  von  g   und  9"^     li^  und  h   die  ihnen  eiit 

*)  Ihien  Spitzen  pi  t^i  icchen  in  6-  die  Kegeltthiaiei    ip     (p 
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spreclienden  in  (p^,  <p,  ao  zerfällt  der  Complexkegel  aus  X  in  das 
Bäschelpaar  in  den  Ebenen  nach  h^,  h,  offenbar  mit  d  ais  Doppellinie; 
dl  ferner  ist,  wie  man  leielit  erkennt,  in  jedem  ilm  enthaltenden  Strah- 
lenbüaehel  der  einzige  Complexstrahl. 

807  Aber   nicht   ilos   durch   die  FrojecHvitäten  P^  und  Pi   entsteht  der 

Gomplex;  sondern",  diese  inäudrett  auch  Pryectivitätm  Fh,  P/  umsehen 
den  andern  Begdsdiaaren  fp,  fp-^,  welche  ebenfalls  den  Complex  erzeugen.*) 

Es  sei  //  eine  Gerade  von  gs';  wenn  femer  h"  und  h^  zwei  homo- 
loge Geraden  von  F,,  sind,  so  sei  in  der  Ebene,  welche  den  Punkt  WU 
mit  h"^  verbindet,  Ä/  die  Gerade  von  9,'.  Wenn  nun  h,  Äj  die  Fh 
durchläuft,  so  bewegen  sich  der  Punkt  h'h  und  die  Ebene  A/Ji,  pro- 
jectiv,  also  auch  jener  Punkt  und  der  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit 
K,  Aber  bei  dieser  Projectivität  auf  h'  haben  wir  3  sich  selbst  ent- 
sprechende Elemente,  nämlich  h'  {di,d^',h°);  also  decken  sich  durchweg 
entsprechende  Punkte,  oder  durchweg  geht  die  Ebene  7*/Äi  durch  den 
Punkt  h'h-j  oder  anders  ausgedrückt:  die  Ebene,  welche  h'h  mit  \ 
verbindet,  geht  ständig  durch  \'.  Dadurch  wird  dem  Strahle  h'  von 
ip'  eindeutig  der  Strahl  h^  von  9)^'  zugeordnet  und  ebenso  diesem 
jener;  wir  erhalten  die  Projectivität  P/.'. 

Aber  die  Büschel  aus  den  Punkten  h'h  je  in  den  Ebenen  nach  Ä, 
gehören  in  die  Strahlennetze  [AÄJ,  und  wir  sammeln  aus  diesen  Netzen 
Strahlenbüschel,  welche  das  neue  Netz  [h'hj]  bilden.  Wir  dwchziehen 
ao  den  Complex  rmt  einer  dritten  Hdhe  von  StraJilennetsm  [Ä'Äj'],  und 
wenn  wir  ebenso  die  Projectivität  P;  benutzen,  erhalten  wir  eine  ana- 
loge Projectivität  Ft  zwischen  q)'  und  qc/  und  eine  vierte  Meihe  von 
Sirdhlennetsen  [l'li]  iM  Complexe. 

Dabei  ist  so  eonstmirt  worden,  dass  die  Ebene  Ä.Ä/  durch  den 
Punkt  hh'  und  die  Ebene  IJ^  durch  den  Punkt  IV  geht.  Wir  hätten 
aber  auch  umgekehrt  verfahren  können,  dass  z.  B.  im  ersten  Falle  die 
Ebene  hh'  durch  den  Punkt  \hy  geht,  abei  die  dann  sich  eigebende 
Projectivität  ist  keine  neue,  sondern  mit  dei  P    identiach 

Ueberzeugen  wii  uns  jedoch  vorher  dass  u  ibclien  den  neuen  Fi  0- 
jecUvitäten  P*'  und  F  atwh  dte  Besiekung  btatt  hat,  dn'is  "uet  ent^pte 
chende  Strahlen  h',  h^  dei  einen  und  zum  l,\  der  andetn  stets  dmcJi 
eine  Begelsehaar  vethumlcn  smd  Wn  ziehen  eine  Gerade  /,  welche  h , 
/«j',  V  trifft;  durch  die  Punkte  th ,  tl  geht  dann  le  eine  Gerade  h,  1 
aus  9?.  Da  nun  der  Punkt  hh  in  dei  Ebene  h^h^^  hegt,  so  fallt  t  in 
diese   und   trifft   Ä,;    folglieh  trifft   sie  h,  li  ,  l,    iho    luch   ij,   da  die 

*)  Weiler,  Zeitschrift  für  Math,  iiud  Pbjs    Tihr„    27  S      i  ■. 
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Projectivitäten  P,,,  Fi  in  der  Beziehung  stehen,  die  wir  jetzt  für  T,', 
und  P;'  beweisen  wollen;  wiederum  liegt  der  Punkt  IV  in  der  Ebene 
l^ll,  also  fslllt  t  auch  m  diese  und  trifft  ^';  womit  die  Behauptung 
bewiesen  ist. 

Nachdem  P/  in  der  obigen  Weise  construirt  ist,  wollen  wir  P// 
so  construiren,  dass  die  Ebene  h%'  durch  den  Punkt  Äjft,'  geht.  Wir 
verbinden  den  Punkt  Mi  mit  dem  Punkte  \h^  durch  i;  da  der  erstere 
in  der  Ebene  h^h^  liegt,  so  trifft  t  auch  A/,  und  weil  der  zweite  in 
der  Ebene  hh'  liegt,  so  trifft  t  auch  A',  also  alle  vier  Geraden  h',  h^, 
/(j',  Ä';  da  dieselben  auch  von  d,,  d^  getroffen  werden,  so  gehören  sie 
zur  nämlichen  Regelschaar;  folglich  sind  h',  ]\  in  P/  entsprechend, 
da  Jh  imd  Ä/  einander  in  P,,'  correspondiren.  Wenn  wir  also  auf  die 
zweite  Weise  verfahren,  so  vertauschen  sich  nur  Pa'  und  P/  mit  ein- 
ander: p,;  =  P/,  Fl  =  F,;. 

Für  diese  vier  Projectivitäten  Pj,  Fi  zwischen  ip  und  qjj,  P/,  P/ 
zwischen  fp  ,  ip,    gilt  demnach  folgendes: 

Zwei  entsprechende  Geraden  h,  \  von  Pj,  und  zwei  l,  l,  von  Ff 
sind  stets  durch  eine  Regelschaar  verbunden;  ebenso  h',  h^  von  F/l 
und  V,  II  von  P,'. 

Ein  Punkt  h}{  oder  Zr  fällt  stets  in  die  Ebene  ÄjÄ/,  bezw.  l^ll, 
dagegen  geht  die  Ebene  W  oder  IM  stets  durch  den  Punkt  Ä^i,', 
bezw.  ^|Ä^'. 

Jeäe  von  den  vier  Frqjectivitätm  bestimmt,  wegen  dieser  Eigettschaf- 
ten,  eindeutig  die  drei  andern. 

Sind  die  durch  einen  Punkt  von  ®^  gehenden  Geraden  dieser  Fläche 
h^l,  h'^l'y  so  enthalten  die  Ebenen  von  ihm  nach  \  und  l^  auch 
\'  und  li';  so  dass  sieb,  wie  nothwendig,  nur  2  Strahlenbüschel  des 
Oomplexes  aus  dem  Punkte  ergeben,  jeder  zu  zweien  der  4  Strahlen- 
netze gehörig. 

Zu  vier  eben  solchen  Frojectivitäten  gelangt  man  hei  der  Correlation  ö 
mceier  Bäume  2,  E*.  Bekanntlich  giebt  es  da  zwei  in  einem  wind- 
schiefen Vierseite  sieh  schneidende  Kernflächen*):  die  eine,  die  Punkte 
Kernfläche,  ist  der  Ort  der  Punkte,  welche  in  die  eine  und  infolge 
dessen  auch  in  die  andere  entsprechende  Ebene  (Polarebene)  fallen; 
diese  Polarebenen,  die  also  dann  gleichzeitig  mit  beiden  Polen  inei- 
diren,  umhüllen  die  zweite,  die  Ebenen-Kernfläche.  Diese  beiden  Flä- 
chen sind  in  beiderlei  Sinne  polar  in  der  Correlation;  die  vier  Seiten 
des  Durchschiiitts-Vierseits  siud  sich  selbst  entsprechend. 

*)  Vecgl.  7..  B.  S(;lirrite[',  Journal  f.  Ma.them.  Bil.  77  S.  lori  Theil  Tl. 
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Daher  sind  die  einen  Regel  seh  aar  en  auf  ihnen,  welcte  durch  die 
einen  Gegenseiten  dieses  Yierseits  gehen,  auf  awei  Weisen  projectiv, 
und  ebenso  die  andern:  zwei  Gerade  entsprechen  einander  in  diesen 
Projectivitäten,  die  in  der  Correlatiou  polar  sind,  und  zwar  wird  bei 
den  beiden  Projectivitäten  zwischen  den  näuihchen  E.e gelsehaaren  in 
dem  einen  Falle  die  eine  Fläche  zu  S,  die  andere  zu  S*  gerechnet, 
im  andern  umgekehrt.  Rechnet  man  einen  Funkt  der  Punkt- Kernfläche 
zu  £,  bezw.  2J*  nnd  fasst  ihn  als  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden 
der  Fläche  auf,  so  fällt  er  ja  in  seine  beiden  Polarebenen,  von  denen 
die  eine  die  diesen  Geraden  in  2J*,  die  andere  die  ihnen  in  S  eorre- 
spondirenden  Geraden  der  Bbenen-Kemfläche  verbindet.  Das  sind  die 
obigen  Incidenzeu  von  Punkten  und  Ebenen  homologer  Geraden  der 
vier  Projectivitäten.  Zwei  homologe  Geraden  der  einen  der  beiden 
Projectivitäten  zwischen  denselben  Regeischaaren  und  zwei  homologe 
der  andern  gehören  stets  derselben  Regelschaar  au. 

Man  erkennt  leicht,  dass  eine  Gerade  p  ^  q*,  welche  die  eine  ihr 
in  der  Correiation  entsprechende  Gerade,  etwa  p*,  tiifft,  auch  der 
andern  q  begegnet.  Die  beiden  Punkte  pq,  p*q*,  in  denen  sie  von 
ihnen  geschnitten  wird,  fallen  dann  in  ihre  Polarebeiien  p*q*,  pq;  jene 
sind  also  ihre  Schnitte  mit  der  Pankt-Kernfläche,  diese  die  Tangential- 
ebenen von  ihr  an  die  Ebenen-Kernfläche. 

Rechnen  wir  die  beiden  durch  pq  gehenden  Geraden  der  erateren 
Fläche  zu  2J,  so  fallen  die  ihnen  in  2^*  correspondirenden  in  die  Ebene 
p*g*  auf  der  andern;  rechnen  wir  die  durch  p*q*  gehenden  ku  2^*,  so 
fallen  die  ihnen  in  S  entsprechenden  in  pq.  D.  h.  unsere  Gerade 
p^q*  trifft  zwei  homologe  Geraden  in  allen  vier  Projectivitäten. 

Nemim  wir  äei%  Ort  solcher  Geraden,  welche  je  die  eine  und  dann 
auch  die  andere  der  ihnen  in  der  Correlation  polaren  Geraden  treffen,  den 
Kerncomplex  der  Correlcdion*) ,  so  entsteht  derselbe  also  durch  eine  jede 
der  d  Jh-ojecUvitätm  und  ist  ein  Complex  2.  Grades  von  der  Art,  die 
wir  eien  betrachten.  Auch  umgekehrt,  wenn  eine  Gerade  p  zwei  ho- 
mologe Geraden  einer  der  Projectivitäten,  etwa  r  auf  der  Puukt-Kern- 
fläche,  r*  auf  der  Ebenen -Kernfläche  trifi't,  die  so  als  entsprechende 
Geraden  in  S,  S*  angesehen  werden,  so  fällt  sie  ja  in  die  Polarebene 
des  Punktes  pr,  welche  denselben  mit  r*  verbindet,  und  wird  von  ihrer 
in  dieser  Ebene  gelegenen  Polare  p*  getroffen. 

Man  kann  sich  direct  überzeugen,  dass  die  beiden  Kernflächen  die 
singulare  Fläche  dieses  Complexes  bilden;    unmittelbar  ersichtlich  ist, 

*)  Montesano,  La  comapondeaEa  reciproca  fra  due  siütemi  deUo  sjjfiKio 
(Neapel  1886);  femer:  Mathem.  Auaalen  Bd.  28  S.  S68. 
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1       j  (1      P     U    1      P    kl  h. 

fl    b      w      bt    11     b  schel   an   ihn 

dt         i     b          j  1     B     1 

g    b          1           1         zwei   enthält. 

Ab           1     d       j  d      P    U  d 

1  j  d     r           l  alebene  jener 

mg  1          dt       1 1     1 

1 

■n    hl         t              k 

1                 ;           IS     i  FalU  immer  809 

«.  A«.        fj     J      Ut     E 

Igt    d       ml      vier  Projecti- 

l  t        t  a  P     i     j    d      Ib  g 

n         l!  lg    1   t        betrachten.    In 

d      C        1  t        mil          (im 

1    1               h        dem  andern 

Sinne)  den  Ecken  äd^,  diä',  d'd,',  di'd  des  Schnitt -Vi  erseits  von  <ß^ 
und  4»j^  die  gleichnamigen  Ebenen  correapondiron ;  soll  nun  0^  Punkt- 
und  d?^^  Ebenen-Kerniläche  sein,  so  hat  man  nocli,  um  die  Correlation 
festzulegen,  einen  Punkt  X  jenev,  der  etwa  auf  h  liegt,  die  Ebene  §' 
entsprechen  zu  lassen,  die  ihn  mit  der  (in  Pj  entsprechenden)  Aj  ver- 
bindet; dann  sind  auch  in  der  Correlation  die  Regeischaaren  ip  und 
ip,  projectiv,  und  weil  auch  da  den  d-^,  (?,',  h  die  d^,  d^',  \  homolog, 
ist  diese  Projectivität  mit  P/,  identisch;  also  einem  andern  Punkte  X 
von  ^^,  der  auf  der  Gieraden  h  von  (p  liegt,  entspricht  in  der  Corre- 
lation die  Ebene  |',  die  ihn  mit  der  der  h  in  Pj,  homologen  Geraden 
\  verbindet.  D.  h.  die  Correlation  bleibt  dieselbe,  wenn  wir  X  und 
I'  als  fünftes  bestimmendes  Paar  annehmen  statt  X,  |'.  1\  aber  be- 
stimmt nun  auch  P;,  P/,  P/  als  weitere  Projectivitäten,  die  durch  die 
Correlation  entstehen. 

Eine  zweite  Correlation  ergieht  sich,  wenn  wir  die  Bedeutung  von 
<P^  und  ^1^  umkehren;  wir  haben  dann  einer  Ebene  durch  A  ihrett 
Schnitt  mit  A,  zuzuordnen. 

Beide  Correlationen  Mim  dieselben  4  FrojecHvitäteit  P,,,  ...  P/  und 
denselben  Kemcomplex. 

Verändern  wir,  dj,  dj^  als  sich  selbst  entsprechende  Geraden  fest- 
haltend, Pj  —  und  dem  entsprechend  P,,  ...  —  so,  dass  der  festen 
h  von  fp  nach  und  nach  die  verschiedenen  Geraden  h^  von  (p^  corre- 
spondiren,  so  erhalten  wir  oo^  Faare  von  Correlationen  xmd  oo*  Kem- 
complexe,  für  welche  alle  (^^,  Oj^)  die  singulare  Fläche  ist  und  d,  ...  d,' 
die  Doppelsirahlen  sind. 

Eine  beliebige  Gerade  trifft  2  Gerade  von  (p  und  2  von  <p^;  wir 
können  diese  auf  zwei  Weisen  in  zwei  Paare  zusammenstellen  und 
haben  2  Paare  verbundener  Pj,  Pj. 

Dureh  jede  Gerade  gehen  daher  3  von  den  consingulären  Complexen.*) 

*)  Weiler  gab  io  seinem  grossen  Aufsatz  über  die  Bintlieilung  der  Complexe 
2.  Grades  (ITath.  Aimalen  Bd.  7  S.  145)  irrtMmlich  4  an,  was  dutüli  Segre  ver- 
bessert wurde. 
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Hauptflächen  (Nr.  635)  giebt  ea  also  in  diesem  Falle  iiieht.  Den 
consingulären  Complesen  sind  nur  die  4  Uegekchaaren  von  $^  und 
^i''  (doppelt)  gemeinsam. 

)  Bis  Flächen  0^,  ®,^  haben  3  Congruenzen  2.  Grades  C/^,  Z^   von 

gemeinsamen  Tangenten  (II,  Nr.  410).    Die  durch  sie  gehenden  Gewinde 
I\,  Tg  sind  die  isoUrten  Fundamental -Gewinde;  wäJwend  wir  mmmehr 
Mvei  fundamentale  Büschel  haboi  mii  den  Grund- Strahlenneigen  [dd'}, 
id^di'~\.     Befmzufolge  ist  der  Complex  mit 
[(11)  (11)  11] 


Die  beiden  fundamentalen  Büschel  sind,  wie  die  Lage  der  Leit- 
geraden der  Netze  zeigt,  gegenseitig  in  Involution  und  weil  /\,  F^ 
durch  alle  vier  d  geben,  auch  zu  den  isolirten  Fund  amental-Ge winden. 
Natflrlicb  sind  auch  JTj,  F^  in  Involution,  wofür  man  hier  noch  einen 
einfacheren  Beweis  geben  könnte. 

Unter  den  oo'  Projectivitäten  P/,  muss  es  also  zwei  geben,  bei 
denen  der  eraeugte  Oouiplex  nur  vom  1.  Grade  ist,  aber  doppelt  ent- 
steht, so  dass  durchweg  die  zweiten  Geraden  von  cp,  fp^,  die  von  einem 
Strahle  des  Complexes  getroffen  werden,  auch  in  P,,  entsprechend  sind. 
Diese  F,,  Tg  enthalten  die  Congruenzen  d^,  C/,  sonach  sind  Null- 
punkte X^,  X^  einer  Ebene  |  in  Bezug  auf  J\,  F^  die  Schnittpunkte 
der  gemeinsamen  Tangenten  aus  Q^,  C^^,  die  in  |  liegen,  also  auch 
gemeinsamer  Tangenten  der  Kegelschnitte  gqu,  ^(p^.  Diese  Punkte  X^, 
X^  liegen  (II,  Nr,  410*))  auf  der  Geraden,  welche  die  Spuren,  in  |, 
der  Diagonalen  e^,  e^  des  Vierseits  der  d  verbindet.  Sind  D,  . . .  ,7),' 
die  Spuren  der  d,  so  sind  die  Diagonalpunkte  {DD^,  B'D^),  (-D-0,', 
D'A)  die  Spuren  von  e,,  e^;  die  gemeinsamen  Sehnen  BD',  D^D^ 
jener  Kegelschnitte  |y,  ^qs^,  die  sieb  im  dritten  Diagonalpunkte  schnei- 
den, nennt  Chasles  jenen  Schnittpunkten  X,,  X^  gemeinsamer  Tan- 
genten, die  auf  der  gegenüberliegenden  Diagonale  sieh  befinden,  cor- 
respondirend.  Und  die  Kegelschnitte  sind  in  jeder  Homologie  einander 
entsprechend,  welche  einen  dieser  Punkte  X,,  X^  zum  Centram  und 
eine  der  genannten  Sehnen,  etwa  D^B,',  zur  Axe  hat.**)  Damit 
haben  wir  zwei  Projectivi täten  zwischen  den  Punktreiben  auf  Igj^  ly,, 
in  denen  B^,  D^    sieb  selbst  entsprechend  sind  und  auf  jedem  Strahlt; 

*)  Unsere  jetzige  Bezeitlinung  weicht,  dem  Vorangehenden  aioh  iinschlieu- 
send,  etwas  van  der  dortigen  ab.     Es  entsprechen  eicli: 

dort:     f,,  f^,  d,,  Äj,  d^,  d^,  C,  C",  T',  T",  X",  X" 
hier:     *^  *,^  d,  (?,,  d',  d^',  C,\  C',  r, ,  r,,  X,,  X.. 
**)  Ohaslcs,  Sections 
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durch  Xi,  bezw.  X^  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  liegen.  Sie 
bilden  die  Schnitte,  mit  ^,  derjenigen  Projeetintäten  zwischen  ip  und 
gsj,  die  wir  suchen. 

Bei  der,  welche  z,  B.  zu  F^  führt,  sind  zwei  homologe  Geraden 
h,  Aj  stets  polar  nach  Tj  oder  dem  zugehörigen  Nullsysteme.  In 
dieses  Ntälsystem  sind  die  leiden  Correlationen  susammemgef allen;  es  läsat 
sich  leicht  direct  erkennen,  dass  der  einem  Nullsysteme  zugeordnete 
Kerncomplex  das  ihm  zugehörige  Gewinde,  doppelt  gerechnet,  ist.*) 

In  jeder  der  4  Beulen  von  Siraklmnetsm  eines  Compkxes  der  jetzigen 
Ayt  befinden  sich  isivei  singulare  Netse:  für  zwei  Reihen  fallen  deren 
Leitgerade  in  d,,  dj",  för  die  andern  in  d,  d.  Zur  endgiltigen  Be- 
stimmung z.  B,  der  beiden  Netze,  welche  dj  zur  (einzigen)  Leitgeraden 
haben,  bedürfen  wir  noch  je  eine  ProjectivitUt  zwischen  der  Piinktreihe 
(?j  und  dem  Ebenenbüschel  (?,;  in  ihr  entsprechen  den  Punkten  d^d, 
d,d'  die  gleichnamigen  Ebenen  und  einem  beliebigen  dritten  Punkte 
die  eine  oder  andere  von  den  Ebenen  durch  (?^,  welche  die  Complex- 
curve  in  einer  Ebene  durch  ihn  tangiron. 

Im  Systeme  der  consingulären  Complexe  befinden  sich  auch  die 
(Jebüschepaare  [(?][(?']  und  [(^,J[o!i'].  Die  Projectivitäten  P/,,  Fi,  welche 
z.  B.  zu  letzterem  führen,  sind  ausgeartet  mit  d^,  ä^  als  singulären 
Strahlen  und  zwar  so,  dass  bei  Pj  der  eine  d^  zu  gi,  der  andere  d^  zu 
fpi  gehört,  bei  Pj  umgekehrt.  Daraus  folgt  dann,  dass  in  Fj'  jeder 
Geraden  h'  von  <p'  die  Gerade  Z*/  von  fp[  zugeordnet  wird,  welche 
durch  den  Punkt  h'di  geht  und  infolge  dessen  in  der  Ebene  Kd^  liegt. 
Alle  Strahlennetze  [ft'Ä/]  zerfallen  deshalb  in  einen  Bündel,  dessen 
Scheitel  auf  d,  sieh  befindet,  und  ein  Feld,  dessen  Ebene  durch  ä{ 
geht.  Erzeugniss  dieser  Strahlennetze  ist  das  Gebüsehepaar  [(?,]  [d^'\. 
Bei  P/  vertauschen  d^^  und  c?/  ihre  Rolle.  TTud  ähnlieh  ergiebt  sich 
das  erste  Gebüsehepaar,  nur  dass  da  P/,  Fi,  Ps,  P;  sich  verhalten, 
wie  vorhm  F,„  Fi,  Fü,  Fl. 

Die  Tremiwig  der  smgidärm  Fläche  in  <^^  rnid  ä>i^  hat  sur  Folge,  811 
dass  auch  die  Congrueng  der  singulären  Strahlen  gerfällt:  die  einen  tattr 
giren  mif  ^^,  die  andern  auf  <P[^.  Legen  wir  die  Correlation  zu 
Grunde,  für  welche  *^  Punkt-  und  ^^  Ebenen -Kerufläche  ist;  so 
können  wir  jene  definiren  als  Schnittlinien  ^*jj  der  beiden  Polarebenen 
je  eines  Punktes  X-"^  Y"^  von  O^  —  denn   in   diesen  Ebenen   liegen 

*)  Für  zwei  Flächen  2.  Grades,  die  sich  in  einem  Viereeite  schneiden,  giebt 
es  also  stets  awoi  Gewinde  oder  Nullsjsteme,  welche  die  eice  in  die  andere  trans- 
formiren.  —  Der  Kerncomplex  eines  Polareystoms  ist  der  Tangeniencomples  der 
BasiBÜ'äche. 


y  Google 


424     Der  Comples  2.  Grades  mit  einer  endlichen  Zahl  von  Doppelstrahlen, 

die  von  ihm  kommeadeii  Büsche)  des  Kerncomplexes  — ,  diese  als  die 
Verbindungslinien  der  beiden  Pole  je  einer  Tangentialebene  von  0^-'. 
Bewegt  sich  X  e^  F*  auf  0^,  so  wird  0j^  zu  sieh  selbst  eollinear  mit 
I*,  1)  als  entsprechenden  Ebenen,  und  zwar  so,  dass  jede  der  beiden 
Geraden schaaren  in  sich  Übergeht  und  die  4  Schnittgeraden  d  sich 
selbst  entsprechen.  Also  ist  der  Ort  der  Schnittlinien  |*tj  eine  Con- 
gruens  2.  Grades,  welche  die  4  Strahlen  d  m  Doppelstrahlen  hat  (11, 
Nr.  414).  Das  ist  die  Congnteng  Sgi»  der  0'^  tangirenden  smgulären 
Strahlen,  tmd  dual  entsteht  die  Congniens  Sid^i  der  0^  herÜhrmden  sin- 
gulären  Strahlen,  Für  jede  ist  die  berührte  Fläche  der  eine  Theil  der 
Brenofläche,  der  zweite  Theil  muss  auch  dnreh  das  Vierseit  der  d 
gehen  (II,  Nr.  410). 

Jede  von  ihnen  wird  von  jswei  Seihen  von  Begelschaaren  (einfach)  durch- 
sogen:  die  erste  von  den  Regeischaaren  [h^l,  Äj,  ij,  he-tw.  \h'^^l', 
Ä,',  i/],  die  andere  von  [Ji,  =  \,  h,  l]„  bezw.  \h^  =  II,  k',  V]  (Nr.  790). 
Die  Gewinde,  welche  durch  diese  Congruenzen  gehen  und  in  Bezug 
auf  welche  die  beiden  Theile  der  Brennfläche  je  polar  sind  (II,  Nr,  411), 
haben  eine  sehr  einfache  Beziehung  zur  Correlation 

Wenn  O^X^  Z*  ein  beliebiger  Punkt  ist,  so  ist  bekiunt,  dass 
die  Polarebene  ei  von  0  nach  der  Punkt  -  Kernllä che  0^  duiuh  die 
Schnittlinie  der  Polarebenen  |*,»j  (in  der  CorrelationJ  geht  und  die 
vierte  harmonische,  in  Bezug  auf  diese  Ebenen,  zu  der  Ebene  ra^  von 
0  nach  |*j;  ist.  Durchläuft  0  eine  Gerade,  so  beschreiben  1*  i),  ra 
projective  Büschel,  die  gemeinsame  Gerade  eine  Regelschaai  7U  deren 
Leitschaar  die  drei  ßüschelaxen  gehören;  also  dreht  sich  auch  Wj  um 
eine  Gerade  dieser  Leitschaar.  Dies  beweist,  dass  0  und  cj^  ein  Niill- 
system  bilden.  Jeder  Strahl  des  Büschels  (0,  coj)  tia^t,  weil  auf  ihm 
der  Punkt  0  und  der  Schnittpunkt  mit  |*i^  doppelt  odei  in  beiderdei 
Sinne  conjugirt  sind,  eine  Involution  doppelt  eonjugirter  Punkte, 
Das  unserm  Nullsystem  zugehörige  Gewinde  wird  daher  durch  die 
Strahlen  gebildet,  welche  Involutionen  doppelt  eonjugirter  Punkte  tra- 
gen. Wenn  0  auf  0^  fällt,  dann  geht  §*ij  durch  ihn  und  wird  Strahl 
des  Gewindes;  aber  in  diesem  Falle  ist  §*i)  auch  Strahl  von  S<^5. 

Durch  die  Congniens  Sl»  derjenigen  ängulären  Strahlen  des  Kern- 
eomplexes,  welche  die  Fimlct-Kemfläche  S*  tangiren,  geht  das  Gewinde  der 
Strahlen,  welche  Involutionen  doppelt  conjugwter  Punkte  tragen,  und  durdi 
die  Congniens  S^^  demjenigen  singtilä/ren  Strahl&i,  welehc  die  Ehenen- 
Kemfläche  0^^  berühren,  das  Gewimde  der  Strahlen,  welche  Involutionen 
doppelt  eonjugirter  Ebenen  tragen,.*) 


*)  In  Beaag  auf  die  beiden  Gewinde  vergi.  Math.  Annaleii  Bd.  19  S.  475. 
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Für  die  andoro  Correlation  kehrt  sich  die  Bedeutung  der  beiden 
Gewinde  um. 

Diese  beiden  Gewinde  durchschneid  eu  sich  in  dem  Strahl  enuetKC, 
das  die  Diagonalen  %,  e^  des  Vierseits  der  d  zu  Leitgeraden  hat,  und 
sind  zu  einander  in  der  Correlation  in  beiderlei  Sinne  polar.  Dem- 
nach haben  wir  in  ihnen  ein  Paar  der  Involution  in  dem  Büschel 
durch  das  genannte  Netz,  in  welcher  jede  zwei  gepaarte  Gewinde  zu 
einander  in  beiderlei  Sinne  polar  sind;  Doppeleleniente  sind  die  beiden 
Gewinde  F',  F",  welche  in  der  Correlation  sich  selber  correspondiren 
(I,  Nr.  235);  in  Bezug  auf  diese  Gewinde  sind  jede  zwei  Flächen  des 
Büschels  ®^a»j^  polar,  die  zu  einander  (in  beiderlei  Sinne)  in  der  Cor- 
relation polar  sind,  insbesondere  also  die  beiden  Kernülichen  $^,  (p^^. 


Die  Mannigfaltigkeit  unseres  Complexes  ist  J5,  nämlich  gleich  der  812 
der  räumlichen  Correlationen,  da  jeder  zu  zweien  als  Kerncomplex  ge- 
hört, oder  12  +  2  +  1,  denn  2.4  +  2(4—2)  oder  4.3  ist  die  Mannig- 
faltigkeit eines  windschiefen  Vierseits  2  sodann  die  der  Flächenpaare 
^,  0^  duich  ein  aolcbes  \  lerseit  und  1  die  der  Complexe,  für  welche 
ein  solches  FJacheupiii  die  «ngulare  Flache  bildet.  Andrerseits  muas 
sie  aach  um  2  geimger  sem  als  die  von  [  11)1111],  wegen  der  beiden 
doppelten  Erzeugenden    welche  die  binguUre  Fläche  erhalten  hat. 

Jede  da  4  Ecken  u>id  Ebenen  dib  T  urseiis  der  Dqppelstrahlmi  reprä- 
se-idirt  i  stationaic  Ei  n  enit  und  jeder  El!  e  als  D  gehört  auch  die  zuge- 
hörige Lbene  als  £   und  jeder  Ebene  als  d  die  zugehörige  Ecke  als  E  zu. 

Im  Büschel  der  S/  duich  den  Comples  haben  wir  jetzt  zwei  Sy- 
steme mit  einem  doppelten  Gewindebüachel  durch  [ßd'],  bezw.  [d^d^'}. 

Jeder  Strablenbüschel  des  Complexes  befindet  sich  in  einem  Strah- 
lennetze einer  der  beiden  Reihen  von  H  und  L,  die  aas  den  Projecti- 
yitäten  P*  und  Fi  sich  ergeben,  und  ebenso  in  einem  Netze  einer  der 
beiden  lleihen  H'  und  L',  die  aus  P/,'  und  P;'  hervorgehen.  Und  wir 
haben  viererlei  Strahlenbüschel  im  Complexe,  die  mit  @/,;,',  ®/a,  ®u,',  ©jj- 
bezeichnet  werden  können.  Da,  wie  wir  in  Nr.  807  erkannten,  die  letz- 
teren Pro]  ecti  vi  täten  ihre  Zeiger  h  und  l  vertauschen,  je  nachdem  mau 
die  beiden  Theile  der  singularen  Fläche  als  Kernflächen  anffasst,  so 
können  wir  beidemal  H-Strahlennetze  annehmen.  So  liege  denn  a.  B, 
der  Hauptbüachel  (0,  ro)  der  CaporaWschen  Ahbildung  in  H"  und  H'". 

Wir  haben  im  Complexe  dreierlei  den  (0,  ro)  schneidejide  Strahlen- 
lüsehel:  1)  solche,  die  in  H"  liegen;  S8i",  2J  solche,  die  in  H'"  liegen: 
Sa'",  3)  die  übrigen.  Wenn  0  auf  0^  liegt  und  ta  also  ^j^  tangirt, 
so  Hegen  die  Scheitel  der  ersten,  bezw.  zweiten  auf  der  Geraden  von 
iPi;   bezw.   ip,'  in   03   und   die  der  dritten  auf  m*^;    die  Ebenen  jener 
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drehen  sieli  um  die  durch  0  gehenden  Geraden  von  ip,  bezw.  <p',  und 
die  der  dritten  umhüllen  den  Kegel  aus  0  an  S^^.  Die  Strahlenbüschel 
der  ersten  und  zweiten  Art  bilden  sich  in  die  Pmikte  zweier  Geraden  \ 
und  W  also  die  der  dritten  Art  in  die  Pwihte  einer  eubiscfien  Baum- 
curve  h^,  welche  beiden  zweimal  begegnet;  \'  und  \^  setzen  die  Äj*  von 
Nr.  798  zusammen,  unci  die  beiden  Schnittpunkte  sind  die  Bilder  von 
(?,  und  d^\  während  in  die  von  fej  und  7q^  sieh  d  und  d'  abbilden.  Die 
Strahlennetze  L,  L',  H,  H'  bilden  sich  ab  in  die  Ebenen  durch  \,  k^', 
die  Plächen  2.  Grades  durch  (Je,',  \^),  (Ä:„  \^). 

Die  4  Doppelaecanten  aus  einem  beliebigen  Punkte  an  ^^"^^{10,, 
W  K^)  sind  sämmtlieh  verschiedenartig;  eine  trifft  \  und  \',  eine 
zweite  h^  und  Ä:/,  die  dritte  h^'  und  ]c^"  und  die  vierte  ist  Sehne  von 
/%";  die  4  ihnen  entsprechenden  und  durch  denselben  Strahl  des  Com- 
plexes  gehenden  Strahl enbiischel  desselben  befinden  sich  bezw.  in  einem 
L  und  einem  L',  in  einem  L  und  einem  H',  in  einem  H  und  einem  L',  in 
einem  H  und  einem  H'.  Und  zwar  handelt  es  sich  dabei  um  4  Strah- 
lennetze, aus  jeder  Reihe  eins;  und  jedes  enthalt  2  von  den  Büscheln. 

Es  erhellt  hieraus,  dass  die  beiden  Reihen  von  Strahienbüscheln, 
die  in  einem  Strahlennetze,  etwa  in  einem  H,  sich  befinden,  verschie- 
denartig sind,  weil  die  einen  die  andern  schneiden:  die  einen  sind  @/,s', 
die  andern  'S;,;'. 

Zwei  in  dem  einen  Zeiger  übereinstimmende  sich  schneidende 
Büschel  befinden  sich  in  demselben  Netze;  z.  B.  ®ti'  und  ©;;/  in  dem- 
selben L.  Folglich  sind  zwei  sich  schneidende  ©u;  %,/,'  oder  ®i,,;  ©^j' 
nicht  in  demselben  Net5;e  H  oder  L  enthalten;  diese  fähren  —  ver- 
mittelst der  durch  sie  gehenden  Sti'ahlennetae  —  zu  Regeischaaren  p. 
Aus  den  früheren  q  haben  sich  nun  die  Regeischaaren  X/!  und  r/  in 
den  neuen  Strahlennetzen  H'  und  L'  abgeschieden;  so  dass  tvir  insge- 
sammt  fünferlei  Eegelschaaren  im  Complexe  haben.-  V/,,  Xi,  X/,',  r/  und  p; 
ihre  Bild -Kegelschnitte  treffen  bezw.  Ä,^  dreimal,  h,  einmal;  ftj  zwei- 
mal, 7;^^  und  h/  je  einmal;  ]c{^  dreimal,  Jc^  einmal;  Äj'  zweimal,  Js,^  und 
\  je  einmal;  \^  zweimal,  /Sj  und  ftj'  je  einmal. 

Die  Involution  I,  wird  in  Jtj^  durch  die  Geraden  der  Fläche  2.  Gra- 
des Oj^  durch  (ky^,  Is^,  Ä/)  ans  der  Schaar  \,  h^  eingeschnitten;  so  dass 
auch  Dj  und  D/,  I>i,i  und  Di,/  gepaart  sind. 

Sie  ist  —  auf  k,^  gelegen  —  nunmehr  eine  gemeine  Involution 
und  hat  zwei  Doppelpunkte,  welche  zu  zwei  sich  selbst  verknüpften  Ge- 
büschen von  p-Regelechaaren  und  zu  den  Doppel-Gewinden  Ti, -Tg  führen. 

Nach  Montesano's  Abbildung  entsteht  (Nr.  806)  dieser  Oomples, 
wenn  F-^  die  Grundfläche  K^  zweimal  berührt  und  also  der  ihnen 
gemeinsam  umgeschriebene  Torsus  t^  in  zwei  Kegel  zerfällt. 
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Lassen  wir  die  beiden  DoppelstraJilen  d^,  d^  unendlich  nahe  an  ein-  813 
anäer  rücken,  so  dass  ä>^  urni  0^^  sieli  längs  rf^  beröhren;  daim  hatea 
sich  in  jeder  gemeinsamen  Tangente  der  beiden  Flächen,  welche  auf 
d^  berührt,  zwei  gemeinsame  Tangenten  des  vorigen  allgemeinen  Falles 
vereinigt;  das  singulare  Strahlennetz  dieser  Tangenten,  doppelt  ge- 
rechnet, vertritt  die  eine  Congruenz,  etwa  Q^,  und  r^  ist  das  Gebüaclie 
[dj.  Es  bleibt  nur  ein  isolirtes  Fundamental- Gewinde  F^.  In  das 
eben  genannte  singulare  Strahlennetz  —  mit  der  Leitgeraden  d^  — 
iat  auch  das  Grund  -  Strahlennetz  des  zweiten  fundamentalen  Büschels 
übergegangen,  und  sein  einziges  Gebüsche  hat  mit  dem  einen  von  den 
bisherigen  isolirten  Fundamental  ■  Gewinden  sich  vereinigt.  Wir  he- 
seicknen  diesen  Fall  mit 

[(11)(21)1], 
was  freilich  von 

[(21)(11)1J 

sich   nicht   wesentlich   unterscheidet;    dazu,   wird   uns   die  Vereinigung 
von  d  und  d'  führen. 

In   Caporali's  Abbildung  wird  /.'/  (oder  Z^)   Tangente    von   /i-j" 
und  der  Berührungspunkt  der  eine  Doppelpunkt  der  Involution  J^. 

Wir  lassm  eine  der  ieiden  Flächen,  ans  denen  die  singulare  Fläche  814 
hesteht,  etwa  ^j^  in  ein  EbmtenrPunMe-Paar  (p,  ff';  S,  S*)  ausarten.  Der 
Vierseits-Schnitt  bedeutet,  dass  0^  von  ö,  ö'  berührt  wird  und  8,  S*  die 
Schnitte  von  0^  mit  der  Doppellinie  d^  des  Ebenenpaars  und  des 
Pniiktepaars  sind.  Die  Regeischaaren  (p^,  tp^  sind  die  Büschelpaare 
{S,  ff),  (S*,  o');  (Sj  °')>  yS*'  ^)-  ^^^^^  4  Büschel  enthalten  einzeln  die 
Doppelstrahlen  d^  dj';  d',  d,  alle  die  Diagonale  d^  ihres  Vienseits,  die 
sich  als  fünften  Doppelstrakl  des  Complexes  ergehen  wird.  Die  beiden 
gemeinsamen  Geraden  von  qu  und  <p^  vertheilen  sich  auf  die  Büschel, 
aus  denen  (p^  besteht,  und  die  Projectiviiäten  Pi„  Pi  zwischen  tp  und  tp^ 
vertheilen  sich  in  eine  Projectivität  zwischen  (p  und  (S,  ff)  und  eine  stoi- 
schen ip  und  {S*,  ff'),  je  mit  einem  sich  seihst  entsprechenden  Sirdhle; 
und  ähnliches  gilt  für  die  Projectivitäten  zwiachen  tp'  und  qp,'.  In  der 
That,  die  Curve  C^  in  einer  Beriihrungsebene  t  von  0^,  welche  neben 
der  Geraden  von  9;  den  Schnitt  der  vollen  Fläche  0  bildet,  besteht 
aus  einer  Geraden  von  ip',  von  ff  und  ff';  auf  letzteren  liegen  die  Punkte 
Si,  §.  Daher  fallen  auf  einer  Geraden  durch  §  die  beiden  weiteren 
Schnitte  mit  C  auf  die  Geraden  von  tp'  und  ff;  d.  h.  P4  ist  Projecti- 
vität zwischen  (p  und  (S,  ff);  in  ihr  entspricht  der  gemeinsame  Strahl  d, 
von  q)  und  (i9,  ö)  sich  selbst,  und  ferner  sind  d^  und  d^  entsprechend, 
weil  sie  von  dem  in  0    liegenden  Strahle  des  Büschels  (§,  r)  zugleich 
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getroffen  werden.  Der  Büschel  (S,  x)  führt  zu  <Jer  ProjectivitSt  zwi- 
schen fp  und  {S*,  e");  und  ähalieh  efgeben  sich  die  zwischen  q>'  und 
(S,  ö'),  bezw.  (S*,  6). 

Damit  erhalten  wir  eine  einfache  Erzeugung  des  Cowpjexes  vermit- 
telst einer  Regelsekaar  (p  und  eines  Strahlenbüsckels  {S,  e),  die  einen  Strahl 
dl  gemeinsam  haben  tmd  so  projeetiv  sind,  dass  dieser  sicfi  entspricht.  Und 
er  kann  auf  4  Weisen  so  erseitgt  werden.'*) 

Gehen  wir  von  einer  dieser  Erzeugungen  aus,  so  müssen  sich  die 
drei  andern  ergeben. 

Unmittelbar  zeigt  sich,  dass  der  ganze  Bündel  S  und  das  ganze 
Feld  ö  zum  Erzeugnisse  gehören;  denn  jeder  Strahl  durch  S  oder  in 
a  trifft  einen  zweiten  Strahl  von  rp  ausser  d^  und  seinen  entsprechenden 
in  (S,  e).  Folglich  müssen  im  Bündel,  wie  im  Felde  3  Doppels trahleu 
enthalten  sein  (Nr.  780).  Der  Strahl  i?^,  zu  S  und  zu  ff  gehörig,  ist 
es,  weil  er  als  sieh  selbst  entsprechender  Strahl  der  Projectivität  ein- 
zige Leitgerade  eines  singulären  erzeugenden  Strahleimetzes  wird  und 
also  aus  jedem  seiner  Punkte  an  dieses  Netz  ein  dessen  Leitgerade 
enthaltender  Büschel  kommt,  der  zweite  des  Complexes  ausser  dem  in 
ff  gelegenen. 

Ferner  giebt  es  noch  einen  Strahl  d^  im  Büschel,  der  seinen  ent- 
sprechenden Strahl  d,'  in  (p  schneidet.  Das  Netz,  das  sie  bestimmen, 
zerfällt  in  den  Strahlenbündel  um  den  Punkt  S*  ^  d^d^  und  das  Feld 
in  der  Ebene  ö' ^^d^d^.  Von  jedem  Punkte  von  d  haben  wir  "ü  Stiah 
lenbüschel  des  Complexes,  einen  in  »,  emen  in  ö',  mit  di  als  gemem- 
samem  Strahle;  also  ist  i?^  Doppelstrahl,  auch  zu  S  und  zu  ff  gehörig 
Der  dritte  Doppelstrahl  in  ff  ist  die  m  dieser  Ebene  befandlicbe  Ge 
rade  d  der  Leitschaar  tp'  von  91.  Von  jedem  Punkte  X.  von  d  haben 
wir  erstens  den  Strahlenhüschel  in  ff,  zweitens  den  Str  ah  lenbüschel 
des  Netzes,  welches  den  Strahl  nach  X  aus  {S,  ff)  und  die  ihm  ent- 
sprechende Gerade  von  tp  zu  Leitgeraden  hat.  Der  zweite  Büschel 
geht,  weil  diese  letztere  Leitgerade  auch  der  d  begegnet,  ebenfalls 
durch  d,  wie  der  erste.  Der  dritte  Doppelstrahl  im  Bündel  S  ist  dann 
die  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  d'  aus  fp'. 

Zu  diesen  4  Doppelstrahlen  d^,  d^,  d,  d'  kommt  als  fünfter  die 
obige  Gerade  d/  von  cp;  das  erkennt  man  am  besten,  nachdem  die 
Projectivität  P;  zwischen  ip  und  dem  Büschel  (5*  ff')  nachgewiesen. 
Es  sei  h^l  ein  Strahl  in  <p,  A,  der  ihm  entsprechende  von  (S,  s)  in 
der  gegebenen  Projectivität  P/,.  Von  jedem  Punkte  X  von  Ji  geht, 
ausser  dem  Büschel  von  [Jihj},  noch  ein  zweiter,  dessen  Strahlen  die 

*)  Weiler,  Zeitectr.  f,  Math.  u.  Phya.  Jahrg.  27  S.  WJ. 
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Treffgeraden  ans  X  nach  den  übrigen  entsprechenden  /*,  Ä,  sind.  Seine 
Spur  in  s'  erhalten  wir  durch  zwei  dieser  Geraden;  wir  nehmen  zu- 
nächst das  feste  Paar  entsprechender  Strahlen  /("  aus  f,  h°  aus  (S,  e). 
Gleitet  X  an  l  entlang,  so  erhalten  wir  die  Regelschaar  [Ih^h^"],  zu 
deren  Leitschaar  d  und  d'  aus  qi'  gehören,  denn  hj°  trifft  ä'  in  S  und 
liegt  mit  d  in  ff.  Spur  der  Regelschaar  in  ö',  in  welcher  d'  liegt,  ist 
daher  eine  durch  8*  gehende  Gerade  \.  Für  jeden  Punkt  X  von  l 
erhalten  wir  demnach  den  Spurpunkt  der  Geraden,  welche  A",  h^'^  trifft, 
auf  l^\  der  der  Geraden,  welche  d^,  d^  trifft,  ist  deren  Schnittpunkt 
)S*,  also  ist  \  Spurgerade,  in  e',  aller  zweiten  Büschel  aus  den  ver- 
schiedenen Punkten  von  l  und  l  so  zugeordnet.  Man  ersieht,  dass  l,  J, 
mit  \,  h^  zu  einer  Regelschaar  gehören,  und  umgekehrt,  wenn  ly  in 
(S*,  ö')  gegeben  ist,  so  führt  die  Regelschaar  {Ji'^\H^,  in  deren  Leit- 
sehaar sich  ä,  d'  aus  der  Leitschaar  von  rp  befinden,  in  der  zweiten 
gemeinsamen  Geraden  mit  ip,  ausser  Ä**,  zu  l.  Die  projective  Bemehung 
Fl  ist  dargethan.  Für  sie  spielt  d^  dieselbe  Rolle,  wie  d^  für  Pa,  und 
ist  damit  als  Doppelstrahl  des  Complexes  erkannt. 

Die  4  DoppelstraJüm  dd^d'd^',  welche  das  Vierseii  bilden,  sind  die 
sdion  bei  [(ll)(ll)ll]  vorJiandenen;   die  Diagonale  d^  ist  nun  neu  hin- 


Der  Gomplex  besitzt  2  Bündel  S,  S*,  2  Felder  ö,  ö',  in  jedem,  wie 
noihwmdig,  3  Doppelstrahlen:  d,,  d',  d^;  d,  d^,  d^;  d,  d,,  d^;  d',  d^,  rfg.*) 

Der  Üomplex  ist  Specialfäll  sowohl  von  [222]',  als  von  [222]" 
(Nr.  780)  und  zwar  Specialfall  höheren  Grades,  da  in  dem  einen  Falle 
^/  in  ^,  eine  Ebene  und  zwei  Bündel,  im  andern  ^3*  in  ^^,  einen 
Bündel  und  zwei  Ebenen  zerfällt. 

Die  beiden  Congruenzen  Cj^,  Q^  gemeinsamer  Tangenten  von  ^^, 
^^  fallen  hier  in  die  Congruenz  2.  Grades  der  Tangenten  von  <P^, 
welche  den  fünften  Doppelstrahl  d^,  die  Doppellinie  des  Ebenen-Punkte- 
Paars,  treffen  (II,  Nr.  487J,  zusammen.  Folglich  vereinigen  sieh  die 
beiden  isolirfen  Fundamental -Gewinde  in  das  Gebüsche  [d.^],  das  nun 
nicht  mehr  Fundamental- Gewinde  ist. 

Dem  Coinplexe  homtnt  die  Beseichmung 
Kll)(ll)2] 

SU. 

M-  lewirhi  swischen  den  beiden  Ehenen  0,  tf   eine  Correlathn  %ind  815 
äjenso   zwischen   den   beiden   Bündeln   S,  S*.     Beweisen   wir   ersteres. 


*)  Den  NacliweiB  der  beidivn  übrigen  Projpctivitätfiii  P'   1 
für  diesen  speciellen  Fall. 
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430     Der  Complex  2,  Oradaa  mit  oiiior  ßadlichen  Zahl  vod  Doppelstrahlen, 

Wenn  Xauf  der  Geraden  \  von  (S,  ö)  liegt  und  h  dieser  in  q>  in 
der  ProJGctivität  P;,  entspricht,  so  ist  der  Büscliel  aus  X,  welcher  7t 
projicirt,  der  zweite  Complex-Strahlenbüsehel  ausser  dem  in  6  gelege- 
nen; x  sei  seine  Spur  in  ö',  welche  sieb  mit  /*  auf  d'  begegnet  und 
die  wir  dem  X  zuordnen.  Wenn  x'  in  s'  gegeben  ist,  so  sei  k  die 
ihr  auf  d'  begegnende  Gerade  von  q),  Ä,  dieser  in  (S,  ö)  homolog; 
dann  ist  der  Schnitt  der  h^  mit  der  Ebene  hx'  der  der  x'  zugeordnete 
Punkt  X. 

X  bewege  sich  in  6  auf  einer  Geraden  i/,  dann  durchläuft  h  pro- 
jeetiv  die  Regelschaar  (p  und  die  verbindende  Ebene  umhüllt  einen 
Torsus  3.  Klasse,  von  dem  sich  jedoch  der  Ebenenbüachel  d^  ablöst. 
Zu  den  Berührungs ebenen  des  verbleibenden  Kegels  2.  Grades  gehört 
a'  als  Verhindungsebene  des  Punktes  yd^  mit  t/^';  daher  bilden  die 
Spuren  der  übrigen  Verbindungsebeueu  in  ö'  einen  Strahl enbüschet, 
und  die  Correlation,  in  der  X  und  x'  entsprechend  sind,  ist  dargethan. 

In  dieser  Correlation  conjugirte  Pmikie  der  beiden  Ebenen  ff,  g'  sind 
daher  die  Spuren  je  eines  und  desselben  ComplexstrtMes,  und  die  Ebenen, 
welche  ihn  mit  S,  S*  verbinden,  sind  conjugirk  Ebenen  der  beiden  corre- 
laUven  Bündel. 

Ein  so  entstehender  Coiuplex  wird  nach  Hirst  benannt,  der  diese 
Erzeugung  zuerst  genauer  untersucht  hat.*) 

Legen  wir  diese  Erzengung  des  Compiexes  durch  die  Verbindungs- 
linien conjugirter  Punkte  zweier  correlativer  Felder  zu  Gi-undej  so 
ergeben  sich  die  Funkte  8,  S*  als  sich  seihst  conjugirte  FuMe,  die  dnrch 
jeden  gehenden  Doppelstrahlen  sind  seine  Polaren.  Dass  die  Felder 
6,  ö'  und  Bündel  S,  8*  ganz  zum  Complexe  gehörig,  ist  unmittelbar 
ersichtlich;  woraus  dann  wieder  sofort  die  Zweifachheit  von  d^^E^ße' 
EE  jSyS*  folgt,  so  wie  die  Zugehörigkeit  der  Bünde!  und  Felder  zur 
singnl^ren  Fläche.  Wenn  femer  d^  Polare  von  S  (als  Punkt  von  ff") 
ist,  so  geht  die  Polare  eines  jeden  Punktes  von  d,  durch  S,  folglich 
der  von  ihm  ausgehende  (nicht  in  6  befindliche)  Strahlenbüschel  des 
Compiexes  durch  d,;  dieser  Strahl  und  ebenso  die  andern  sind  Doppel- 
strahlen. 

Auf  den  Spuren  einer  beliebigen  Ebene  x  in  6,  ff'  entstehen  durch 
die  Correlation  projective  Punktreihen  mit  conjugirten  Punkten  als 
entsprechenden,  und  ihr  Erzeugniss  ist  die  Complexcurve  (n).  Sind 
die  Spuren  aber  conjugirt,   so  enthalt  jede   den  Pol   der  andern,   und 


■')  Hicst  Un  the  pomplexes  {^eneiated  liy  two  c 
tauet  inatheaiatiea  m  memoiian  fhelini  (1879)  S.  ■ 
London  Math  ein  itiLal  Society  Pd   m  S   131. 
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die  Projeetivität  wird  eine  ausgeartete,  so  dass  diese  Pole  die  siBgu- 
lären  PuDkte  sind  und  ihr  Paar  das  Bn;eugniss  ist.  Die  Ebene  wird 
für  den  Complex  singulär.  Jede  Ebene,  die  einen  Punkt  des  einen 
Feldes  mit  seiner  Polare  im  andern  verbindet,  ist  eine  solche  Ebene; 
die  Polare  enthält  dann  einen  Punkt,  der  die  Spur  der  Ebene  im 
ersten  Felde  zur  Polare  hat.  Es  ist  bekannt,  dass  diese  Verbindungs- 
efcewew  polarer  Elemente  eine  Fläche  3.  Grades  umhüllen:  den  Besthe- 
standiheil  *^  der  singulären  Fläche,  welcher  durch  die  4  ein  Vierseit 
bildenden  Doppelstrahleii  geht,  da  jeder  seinen  Pol  enthält  und  die 
Verbindungs  ebene  unbestimmt  wird.  Dual  entstellt  ^^  durch  die  cor- 
relativen  Bündel  iS,  S*. 

In  jeder  sirigviärm  Ebene,  welche  *^  ta/ngirt,  ist  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  Pole  der  singulare  Sirahl.  Diese  Fole  mit  sich  schnei- 
denden congugirteii  Polaren  hewirlcen  eine  eindeutige  Verwandtschaft  2.  Gra- 
des swischen  den  heidmt  Feldern  e,  g.  Denn  zunächst  bestimmt  jeder 
den  andern  eindeutig:  ist  X  in  ff  gegeben,  so  haben  wir  x  als  Polare 
von  X,  dann  den  Schnitt  x  von  o  mit  der  Ebene  JLx'  und  dessen  Pol 
X.'  auf  x'.  Bewegt  sich  X  auf  einer  Geraden  in  6,  so  beschreibt  x' 
einen  Strahlenbüschei,  die  Ebene  X.x'  einen  Kegel  2.  Grrades,  x  einen 
Kegelschnitt  und  demnach  auch  X'.  Da  nun  ersichtlich  S  und  8* 
bich  selbit  entspiechende  Punkte  sind,  so  ist  das  Erzeugniss  der  Ver- 
bindungslinien W    eine  Cougrueuz  2.  Grades  (II,  Nr.  349,  351). 

Fallt  X  m  den  Punkt  dd^,  so  wird  X'  unbestimmt;  der  ganze 
Büschel  dd-^  gehört  zur  Congruenz,  ebenso  wie  dyd^\  die  duale  Ent- 
-itehung  der  Congiuenz  aus  den  covrektiven  Bündeln  S,  S*  lehrt  das- 
selbe für  die  Büschel  rfj/,  dd{.  Damit  ergeben  sich  die  4  Strahlen 
d,  i\  ils  DoppeUtiahlen  der  Congruenz  zu  erkennen;  und  in  der 
That,  die  beiden  Strahlen  aus  einem  beliebigen  Punkte  X  von  ff  sind 
der  Strahl  nach  äd^  und  nach  X';  liegt  aber  X  z.  B.  auf  d,  so  fallen 
beide  in  diesen  Strahl  zusammen,  weil  die  Polare  x'  durch  »S*  geht, 
X  infolge  dessen  sich  mit  d  vereinigt  und  X'  mit  8*. 

Demnach  setzt  sich  die  Brennfläche  der  Congruenz  zusammen 
aus  ^  und  einer  zweiten  durch  das  Vierseit  gehenden  Fläche  2.  Grades; 
wir  haben  es  mit  der  in  11,  Nr.  410  besprocheneu  Congruenz  /.u  thun, 
welche  den  einen  Theil  der  Congruenz  der  gemeinsamen  Tangenten 
zweier  sich  in  einem  Vierseite  schneidenden  Flächen  2.  Grades  bildet.*) 

Diese  Congruenz  3.  Grades  S^j  mit  den  4  BoppelstrcMen  d,  d^,  d',  (?/ 
ist  der  eine  Theil  der  Congruem  der  singulären  8trahlen  des  ßirst'sehen 
Complexes  und  wird  dm-eh  diyenigen  stngtMrm  StraJJ^n  gtMldet,  deren 

*y  Vergl.  dii^  A  nmovkimg  Bd.  TT  S.  310, 
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mgekorige  singulare  Punkte  wnd  JEietmi  dem  Theüe  0^  der  singtäüren 
Flädw  a/ng^i/rert;  wafwmd  die,  "welche  zu  den  Punkten  von  8,  e',  den 
Ebenen  durch  8,  S*  gehören,  diese  Felder,  hesw.  Bündel  erfüllen. 

Jeder  von  t!en  4  das  Vierseifc  bildenden  Doppelstrahlen  des  Hirst- 
schen  Complexea  incidii-t  mit  einem  der  Felder  und  einem  der  Bündel; 
folglich  artet  für  ihn  die  Correspondenz  [2,  2]**  derartig  aus,  dass  so- 
wohl eine  von  den  beiden  einem  Punkte  des  Strahls  entsprechenden 
Ebenen,  als  auch  einer  von  den  beiden  einer  Ebene  durch  ihn  ent^ 
sprechenden  Puniten  fest  ist  und  die  veränderHehen  correspondir enden 
Punkte  und  Ebenen  sich  projoctiv  bewegen.  Die  Correspondenz- Glei- 
chung ist  daher: 

(ax  +  h)(aXi  -f-  hi){a^j^xx^  +  a^^^  +  a^^x^  +  «^o)  =  '^■ 

Beim  fünften  Doppelstrahle  d^,  der  mit  beiden  Bündeln  und  beiden 
Feldern  incidirt,  eorrespondiren  jedem  Elemente  zwei  feste,  die  Corre- 
spondenz-Gleichung  ist: 

(ax^  -\-  ix  -\-  c)(flifl;/  +  b^x^  +  q)  =  0. 

Die  Mannigfaltigkeit  des  Htrst'schen  Complexes  ist  14.  Denn  wir 
können  jede  Fläche  2.  Grades  ^^  auf  <x>*  Weisen  mit  zweien  ihrer 
Berühruügsebenen  G,  e'  (oder  mit  zweien  ihrer  Punkte  S,  S*)  zusam- 
menstellen, und  zu  der  so  hergestellten  singulären  Flache  giebt  es  oo^ 
Complexe.  Oder  zwei  Ebenen  ff,  ß'  kann  man  auf  ca^  Weisen  eom- 
biniren  und  dann  in  oo^  Weisen  correlativ  beziehen.  Oder  eine  Kegel- 
schaar  und  ein  sie  sehneidender  Strahlenbüschel  lassen  sieh  in  00^+^+' 
Weisen  zusammenstellen  und  dann  noch  in  00^  Weisen  so  projectiv 
beziehen,  dass  der  gemeinsame  Strahl  sich  seibat  entspricht.  Da  der 
Complex  nur  in  einer  endlichen  Zahl  von  Weisen  auf  jede  von  diesen 
Arten  erzeugt  werden  kann,  findet  keine  Reduction  statt. 

816  Wir  haben  in  diesem  Complexe  S  Arten  von  Stralilenbüscheln,  erstens 

die  in  ff,  ff',  S,  S*  befindliehen,  sodann  solche,  deren  Scheitel  auf  6 
oder  ö'  Hegen  und  deren  Ebenen  ^^  tangiren,  und  solche,  deren  Ebe- 
nen durch  S,  S*  gehen,  während  die  Scheitel  auf  0^  liegen.  Diese 
letzteren  4  Arten  mögen  mit  ©,,,  ©/,  ®s,  @s*  bezeichnet  werden;  auf 
sie  vertheilen  sich  die  4  Büschel,  welche  durch  einen  beliebigen  Strahl 
des  Complexes  gehen.  Die  Netze  H  haben  ihre  eine  Leitgerade  in  (S,  ff), 
die  L  in  (S*,  e'),  .  .  .;  das  lehrt,  dass  die  beiden  Schaaren  der  z.  B.  in 
einem  H  enthaltenen  Büschel  aus  ©„,  ©s  bestehen  und  die  'Bs,  ©s-;  ©o, 
©o'  den  ©/,;,',  'Bif,  ©/,;■,  ©ü'  des  Kerncomplexes  entsprechen;  zwei  sich 
schneidende   ©a,  ©s-   oder   ©u,  ©„-   führen   vermittelst   durch  gelegt  er 
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Strahlennetze  zu  den  Regelschaareu  p,  die  nicht  in  deo  Strahlen- 
netzen H,  . .  .  enthalten  sind. 

Nehmen  wit  als  den  Hauptbüsehel  (0,  oi)  der  Caporali'sehen 
Abbildung  etwa  einen  ©s,  so  zerfällt  die  Curve  k,^  des  vorigen 
Falls  in  einen  Kegelschnitt  h^'  und  eine  ihn  treffende  Gerade  \:  der 
Treffpunkt  ist  das  Bild  des  neuen  Doppelstrahls  d^.  Also  set^  sich  \^ 
misammen  aiis  diesem  Kegelschnitte  h^,  swei  windschiefen  auf  iJm  sich 
stütseixden  Geraden  \,  \'  nnd  einer  dritten  \,  welche  alle  drei  trifft. 
Die  Bildgeraden  der  Strahl enbüechel  @a,  ©„-,  @s,  ©s-  stützen  sich 
auf  k^',  li^-,  ^1,  It^;  \,  1;^;  \,  \',  die  der  Büschel  von  6,  e',  S*  fallen 
in  die  Ebenen  ki\,  /e/^i  und  die  von  /e,^,  die  Büachel  aus  S  haben 
alie  ^j  zum  Bilde. 

Die  Regeischaaren  p  zerfallen  in  zwd  Arten  qs  und  q„:  jene  sen- 
den in  jeden  der  Bündel  S,  S*  Strahlen,  diese  in  jedes  der  Felder 
e,  ff'.  Der  Bild-Kegelschnitt  einer  qs  stützt  sich  auf  alle  4  Bestand- 
theile  von  k,^,  der  einer  g^  trifft  \  nicht,  aber  hy^  zweimal.  Die  In- 
volution Jj  ist  eine  Projectivität  zwischen  Aj^  und  \  geworden. 

Bei  Monteaano's  Abbildung  zerfällt  der  eine  der  beiden  Eege! 
(Nr.  812),  welche  F^^  und  if,^  gemeinsam  umgeschrieben  sind,  in  zwei 
EbenenbiSschel ,  oder  die  beiden  Flächen  I'\^  und  K^^  haben  zwei  Ge- 
rade aus  verschiedenen  Schaareu  gemeinsam. 

Wewn  die  Gegenseiten  d^,  d^  des  Vierseits  sich  vereinigen,  so  fällt  817 
mit  ihnen  auch  die  Diagonale  (^  zusammen.  Der  eine  fundamentale 
Büschel  hat  nur  ein  Gebüsche,  und  mit  diesem  vereinigt  si^h  das  Gebüsche 
[dg],  das  schon  beim  allgemeioen  Hirst'schen  Oomplese  die  beiden 
isolirten  Fundamental-Gewinde  in  sich  aufgenommen  hat;  so  dasa  mir 
dem  Complexe  die  Bezeichnung 

K31)(ll)]«) 
ga  geben  haben.     Die  Ebenen  e,  ff'  gehen  nun  durch  dieselbe  Gerade  vo7t 
^,  und  S,  S*  sind  ihre  Berührungb^tinkte. 

Die  Mannigfaltigkeit  dieses  Complexes  ist  um  1  geringer  als  die 
des  Hirst'schen,  also  13. 

Beim  Hirst'schen  Complexe  kommen  in  jeder  Ebene  vom  Spur- 
punkte des  d^  Tangenten  an  die  Complexcurve,  die  m  ff,  e'  liegen  und 
also  getrennt  sind.  Dies  bleibt  auch  im  jetzigen  Falle  bestehen,  und 
Weiler's  —  schon  von  liirst  verbesserte  —  Behauptung,   dass  jede 

*)  Aus  Versehen  identificirt  Montesano  diesen  Complex  —  iii  seinpi  Nu- 
merirung  der  9'*  —  mit  dem  28ten  statt  mit  dem  aO'on  jn  Weiler  ^  Auf/ahluiitj 
in  den  Math.  Annalen  Bd.  7. 
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Complexcurve  den  Doppelstrahl  trifft  iiud  <P''  auf  ihm  berührt,  ist 
nicht  richtig. 

Bei  Caporali's  Abbildung  sehneidet  Äj  eine  der  beiden  Geraden 
J,,  h{  auf  h^^,  und  in  Montesano's  Abbildung  ergiebfc  sich  der  jetzige 
Fall,  weun  die  Doppelebene  des  Ebenenbflachel- Paars  den  nicht  zer- 
faileuden  ICegel  2.  Grades  berührt,  oder,  was  zugleich  eintritt,  wenn 
der  Kegelschnitt,  den  F^  und  K^  ausser  den  beiden  Geraden  gemein- 
sam haben,  durch  deren  Schnittpunkt  geht 

818  Wir  scbliessen  nun  gleich  den  Fall  an,  dass  auclt  ^^  em  Ebenen- 

FimJäe-I'aar  wird.  Weil  wir  es  dann  mit  e?)ie)H  tehaeütalefi  Complexe 
zu  thun  haben,  wollen  wir  die  Beieichnuno  dem  entspiechend  andern. 
Das  frühere  Ebenen-Punkte-Paar  (ff,  ff';  S,  S*)  möge  (a,  ß;  C,  D),  das 
neue  {y,  ä;  A,  B)  heissen.  Das  Durchschuitts-Vierseit  von  <5*,  #1^  ist 
ja  zugleich  das  Vierseit  der  Axen  der  Büschel  gemeinsamer  Tangen- 
tialebenen, also  ist  es  m  unserm  Falle  zugleich  durch  den  Schnitt  von 
K,  ß  mit  Y,  d  und  die  Verbindung  von  G,  1)  mit  A,  B  entstanden; 
folglich  müssen  die  einen  Ebenen  durch  die  andern  Punkte  gehen;  wir 
nehmen  an:  o,  ß  duich  B,  A;  y,  ö  durch  Z>,  C;  so  dass  wir  das  Te- 
traeder ABCB^c^ßyö  erhalten.  Die  Doppelstrahlen  d,  d';  d^,  d^, 
gelegen  in  den  Büscheln  (ö,  k),  (G,  ß)\  (C,  «),  {D,  ß),  sind  die  Kanten 
DB,  CA;  OB,  DA. 

Zu  ihnen  treten,  wie  im  vorigen  Falle  Ol)  allein,  jetzt  beide 
übrigen  Kanten  GD^d^,  ABB^d^'  als  fünfter  uJid  sechster  Doppel- 
atrabl.  Wtr  haben  daher  drei  Paare  windschiefer  Boppdstrahlen  d,  d'; 
d^,  dj";  d^,  d^,  weldie  die  drei  Paare  Gegenkanten  eines  Tetraeders  bilden, 
demnach  3  fundamentale  Büschel  durch  die  Netse  [dd'],  . . .,  und  kein 
isoiirtes  Fund amental-Ge winde  mehr;  giebt  es  doch  jetzt,  wo  die  sin- 
gulare Fläche  aus  4  Ebenen  und  4  Punkten  besteht,  keine  Doppel- 
tangenten-Congruenz  mehr.  Bie  Bezeichnung,  die  diesem  Complex  sn- 
liommt,  ist: 

Sehen  wir  zu,  wie  sich  die  Projectivitäten  P*,  Pi  gestalten.  90^ 
war  beim  Hirst' sehen  Complese  {S,  ff),  (5*,  0')  oder  jetzt  (C,  a), 
{D,  ß),  welches  Paar  durch  d^,  d^  geht;  also  ist  if,  da  sie  durch  die- 
selben Doppelstrahlen  gehen  muss,  {B,  ö),  (A,  y),  und  die  verbundenen 
Regelachaaren  tp^,  tp  sind  (C,  ß),  {D,  ß);  (A,  d\  {B,  y).  Wir  nehmen, 
wie  in  Nr.  814,  eine  beliebige  Berübrungsebene  x  von  $^s^{j',  d;  A,B), 
etwa  eine  Ebene  durch  A;  sie  schneidet  aus  y'  den  Strahl  b^dr 
von  (A,  d);  aus  0^^  T=  {oc,  ß;  0,  IT)  schneidet  sie  die  Strahlen  a  bif  ra, 
bEr.-cß,  so  dass  C^  aus  n,  t),  b  besteht.   Der  Strahl  aus  dem  Berührungs- 
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punkte  Ä  hat  §  auf  tt;  und  die  weiteren  Schnitte  eines  Strahls  durch  § 
liegen  auf  fe  und  6  und  markiren  entsprechende  Strahlen  der  über 
diesen  Pnnktreihen  stehenden  Strahlenhüschel  von  (p  und  fp^\  die  Fro- 
jectivität  Pi  iBt  also  eine  zwisdten  diesen  Büscheln  (B,  3),  (Z*,  ß),  und 
ähnlich  Pj  eine  zwischen  (Ä,  y)  und  (C,  a);  die  beiden  zwischeu  ip',  9)/ 
sind  aolclie  zwischen  {A,  d)  und  (D,  k),  bezw.  {B,y),  (p,ß).  Da- 
mit ist  der  Complex  als  tetraedraler  erkannt  (I,  Nr.  253,  257),  und 
wir  hc^en  nicht  4,  sondern  6  Projectivitäten,  nämlich  noch  zwischen 
(Ä,  ß)  und  {B,  a),  (0,  d)  und  (D,  •y),  zu  denen  das  Paar  d^d^  mit 
einem  der  andern  führen  würde,  und  dem  entsprediend  6  Beihen  von 
Strahlennetzen,  die  wir  schon  kennen  (I,  Nr.  253). 

Nach  der  bisherigen  Bezeichnung  sind  die  Strahleanetze  mit  H,... 
L"  zn  bezeichnen  und  die  in  ihnen  enthaltenen  Regelschaaren  mit 
Tj,  .  - .  x".  Es  ist  aber  yielleicht  besser,  sie  nach  den  Ecken  des 
Tetraeders  zu  benennen:  Xbb,  Xac,---,  so  dass  die  Xfio  die  Regel- 
schaaren in  den  Strahleunetzen  sind,  deren  Leitgerade  in  den  Büscheln 
{B,  d),  (D,  ß')  sich  befinden.  Diese  Eegelschaaren  sind  direct  in  der 
Besprechung  des  tetraedralen  Complexes  im  Bd.  I  nicht  erwähnt  wor- 
den; zu  ihnen  gehören  die  am  Schlüsse  von  Nr.  256  genannten  Strah- 
lenbüsche I- Paare,  die  sieh  nicht  unter  die  in  Nr.  254  erhaltenen  Regel- 
schaaren Pi,  Pg  suhsumirten.  In  der  Abbildung  von  Nr.  278  haben 
sie  zu  Bildern  Kegel  2.  Grades,  welche  zwei  Tetraeder-Ebenen  berüh- 
ren; so  z.  B.  berühren  die  Bilder  der  Xbb  die  ß,  ä. 

Von  zwei  sich  tragenden  Regelschaaren  t  ist  die  eine  z.  B.  eine 
Xbd,  die  andere  dann  eine  XAc^  .jene  geht  durch  B,D,  berührt  a,  f, 
diese  geht  durch  A,  C,  berührt  ß,  d.  Alle  Xbd  nnd  Xac,  welche  ihre 
Leitschaaren  in  demselben  Gewinde  durch  [AC,  BD}  haben,  gehören 
in  zwei  verknüpfte  Gebüsche  (Nr.  796). 

In  dem  Büschel  der  S^  durch  den  Complex  haben  wir  nun 
3  Systeme  mit  einem  doppelten  Büsche],  keins  mehr,  das  nur  einfach 
special isirt  ist. 

Die  3  fundamentalen  Büschel  reducireu  die  Zahl  der  consiugulären 
Complexe  durch  eine  Gerade  auf  1  (Nr.  794,  809);  ein  uns  längst  be- 
kanntes Ergebniss,  da  diese  Complexe  alle  zum  nämlichen  Tetraeder 
gehörigen  tetraedralen  Complese  sind.  Sie  bilden  einen  Büschel,  dessen 
Grundcongruenz  aus  den  4  Bündeln  A, . . ,  und  den  4  Feldern  «,  .  . . 
besteht. 

Die  Regelschaaren  p  sind  die  eben  erwähnten  Pj,  P^;  jene  durch  die 
Ecken  des  Tetraeders  gehend,  diese  seine  Ebenen  Vierülirend,  jene  also 
die  pg,  diese  die  po  des  Hirst'schen  Complexes.  Ihre  Leitschaaren 
liefern  die  consingulären  Complexe. 
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Lassen  wir  den  Complex  wieder  aus  zwei  colUnearen  Räumen 
entstehen  (I,  Nr.  260),  so  erkennt  man  leicht,  dass  zwei  entsprechende 
Geraden  nac)i  den  Ecken  des  Tetraeders  projective  Würfe  senden,  also 
einem  consingulären  Complexe  angehöi'en.  Nimmt  man  dalier  alle  Paare 
entsprechender  Geraden,  welche  in  dem  nämlichen  consingulären  Com- 
plexe sich  belinden,  so  führen  die  projectiven  Ebeuenbüschel  um  sie 
zu  Regelsehaaren  P^,  die  ein  Gebüsche  S^  bilden,  und  die  projectiyen 
Punktreihen  auf  ihnen  zu  P^,  die  das  verknüpfte  Gebüsche  2^^'  er- 
zeugen. 

Ausser  den  Büscheln  des  Complexes  in  den  Ebenen  und  aus  den 
Ecken  des  Tetraeders  haben  wir  auch  hier  noch  4  Systeme  von 
Strahlenbüseheln  ©aj  •  ■  ■  ®ci,  wo  z.  B.  ein  Büschel  @a  seinen  Scheitel 
in  a  hat  und  seine  Ebene  durch  A  schickt  (I,  Nr.  256). 

Die  Mannigfaltigkeit  des  tetraedralen  Complexes  ist  13  (l,  Nr.  259). 

So  wie  beim  Hirst'schen  Complexe  für  den  Doppelstrahl  t^  die 
Correspondenz  [2,  2Y  ist  (Nr.  815),  ist  sie  nun  für  alle  6  Doppel- 
strablen:  jedem  Punkte  entsprechen  2  feste  Ebenen,  jeder  Ebene  2  feste 
Punkte.  *) 

819  Aö  moytn  mm  die  leidtn  aiij  d  gelajeittn  Lilttt  h    D  siisammen- 

fallpji  HJid  mfolgt  dessen  mtch  die  durch  d  gehenden  Ebenen  ß,  8;  dann 
vereinigt  sich  auch  d,  mit  d^ ,  ti,  mit  d^  Die  Projectivität  zwischen 
(B,d')  und  {D,ß)  wird  Identität  im  Büschel  {B,  ß)  und  führt  zu  einer 
Reihe  von  durchweg  aingulären  Strahlennetzen.  Die  Pr(^ectmtät  swischen 
(A,  y),  {C,  a)  ist  dahin  speeialisirt,  dass  die  Funhlreiken  auf  ya,  über 
denen  sie  stehen,  nur  einen  sieh  selbst  entsprechenden  Punkt  haben.  Die 
vier  übrigen  Paare  projeetiver  Büschel  fallen  zu  je  zweien  zusammen 
und  also  auch  die  durch  sie  erzeugten  Reihen  von  Strahlennetaen, 

Für  jedes  der  obigen  Strahlennetze,  die  ihre  einzigen  Leitgeraden 
im  Büschel  (B,  ß)  haben,  bedürfen  wir,  zur  endgiltigen  Festlegung, 
noch  der  Projectivität  zwischen  der  Punktreihe  und  dem  Ebenen- 
büsehei  der  Leitgeraden  x;  dazu  benutzen  wir  zwei  andere  projective 
Büschel,  von  denen  der  eine  .B  zum  Scheitel,  der  andere  ß  zur  Ebene 
hat,  7,.  B.  {B,  a),  (A,  ß);  wenn  h,  h^  in  diesen  Büscheln  homolog  sind, 
so  sind  in  der  gesuchten  Projectivität  der  Punkt  xh,  und  die  Ebene 
xh  entsprechend. 

In  jeder  Ebene  durch  den  Doppelstrahl  d  fallen  die  beiden  Punkte 


*)  Tir  I,  Nr.  271  bitte  ich,  die  beiden  letzten  Absätze  als  unklar  ku  streichen, 
verweise  auf  die  Darstellung  in  ßeje's  Geometne  dei>  Lage  3.  Aufl.  Bd,  KI 
er  und  zweiter  Voitia.g. 
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des  Punktepaars  oJer  (5ie  ihr  in  der  Correspoudenz  [2,1*]'  ent spreche tt- 
den  Punkte  in  B  zusammen,  während  die  beiden  emem  Punkte  von  d 
entsprechenden  Ebenen,  die  Ebenen  seines  Kegels,  in  die  festen,  aber 
verschiedenen  Ebenen  a,)'  fallen.  Jede  von  den  Ebenen  durch  d  ist 
also  stationär.  Wir  nennen  deshalb  d  einen  Dqppehtrahi  nnt  statimiären 
Ebenen  imd  festem  diesen  sugäwrigen  Punkte  S.*)  Ebenso  ist  d' 
ein  Doppelstrahl  mit  stationären  Pimhten  und  fester  diesen  mtgehörigen 
Ebene  ß. 

Aile  Complexkegel  berEihreii  d  in  B,  alle  (Jomplexcnrven  treffen  d', 
die  Ebene  ß  berilhreniS. 

Aber  wir  haben  hier  noch  mehr  Doppelstrahlen  als  die  Tetraeder- 
Kanten:  jeder  Strahl  x  des  Büschels  (B,ß)  ist  ein  Boppelstrdhl;  denn 
von  jedem  seiner  Punkte  gehen  zwei  Comples-Stiahlenbüachel  aus,  die 
ihn  enthalten,  einer  in  ß  und  zweitens  der  Büschel  des  singalären 
Strahlennetzes,  von  dem  x  die  Leitgerade  ist.  Damit  greift  dieser 
Complex  in  die  später  zu  betrachtende  Gruppe  von  Gomplexen  mit 
einem  Büschel  von  Doppelstrahlen  über;  wir  werden  ihn  dort  noch- 
mals erhalten  und  weiter  specialisireu. 

Weil  zwei  fundamentale  Büschel  sich  vereinigt  haben,  Jiommt  ihm 
die  Beseidmung: 

l(22)(ll)| 

SU.  Er  hat  die  Mannigfaltigkeit  12;  m  der  That,  wir  haben  auf 
^.f>  "Weisen  zwei  beliebige  Strahl enbüschel  {A,y),  (C, «),  die  wir 
auf  cxj-  Weisen  in  der  erwähnten  Art  projectiv  machen  können. 

Ein  Compiex  dieser  Art  entsteht,  wenn  ein  (festes)  Strahleunetz 
parallel  verschoben  wird:  die  Ecken  des  Tetraeders  sind  unendiich 
fern,  und  die  einzige  endliche  Kante,  auf  der  die  zusammengefallenen 
Ecken  liegen,  ist  die  Schnittlinie  der  Ebenen,  in  denen  die  Leitgeraden 
verschoben  werden;  sind  die  Verschiebungarichtuag  und  die  Leitgeraden 
der  nämlichen  Ebenen  parallel,  so  ergiebt  sich  ein  linearer  Complex.**) 

Wird  der  allgemeine  tetraedrale  Complex  nach  Caporali  abge- 
bildet, etwa  mit  einem  Büsche!  @„  als  Hauptbüsehel  (0,  es),  so  zerfällt 
der  Kegelschnitt  li^^  (Nr.  816)  auch  noch,  und  k-^'  besteht  aus  ö  Ge- 
raden: 1h,b,  ^1,-;,  ki^d  aus  der  einen,  Äi,(,,  Ic^^a  aus  der  andern  Regel- 
schaar  von  0/,  Die  Bildgeraden  von  ©„  stützen  sich  auf  hi^a,  ^i,  j, 
die  von  ©6  auf  hi^e,  ^,d,  «■  s.  w.  Die  Bündel,  welche  den  Pj-Ge- 
büschen,  bezw.  den  Pj-Gebüschen  correspondiren,  haben  ihre  Scheitel 


*)    Montesano  sagt:  r^gio  doppio  stazionario  speciale  di  piani,  dovnto  al 
ptiiito  B. 

*»)  Vergl.  Weiler  Zeitachr.  f.  Math.  u.  Phys.  Jg.  37  S.  228,  Jg.  39  S,  189. 
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itiif  Äi,„,  'ki,A  und  die  Bilder  der  P^,  P^  treiben  je  die  4  übrigen  Ge- 
raden. Im  voran  gehen  cJen  speeiellen  Falle  haben  sich  fci.i,  ^i^^  ver- 
einigt. 

Montesano's  Abbildung  fahrt  zum  allgemeinen  fcetraedralen  Com- 
plexe,  wenn  F,^  und  Ki^  sich  in  einem  Vieraeite  durchschneiden,  und 
zum  speeiellen,  wenn  2  Gegenseiten  desselben  zusammenfallen. 

JII, 
820  Wir  haben   die   beiden   doppelten  Erzeugenden  d^,dj^,  welche  wil- 

der Regelfläche  ^  gaben,  windschief  angenommen;  dies  führte  zum 
Zerfallen  in  0'^,  0^^.  Nehmen  wir  nun  aber  an,  dass  diese  doppelten 
Erzeugenden  von  0  sich  schneiden  —  und  sie  mögen  jetzt  d^ ,  d^  heissen  — , 
so  zerfallt  0  in  anderer  Weise.  Die  Verbind ungsebene  n  von  d,,  ä^ 
muss  dann  durch  eine  der  Leitgeraden  von  0  gehen,  nehmen  wir  an: 
d,  und  der  Schnittpunkt  F  auf  der  andern  d  liegen.  ^  serspaitet  sich 
in  den  SirahJenhuschl  (P  re)  und  ane  cuhibche  Begelfläche  0^,  toelcke 
(?!,  (^  noch  m  einfachen  L>  zeugenden  hat  und  für  welche  d  die  einfache 
Ldtgerade  anä  Axe  emes  Büschels  doppelter  Berührnngsebenen ,  d'  dop- 
pelle Leitgerade  tst  und  Äxe  emes  Buscheis  einfacher  Berilhrungaebenen. 

Auch  diesei  Fall  suisumtrt  btcli  —  als  weniger  specieller  Fall  wie 
[(11)  (11)  2]  —  sowohl  dem  Complexe  [222]  mit  3  Doppelstrahlen 
d,dy,d^  in  einei  Ebene,  alb  dem  Compleie  \22iy  mit  3  Doppel  strahlen 
d'jd^jd^  duich  einen  Punht  von  0y  de&  [223]'  hat  sich  der  Bündel 
P,  von  ^3*  des  [222]     die  Ebene  it  abgesondert. 

Als  Doppeltangenten  de)  tollen  0  haben  un  die  Tangenten  voii  0^ 
anmsehen,  uelcke  sich  auf  d^  odei  d^  stutsen  Die  dabei  sich  ergebenden 
Congraenzen  2  Ordnung  fallen  unter  die  II,  Nr.  488  (fi  =  3)  be- 
sprochenen; aber  auch  die  Klasse  reducirt  sich  von  4  auf  2  wegen 
der  Doppeigeraden  der  0^  oder  des  Doppelpunktes  jedes  ebenen 
Schnitts.  Die  durch  diese  Congmensen  gehenden  Gewinde  sind  iviederum 
die  Gebüsche  [d,],  [d^],  v^d  jedes  derselben  hat  mcei  von  den  i  isolirten 
Fundamental- Gettmden  des  Gon^lexes  [(11)1111]  in  sich  aufgenommen; 
der  Büschel  [dd"]  ist  nach  wie  vor  fundamental;  dem  Gomplexe  hommt 

[(11)32) 
m. 

In  einer  Tangential  ebene  r  von  3»^  besteht  die  (ß  aus  dem  Kegel- 
schnitte C'^  von  0^  und  der  Geraden  C,  in  der  jt  geschnitten  wird; 
der  Berührungspunkt  T  Hegt  auf  C^,  also  von  den  weiteren  Schnitten 
eines  durch  ihn  gehenden  Strahls  der  eine  §  auf  C^,  der  andere  Ä 
auf  C  (vergl.  Nr.  590,  806).     Die  heiden  Schnitte  eines  Strahls  durch 
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§  liegen  also  auf  C^  und  auf  C,  die  eines  Strahls  durch  S  beide  auf 
(71  Daher  tritt  an  Stelle  von  Ik  eine  Projectivität  P^  zwischen  dem 
Büschel  (P,  Tc)  und  der  Reihe  der  Erzeugenden  von  0'^,  in  der  ä^  und 
(fj  sieh  selbst  ent--prechend  sind,  während  J;  eine  Involution  innerhalb 
det  letzteren  Eeihe  (aber  nun  auf  unicursalem  Träger)  bleibt;  in  ihr 
entspiechen  sich  (?,    d^  gegenseitig. 

Somit  erlmlten  wir  in  dem  Complexe  zwei  Reihen  von  Stralilenneteen 
H  und  L,  60  dass  die  Leitgeradm  eines  H  in  (F,  ra)  und  *^,  die  eines 
L  übet  hetdf  m  *^  sich  befinden*),  und  zwei  wese^ttlich  verschiedene  Er- 
zeugungen 

Bei  da  einen  sind  die  Geradensekaar  einer  cuiischen  Jtegelftäche  und 
die  Strahlen  eines  Büschels,  der  seinen  Scheitel  auf  der  döbelten  Leu- 
geraden  hat  und  seim:  Ebene  durch  die  einfache  sendet,  so  projediv  be- 
sagen, rfns5  die  beiden  gemeinsamen  Strahlen  sich  säbsi  entsprechen. 

Bei  dpi  andern  ist  in  die  Geraäenschaar  einer  cttbisdien  Begeljiäche 
nne  Iniohttion  r/elegt.**) 

Schneidet  man  mit  einer  Ebene,  so  ist  im  ersten  Falle  leicht  zu 
erkennen,  dass  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte,  wegen 
der  zwei  sich  selbst  entsprechenden  Punkte,  nur  eine  Ciirve  2.  Klasse 
umhiilieu;  für  den  andern  Fall  ergiebt  sich  die  Klasse  2  ans  I,  Nr.  23, 
Da  die  auf  der  doppelten  Leitgeraden  sieh  schneidenden  Erzeugenden 
der  $^  ebenfalls  eine  Involution  bilden,  so  entnehmen  wir  ebenfalls 
aus  I,  Nr,  23,  dass  unter  den  Dupeln  unserer  Involution  /,  auf  0^ 
sich  eins  befindet,  dessen  Gerade  sich  achneiden. 

Doppel  strahlen  sind  die  beiden  Leitgeraden  der  cubischen  Regel-  821 
fläche;  von  einem  Punkte  der  doppelten  d',  in  einer  Ebene  der  ein- 
fachen d  haben  wir  zwei  Erzeugende,  in  beiden  Fällen  die  einen  Leit- 
geraden zweier  erzeugenden  Strahlenuetze  des  Complexes  und  in  ihnen 
die  beiden  Strahlenbüschel  aus  dem  Punkte,  bezw.  in  der  Ebene,  von 
denen  sofort  zu  erkennen  ist,  dass  sie  beide  durch  d',  bezw.  d  gehen. 

Ferner  durchlaufen  bei  der  ersten  Erzeugung  die  einen  Leitgeraden 
der  erzeugenden  Strahlen büschel  den  Büschel  (P,  st);  also  gehört  der 
Bündel  P  und  das  Feld  %  ganz  zum  Complese;  jede  der  beiden  sich 
selbst  entsprechenden  Geraden  d^,  d^  liefert  ein  Strahlennetz  mit  ihr 
als  einziger  Leitgeraden;  mithin  haben  wir  aus  einem  Punkte  von  ihr 
zwei  Strahlenbüsebel,   den  einen  in  n,   den   andern   zu   diesem  Netze 

*)  Ein  Beiepiel  eines  aolohea  Complexes  halien  wit  in  Nr.  569  erhalten;  das 
ErzeugnisB  der  zu  einem  allgeroeineu  Complexe  gehörigen  Polar-Strahlennetze  der 
Strahlen  eines  Buscheis  (P,  jt);  diese  Netae  sind  die  H  des  Complesea. 
"')  Weiler,  Zeitschr.  f.  Math,  und  Pbys.  Jg.  27  S.  276. 
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gehörigj  welche  beide  durch  die  Gerade  gehen,  und  ebenso  hi  jeder 
Ebene  durch  sie  zwei,  je  einen  in  P  und  im  Strahl eanetze. 

Bei  der  zweiten  Erzeugung  ergiebt  sieh  durch  das  Dupel  d^d^ 
der  Involution  Jj  aus  zwei  sich  schneidetiden  Geraden  das  aus  dem 
Felde  %  und  dem  Bündel  P  bestehende  Strahlennetz;  der  zweite  Bü- 
schel aus  einem  Punkte  X  von  c\  entsteht  durch  die  Strahlen  nach 
den  verschiedenen  Dupeln  l\  der  Involution  oder  die  Schnittlinien  der 
Ebenen  ^(l,l^\  wenn  l\  durch  d^d^  geht,  ist  (mag  auch  die  Ebene 
X<ii  unbestimmt  sein)  Schnittlinie  die  d^;  beide  Strahlenbüschel  gehen 
also  durch  d^,  diese  Gerade  ist  Doppelstrahl  des  Complexes,  und 
ebenso  d^. 

Der  Doppelstrakl  d  ist  ein  solchef  mit  Feld  ir,  d'  mit  Bündel  F, 
d^  und  dj  hingegen  mit  Feld  wid  Bündel. 

Von  eigentlichen  stationären  Elementen  des  Complexes  sind  nur  3 
siationä/re  PnwÄfe  auf  d',  deren  Cuspidal^unkte,  mid  sw^  stationäre  Ebe- 
nen durch  ä,  deren  Cktspidalehenen,  geliehen.  Von  den  8  Punkten  D 
des  allgemeineren  Falles  [(11)1111]  haben  P  und  d(dt,d^),  von  den 
8  Ebenen  ö  ebenso  ra  und  d'  (d^,  d^  je  zwei  in  sich  aufgenommen. 

Die  Congruens  der.  singulären  Strahlen  verfällt  in  das  Strahlennets 
[P,  3i]  und  eine  Congruens  3.  Grades.  Die  Strahlen  des  Bmdels  P  ge- 
hören m  deit  Fbenen  desselben,  die  des  Feldes  «  gu  dessen  Punkten; 
während  die  der  Congruens  3.  Grades  *5^  tangirm. 

822  Abgesehen  von  den  Strahlenbüacheln  in  P  und  jt,  haben  wir  noch 

die  in  den  H  und  in  den  L;  da  von  jedem  H  die  eine  Leitgerade  in 
(P,  n)  liegt,  ao  feoM»  die  Büschel  dei-  einen  Schaar  in  einem  H  ihre 
ScheHel  auf  jt,  die  der  andern  senden  ihre  Ebenen  durch  P;  die  Ebenen 
jener  berühren  ^,  die  Scheitel  dieser  liegen  auf  *^.  Von  den  Büscheln 
in  dm  L  sind  Scheitel  und  Ebenen  Elemente  der  ©^. 

Nehmen  wir  deshalb  einen  von  diesen  letzteren  als  Hauptbttschel 
(0,  ea)  der  Caporali'schen  Abbildung,  so  erkennen  wir  leicht,  dass 
\^  in  zwei  Kegelschnitte  hf  ^,  h^  ^,  und  eine  Gerade  }c^  serfäÜt;  jene  be- 
gegnen einand^'  zweimal  und  iverden  beide  von  dieser  getroffen.  Die 
Punkte  dieser  3  Theile  vmt  fe,*  sind  die  Bilder  der  (0,  ra)  sehneidenden 
Büseliel  der  drei  Arten.  Bei  den  ersten  durchwandert  der  Scheitel  die 
Gerade  raw,  die  Ebene  umhüllt  den  Kegel  2.  Grades  aus  0  an  #^; 
bei  de»  zweiten  dreht  sich  die  Ebene  um  OP,  der  Scheitel  beschreibt 
den  Kegelschnitt  von  $^  in  m,  bei  den  dritten  endlich  läuft  der  Scheitel 
auf  der  Erzeugenden  von  $''  in  co  und  die  Ebene  drelit  sieh  nm  die 
durch  0  gehende;  so  dass  diese  Büschel  einem  durch  {p,a)  f 
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Strahlennetze  angehören  und  deshalb  in  die  Punkte  einer  Geraden  sich 
abbilden. 

Die  Soppelstrahlen  d^,  d^  bilden  sich  in  die  Schnit^unkte  vmi  ftj  ^ 
und  h^p  ah,  d  wid  d'  in  die  Stützpunkte  von  \  mtf  diese  Ourven. 

Die  Ebenen  derselben  sind  die  Bilder  des  Feldes  a  und  des  Bündels 
P,  die  Geraden,  welche  sich  auf  h^  ttnd  ff^  p,  auf  k^  und  k^  ^,  auf  li\  ^ 
und  it*  sUäeen,  die  Bilder  der  Strahlenbüschel  des  Complexes  von  den 
drei  Arten. 

Die  Geraden  aus  der  Sehaar  ftj  auf  der  Fläche  0/^  (Ä:^  ^,  /cj  p,  Ic^) 
treffen  die  beiden  Kegelschnitte  in  den  Punkten,  welche  den  verknüpf- 
ten p-Geböschen  correapondiren,  so  dasa  die  Involution  I^  in  ein£  Pro- 
jectivität  swisdien  den  Kegelschnitten  kf  ^,  Ä;^^,  übergegangen  ist.  Die 
Bilder  der  RegeJschaaren  p  des  Compiexes  treffen  alle  ki,  die  einen 
k^  ^  einmal,  ft^  j,  zweimal,  die  andern  umgekehrt;  jene  Regelschaareii 
aeiiden  daher  einen  Strahl  in  n,  diese  einen  durch  P. 

Und  so  haben  ti>ir  Siveierlet  Arten  von  EegeUchaarm  p;  die  einen 
gehen  dur<^  P,  die  mtdern  berühren  ro;  swei  verknüpfte  Gebüsche  werden 
besw.  von  solchen  der  eineit  und  der  andern  Art  gebildet 

Die  ßegelschaaren  t/,  haben  in  ihrer  Leitschaar  stets  einen  Strahl 
von  (P,  3t),  die  eine  Leitgerade  ihres  H;  also  gehen  sie  durch  P  und 
berühren  w;  die  Vi  thun  weder  das  eine  noch  das  andere. 

Man  erhält  bei  Montesano's  Abbildung  diesen  Fall,  wenn  F^^ 
mit  der  Grundfläche  K-,^  eine  Erzeugende  gemeinsam  hat;  der  Torsus 
Fj^Kj^  besteht  dann  aus  dem  Ebeneabüschel  um  diese  und  einem 
Torsus  3  Klasse  Die  Sti-ahlengebüsche  im  Gewinde-Gebüsche  G  ^  {dd'), 
welche  den  Ebenen  des  Büschels  entsprechen,  bilden  daher  "selbst  einen 
Büschel  also  ihre  Axen  einen  Strahl enböschel,  den  (P,  re);  während 
die  Äsen  !er  Gebüche  «eiche  den  Ebenen  des  Torsus  correspondiren, 
die  ileoelflache  <i>    erzeugen 

Äuel  von  diesem  Lon  ple\e  erhält  man  als  Specialfälle  den  Hirst'- 
schen  und  den  tetraedialen 

'^eine  ManniqfaU gkeit  ist  lo  ebenso  gross  als  die  von  [(11)(1,1)11"|.  823 
Die  dei  cubischen  Eegelfladib  nämlich  ist  2.4  +  5  (I,  Nr.  39);  P  hat 
oo'  Ligen  luf  dei  dopjelteu  Leitgeraden,  %  ist  dann  bestimmt;  zu 
diesei  smguldieu  Flache  (<P ,  m,  P)  giebt  es  oo'  Complese,  oder  auch 
die  Projectivität  zwischen  der  Geradenschaar  von  <P^  und  dem  Büschel 
(P,  %)  ist,  da  die  gemeinsamen  Strahlen  sich  selbst  entsprechen, 
noch  auf  <xj^  Weisen  möglich, 

Oder,  in  der  Geradenschaar  der  ä"'',  als  einem  Gebilde  vom  Ge- 
sehlechte  0,  sind  oo^  Involutionen  möglich. 
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Oder  endlich,  nachdem  die  windschiefen  Doppelstrahlen  d,  d'  ge- 
gehen  und  die  Correlation  zwischen  (dd')  und  2^  festgelegt  ist,  haben 
wir  BO  viele  Coraplexe,  als  es  in  Z*,  Flächen  Fj^  giebt,  welche  die 
Grundfläche  JE"/  in  einer  Erzeugenden  schneiden;  deren  sind  r-xj  +', 
und  demnach  i^t  die  Anzahl  der  Complese  oo^'*+'.  — 

Wenn  P  tn  einen  Ouspidalpunkt  der  doppellen  Leitgeraden  von  "5^ 
m  hegen  hommt,  so  Tereinigen  eich  röj,  (^  in  die  Torsallmie  desselben, 
und  die  beiden  Gebiische  [d^],  [tZg]  fallen  aucJi  tu  eins  sitbammeti,  das  an 
Steile  aüet  4-  nohrten  FundamentalrGetvinde  getreten  i^i  dusem  Spectat- 
falle ist  daher  die  Bezeichnung: 

mm 

"ii  geben 

Die  gemeinsame  Gerade  von  F,^  und  Jf,^  ist  Erzeugende  des  Torsus 
3.  K.laise,  der  beiden  Flächen  noch  umgeschrieben  ist,  (oder  Tangente 
ihres  ferneren  Schnitts  3.  Ordnung), 

Beide  Complexe  [{11)22]  und  [{11)4],  mit  nur  einem  fundamentalen 
Büschel,  haben  den  Grad  3  für  die  Eeihc  consingulärer  Complexe. 

T"\ 
i  W  r  uenJej        s  s     le     L  mplexe     r   t  d  d  efe    Doppel 

t  hl  l  d  be  elcite  i ese  ne  diel  altes  d  W  Jabei  es  Ja  n 
t  e  e  be  t  te  s  qularen  Stred  tei  et  e  3  —  bis?  [d  l]  — 
g  tlun  f  das  also  n  chi  blo  le  Leitjerad  l  gegeben  tst  sondert 
a  ch  d  e  JP  ojeet  vttai  isclen  dm  Sckmteln  n  l  Ebenen  e  et  Strahler 
f)  seJcl     Be       g  l    e  Fla  1     ^    st  et  e  Bejelflacle  4   C  ades  let 

A  t  II  t  w  ve  ei  jtet  Letje  aJe^  {l  'S  40)  hefi  II  cl  7  esem 
St  ahle    etze    so  dass  d  e  be  den  E   eugende       oelche    o         e     Pu  Ite 

0  i  sgel  e  auel  i  e  e  Ehm  e  d  1  l  ]  l  -qer  s  d  D  e  c  b  che 
C  ve  n  er  Beruh  ungsebene  t  vo  *  beiul  rt  nunmel  den 
T  entl  altene  Erzeuge  de  1  m  Puul  te  33  wo  d  ese  el  f  Z  t  Itzt 
&ee  VI  nli.vedr  1  mt  dem  Be  ul  ncf  j  ul  te  ./  n 
gerade  L  n  ^  gel  genen  Punkte  on  f  le  en  B  sei  el  zu  1  In 
Lo  nj  lex  erzeuge  de     luvol  t    n       Z     7   f  1 

Jede    Tangente  aus   ^     t   lann  e    e        s  i,   so     nge    d  et     lass 

1  Verl  id  g  1  n  e  hre  Be  l  rung  punkte  du  cl  S  d  n  Be  hrun<fs 
punU  de  eneu  lAn„ent  u  T  „el  t  )  D  e  1  1  1  B  ul  ngs 
punkfc  gehen  leu  E  ze  g  nde  1  e^e  1  n  El  ne  d  cl  7 
und  s  1  n    den     cl    a  f  rf     A!  o 

Jeie     Doppel     all     7     I  vi  fo     I      f  Don  ^  '  «^^     "     I 


*)  Schiöter,  Ebene  Curveu  S.  Uidnung  §  13,  i. 
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SO  siigeoränet,  äass  sie  sich  auf  d  sehneiden  und  ihre  Ebene  durch  ä  geht, 
oder  dass  sie  m  demselben  StrakhtAüschel  des  Sirahlennetses  Si"  gehören. 
Wir  haben  noch  2.4  aiHguläre  Strahleimefcze  im  Complexe,  deren 
Strahlen  alle  die  Fläche  *  berühren. 

Von  den  i  sich  selbst  verbundenen  Involutionen  der  $  ist,  weil  eben 
d'  sich  mit  d  rereinigt  hat,  eine  diejenige,  in  der  zwei  auf  d  sich  schnei- 
dende Erzeugenden  gepaart  sind  (Nr.  590);  in  der  verbundenen  sind 
nämlich  im  allgemeinen  Falle  zwei  Erzeugende  gepaart,  die  sich  auf 
d'  schneiden  und  deren  Ebene  durch  d  geht,  in  unserm  Falle  also 
dieselben.  Es  bleiben  daher  nur  drei  sich  selbst  verbundene  Invo- 
lutionen von  der  allgemeinen  Art;  dem  entspricht,  dass  von  T  die  eine 
Tangente  an  C^  die  Erzeugende  ist,  die  zu  der  erst  genannten  sich 
selbst  verbundenen  Involution  fahrt.  Dös  entsprechende  Fundamental- 
Gewinde  ist  das  Gebüsche  [rf]  und  in  den  fundatnmtalmt  Büsdtd  dm-ch 
wnser  Nets  W  eingetreten,  für  den  es  das  einsige  Gebüsche  ist.  Dies 
drücken  wir  durch  (21)  aus.  Wir  haben  somit  nur  3  isoli/rte  Ftmda- 
mentalrGewvnde  und  unsern  Covtplex  mit 
1.(21)111.1 
gu  beseichnen. 

Von  den  stationären  Elementen  hat  sich  jedes  mit  d'  ineidirende 
mit  einem  derjenigen,  die  mit  d  incidireu,  vereinigt,  so  dass  wir  nur 
noch  i  stationäre  Punhie  und  4  stationäre  Ebenen  haben,  die  nunmehr 
quatemär  sind:  die  CuspidatpunJute  und  Ou^dalebenm  von  $.  Wegen 
der  Eigenschaft  der  Regelfläehe,  dass  zwei  sieh  auf  d  schneidende  Er- 
zeugenden auch  in  einer  Ebene  durch  d  liegen,  ist  jede  von  diesen 
4  Cuspidal ebenen  einem  der  4  CaspidalpuiiHe  zugehörig. 

Aus  der  in  I,  Nr.  40  besprochenen  Erzeugung  unserer  Regelfläche 
geht  hervor,  dass  ihre  Mannigfaltigkeit  um  1  kleiner  ist  als  die  der 
allgemeinen  von  der  Art  I  —  indem  bei  dem  Punkte  JD^  die  willkür- 
liche Lage  aufgehört  hat  — ,  also  15;  und  folglich  liai  der  vorlieg&tde 
Complex  die  Mannigfaltigheit  16. 

Für  zwei  unendlich  nahe  Geraden  d,  d'  artet  die  Grundfläche  Kj^ 
der  Montesano'schen  Aibüdung  in  einen  Kegelschnitt  aus;  denn,  weil 
die  beiden  in  Nr.  791  erwähnten  Büscbelpaare,  die  den  Schnitten  einer 
Geraden  von  Uj  mit  Ki^  correspondiren,  hier  stets  zusammenfallen,  so 
trifft  jede  Gerade  von  2J^  die  Grundfläche  in  zwei  vereinigten  Punkten: 
die  ^[^  als  Punktort  ist  eine  Doppelebene;  die  Tangentialebenen  aber 
aus  einer  beliebigen  Geraden  sind  verschieden.  Im  allgemeinen  Falle 
unserer  jetzigen  Specialität  ist  F^^  eine  allgemeine  Fläche  2.  Grades 
und  ia  beliebiger  Lage  zum  Grund-Kegelschnitte  K^^. 

Den  Tangenten  von  j^^  entsprechen  Bündel-Felder,  deren  Scheitel 
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und  Ebenen  in  der  oben  erwähnten  Projeetivität  zugeordnet  sind;  durch 
alle  geht  das  Gebüsche  [dj.  Diesem  Gebüsdie  [d]  entspricht  die  Ebene 
Xi  von  K^^. 

Den  Geraden  \on  F-^^,  welche  /^^  treffen,  entsprechen  singulare 
Strahlenuetze  des  Gomplexes;  und  man  sieht,  wie  jedem  aus  der  einen 
!Reiho  eins  aus  dei  andern  gepaart  wird:  die  entsprechenden  Geraden 
von  F^^  gehen  duich  denselben  Punkt  von  K,^, 

825  Die    speciellen   Fälle    erhalten    wir    durch   die    ähnlichen    üeber- 

legungen  wie  früher. 

Die  Megelfläcfte  bekomme  eine  doppelte  Efzengettde  d^  tvnd  ist  daher 
von  der  Art  VIII  (I,  Nr.  43).  Aus  jeder  der  beiden  Reihen  von  Strah- 
lennetzen fallen  2  von  den  singulären  zusammen  in  eins  mit  der  Leit- 
geraden d^,  so  dass  diese  für  2  solche  Netze  Leitgerade  ist;  jede 
Reihe  enthält  noch  2  andere;  ebenso  repräsentiren  Punkt  und  Ebene 
ddi  zwei  von  den  4  stationären  Punkten  oder  Ebenen  und  gehören  so 
zusammen,  dass  der  Büschel  dd^  doppelt  sowohl  den  Complexkegel  aus 
dem  Punkte  dd^,  als  die  Compleseurve  in  der  Ebene  dd^  darstellt. 

Von  T  kommt  (ausser  der  Erzeugenden)  nur  noch  eine  Tangente 
an  C^,  die  andern  sind  in  die  Gerade  nach  dem  von  d^  herrührenden 
Doppelpunkte  gefallen;  d.  h.  das  Gebüsche  [(7,]  hat  sivei  von  den  isolirien 
Fundamental- Gewinden  in  sich  aufgenommen;  es  ist  nur  noch  eins  vor- 
handen; es  ergiebt  sieh  die  Bemchnung: 
[(21)21]. 

Wenn,  noch  specieller,  d^  msptdale  doppelte  Erseugenäe  für  <P  wird, 
so  hat  jede  der  Reihen  von  Stiahlennetzen  nur  ein  singulares  Strahleu- 
netz  ansser  dem  mit  der  Leitgeradeu  (7,,  die  stationaien  Elemente  d^d 
haben  noch  ein  weiteres  und  ebenso  hat  das  Gebüsche  [dj]  audi  noch 
das  ietste  isolirte  Fundamental- Gm mäe  m  sich  aufgenommen;  die  Be- 
zeichnung ist  daher: 

[(21)3]. 

Lassen  tcir  hingegen  ®  £wei  doppelte  Ereeagmiden  d^,  d^  behommen, 
so  dass  sie  wiederum  in  9^,  ^^^  zerfällt,  so  erhalten  wir  den  Fall, 
auf  den  wir  schon  in  anderer  Weise  gestossen  sind ,  nämlich  als  wir, 
bei  getrennten  d,  (f,  diese  doppelten  Erzeugenden  d^,  (?/  an  einander 
rückten  (Nr.  813);  ihm  entspricht  die  Bezeichnung: 

r(2i)(ii)i]i 

und  noch  specieller  ist  dm-  Fäll: 

[(21)(21)]. 
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in  welchem  sowohl  d  und  d',  als  dj  und  dl  unendlich  nahe  sind.  Wäh- 
rend vorhin  0^  und  0^^  sich  längs  d  berühren,  thun  sie  es  jetzt  längs 
d  nnd  d,. 

Die  Mannigfaltigkeit  ist  in  diesen  4.  Fällen  16—1,  16^3,  16—8, 
16—3,  je  um  1  niedriger  als  in  den  entsprechenden  FäUen  der  frühe- 
ren Betrachtung. 

Bei  Montesano  ergaben  sie  sich,  wenn  F^  den  Kegelschnitt  K-^ 
bewahrt,  osculirt,  in  zwei  l\tnkfeit,  vierpunktig  tangirt. 

Zum  letzten  Falle  mag  noch  erwähnt  worden,  dass  die  beiden 
Congruenzen  2.  Grades  singulärer  Strahlen,  ~  welche  den  Punkten 
der  Berührungs-Kegelschnitte  der  F^'  mit  den  ihr  umgeschriebenen 
durch  den  K^  gehenden  Kegeln  2.  Grades  entsprechen  —  sich  auf 
zwei  Gerade  des  Büschels  äd,   stützen    die  zu  d,  d^  harmonisch   sind. 


Wir  hbnnen  hier  gleich  noch  die  liegelßäche  4.  Grades  von  dsr  826 
Art  XII  (1,  Nr.  46)  anreihen,  die  unter  den  nicht  zerfallenden  Regel- 
fläehen  4.  Grades  als  singulare  Fläche  möglich  ist  (Nr.  803);  ihre  drei- 
fache Gerade  d^  ist  einfache  und  einzige  Leitgerade  und  zugleich  dop- 
pelte Erzeugenije,  Und  zwar  ist  sie  beidemal  torsal,  und  wir  haben 
auf  ä^  2  Ca spidalp unkte  and  durch  sie,  ihnen  zugehörig,  2  Cuspidal- 
ebenen. 

Der  Spurpunkt  von  d^  in  irgend  einer  Tangentialebene  r  von  0 
ist  Doppelpunkt  von  C*;  daraus  folgt  wiederum,  daas  d^  in  jeder  der 
beiden  Involutionen  Ii,  und  Ii  ein  binärer  Doppelstrahl  ist  und  also 
noch  je  2  andere  vorhanden  sind.  Jeder  der  beiden  Cuspidalpunkte  wird 
(quatemärer)  stationärer  Funkt  D  für  den  Complex  und  Äat  die  zuge- 
hörige Ouspidalebene  sur  Ebene  b,  und  eheriso  hat  diese  als  (quatemäre) 
stationäre  Ebene  S  jenen  gum  Funkte  E,  ao  dass  wir  2  Büschel  (D,  ä) 
haben,  welche  doppelt  gerechnet  für  den  Scheitel  den  Compleskegel, 
für  die  Ebene  die  Complexeurve  bilden. 

d^  ist  Leitgerade  für  ein  singuläres  Strahlennetz  aus  jeder  der 
beiden  Reihen;  jede  enthält  noch  2  andere.  Jene  beiden  Strahlennetze, 
für  welche  d^  die  einzige  Leitgerade  ist,  haben  das  Paar  der  beiden 
eben  genannten  Büsche!  zur  gemeinsamen  Eegelschaar. 

Von  den  4  Tangenten  der  G''  aus  dem  Berührungspunkte  T  von  z 
sind  zwei  in  die  Gerade  nach  dem  Doppelpunkte  gefallen;  so  dass  von 
den  4  sich  selbst  verbundenen  Involutionen  zwei  in  diejenige  zusam- 
mengefallen sind,  deren  gepaarte  Geraden  sich  (in  einem  Punkte  von 
d^  und  in  einer  Ebene  durch  d^)  sehneiden.  Dieser  Involution  ent- 
spricht das  Gebüsche  [d^l,  das  mm  ftmdamentalen  Büschel  gehört  imä  moei 
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von  am  i  ■isoUrten  Fimdammtal-Gewinäen  des  allgemeinen  Falls  [(11)11.11] 
in  sich  mifgenommcn  hat,  der  Complex  ist  ddhet-  mit: 

[,31)11] 
0U  leseichnen.     Wir  können   diesen  Fall   als  SpeeialfaH   von   [(11)211] 
(Nr.  805)  ansehen,  indem  dessen  3  Doppel  strahlen  d,  d',  d^,  von  denen 
der   letzte    die    beiden    ersten    windscbiefen    schneidet,    zusammenge- 
fallen siniJ. 

Man  erhält  ihn  bei  Monteaauo's  Abbildung,  wenn  i^^^  die  Ebene 
K^  des  Grund -Kegelschnitts  K^  in  einem  beliebigen  Punkte  berührt; 
wir  wissen,  dass  schon  im  allgemeinen  Falle  dieser  Ebene  Xj  das  Ge- 
büsche \d]  in  G  correspondirt.  Nunmehr  wird  «^  doppelte  Ebene  des 
Torsus,  welcher  K^  und  F^  zugleich  umgeschrieben  ist;  und  die  Äxen 
der  Gebüsche,  welche  den  Ebenen  dieses  Torsus  entsprechen,  erzeugen 
die  Regelfläche  ^-  folglich  wird  d  die  schon  Leitgerade  von  9  ist, 
auch  doppelte  Ei  zeugen  le  dieser  Flache    diese  als  von  der  Art  XII. 

Nehmen  wir  noch  speciellei  an  dass  die  leiden  Ckispidalpunlcte  und 
fuspuMehenen  ton  d''  zusammen)  uc}j.u  und  diese  Gerade  eine  statimiäre 
Erzeugende  wm  <P  nud  so  wird  in  jedei  Tvngentialebene  t  die  Spur 
von  d^  Euekkehipunkt  und  wir  haben  in  jedei  der  beiden  Reihen  von 
Strahl ennetzen,  ansser  dem  das  d^  7ui  Leifgeraden  hat,  nur  noch  ein 
smgulares  Strahlenuetz  das  Gehuscle  [d^]  hat  noch  ein  weiteres  isoUrtes 
Fundamental  Geumdt  m  steh  aufgenommen,  wir  haben  de^t  Complex, 
einen  Specialfall  von  [(ll)31j,  mit 

[(41)11 


F^  muss,  wenn  dieser  Specialfall  eintreten  soll,   die  Ebene  ifj  in 
einem  Punkte  von  K^    berühren. 

f  Die  Mannigfaltigkeit  der  Regelflaehe  von  der  Art  XIT  wollen  wir 

auf  Grund  der  in  I,  Nr.  46  besprochenen  projectiven  Erzeugung  be- 
stimmen; diese  ist  folgende:  Eine  Gerade  d^  und  eine  ebene  Curve 
3.  Ordnung  C''  mit  Doppelpunkt  sind  so  gelegen,  dass  ä^  durch  den 
Doppelpunkt  geht;  sie  werden  in  eine  projective  Beziehung  gebracht, 
welche  keiner  Einschränkung  unterworfen  ist;  die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  erzeugen  die  Fläche.  Die  Mannigfaltigkeit  von 
d'  ist  4,  von  C^  bei  der  vorgeschriebenen  Lage  zu  d^  3 -[-(9  —  3}  =  9, 
denn  die  Ebene  kann  oo^  Lagen  haben  und  für  eine  Curve  in  gegebe- 
ner Ebene  repräsentirt  ein  gegebener  Doppelpunkt  3  Bedingungen; 
dazu  kommt  die  Mannigfaltigkeit  3  der  projectiven  Beziehung,  wäh- 
rend andererseits  für  jede  gegebene  Fläche  dieser  Art  wegen  der  oa* 
Curven  G^  die  Mannigfaltigkeit  der  Erzeugung  2  ist. 
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Also  ist  die  Mannigfaltigkeit  der  FlÖclie  XII  44-9  +  3  —  2^=  14; 
sie  subsumirt  sich  der  Art  YII,  welche  zwei  getrennte  Leitgeraden 
nnd  eine  doppelte  Erzeugende  und  die  Mannigfaltigkeit  15  bat,  ist 
hingegen  der  Art  VIII,  bei  der  die  Leitgeraden  sich  vereinigt  haben 
und  welche  auch  die  Mannigfaltigkeit  14  hat,  coordinirt.*) 

Die  MannigfaMigkeit  unseres  Complexes  [(31)11]  ist  daher  um  1 
grösser,  also  15. 

Wird  d^  stationär  auf  der  Begdflädw,  so  sinkt  die  Mannigfaltig- 
keit derselben  auf  13,  und  die  des  Complexes  [(41)  ij  ist  14. 

In  Nr.  820  haben  wir  der  Regelfläche  4.  Grades  Ton  der  Art  I  8 
2  sich  achneidende  doppelten  Erzeugenden  gegeben  und  dadurch  sie 
zum  Zerfallen  in  eine  cubieche  Regelfläche  und  einen  Strahlenbüsehel 
gebracht;  jene  Erzeugenden  wurden  dann  einfache  Erzeugenden  der 
eubischen  Regelfläche.  Gehen  wir  von  einer  Fläche  von  der  Art  II 
mit  vereinigten  Leitgeraden  aus,  so  müsste  die  eubiache  Kegelfläche 
eine  Cayley'sche,  ebenfalls  mit  zwei  vereinigten  Leitgeraden,  sein; 
bei  dieser  sendet  jeder  Punkt  der  Leitgeraden  nur  eine  —  von  der 
Leitgeraden,  die  ja  auch  Erzeugende  ist,  verschiedene  -—  Erzeugende 
aus;  also  ist  ein  derartiges  Zerfallen  nicht  möglich.  Da  zwei  sich  schnei- 
dende Erzeugenden  unserer  Fläche  von  der  Art  II  stets  mit  der  Leit- 
geraden in  einem  Büschel  liegen,  so  werden  wir,  sie  als  doppelte  Er- 
zeugende annehmend,  auch  zu  dem  Falle  von  drei  Doppelstrahlen  eines 
Complexes  2.  Grades  gelangen,  welche  sich  in  demselben  Büschel  be- 
finden, einem  Falle,  mit  dem  wir  uns  später  beschäftigen  wollen. 

Bei  der  Flache  von  der  Art  XII  aber  ist  dies  Zerfallen  in  eine 
Caylej'sche  Regelfläche  3.  Grades  0^  und  einen  Strahlen bü sehe  1  (P,  jr), 
der  dann  die  Leitgerade  ä^  jener  —  für  $^  nur  noch  d^  —  mit  irgend 
einer  Erzeugenden  d^  verbindet,  möglich;  wir  erhalten  einen  Specialfall 
von  [(11)22],  in  dem  sich  die  drei  Doppelstraklen  d,  d',  d^  in  d"  ver- 
einigt haben  und  noch  ein  diesen  sdineidender  Doppelstrdhl  rf,  vorhanden 
ist  Das  Gebüsche  [d^]  nimmt  die  beiden  isolirtett  Fundammtal-Gewinde 
in  sich  auf,  wehlie  hei  [(31)11 1  nodt  vorhanden  irnren'*-*),  und  der  jetzige 
Complex  bekommt  die  Bemchmtng: 
1.(31)2] . 

*)  Durch  ähnliche  tJeberlegungen  habe  ich  die  Mannigfaltigheit  smnmtlicMr 
Megelßäcjien  4.  Grades  ermittelt;  sie  ist  für  III  (mit  doppelter  cabiachec  Eaum- 
curve)  17,  für  I,  IV,  IX  16,  für  II,  V,  VI,  VII,  S,  SI  15  und  fürVIII  und  XII  U. 
Für  die  beiden  eubischen  Eegelfläcben  [1,  Nr.  39)  ist  sie  1-?  und  13. 

**)  Oder  eins  von  den  Gebüschen,  welche  bei  [(11)312]  an  die  Stelle  von  je 
2  Fundamental- Gewinden  getreten  ist. 
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Bei  1(11)22]  waren  nur  ä^  cl  Doppel  strahlen  mit  Feld  und  Bün- 
del, während  von  dea  Leit^ciadeu  (7  ein  Djppektrahl  mit  leid  d  eiu 
solcher  mit  Böniiel  war  (Ni  831),  indem  nun  hiei  dieae  3  letzten 
Strahlen  zu sammeo gefallen  liind,  ist  auch  die  Leitqetade  (f  DoppdsfyixM 
mit  Feld  und  Bündel  geworden  Auf  ihr  haben  wn  einen  Cmpidaliiunld 
D  und  eine  ihm  gugehörige  Cmpidalebmc  d  tolghch  rnuat  der  Büschel 
aus  ersterem,  der  doppelt  gerechnet  den  vollen  (jomplexkegel  d'ustellt 
in  die  Ebene  %  fallen*),  denn  je  emei  von  den  beiden  Complex  Stiahlen 
büscheln  eines  jeden  PunVtes  von  d''  thut  es,  und  der  fetiahleubusehel 
in  d,  der  doppelt  gerechnet  die  Ooinplexcurve  dieser  stationären  Ebene 
ist,  kommt  aus  P. 

Weil  diese  Büschel  auch  die  zweiten  Büschel  aus  D,  bezw,  in  ö 
sind,  so  gehören  sie  zu  dem  singulären  Strahlen  netze,  welches  d^  zur 
Leitgeradeu  hat, 

FälU  P  in  den  Cu^puidlpKnlt  D  und  %,  welche  die  der  d^  uaend- 
lieh  nahe  und  sie  m  D  schneidende  Erzeugende  mit  d^  verbindet,  m 
die  mgehörige  Cusptdaleimii  d,  dann  ve>  einigt  sich  auch  noch  der  vierte 
Doppelsirahl  d,  von  [(31)11]  mtf  d*,  tmd  das  Gdnische  [dj],  das  im 
vorigen  Falle  die  beiden  i<iohrlen  Fundammtal  Gewinde  in  sich  aufge- 
nommen hat,  tritt  m  dm  fundamentalen  Bu^thil  ein,  wir  Tzommen  m 
dem  mit 

1(61)1 
mi  be^ichnmden  Specialfalle.  Die  Gerade  C  in  der  Tangentialebene  t 
wird  Tangente  von  C'^  (in  der  Spur  von  (?^)  und  der  auf  ihr  gelegene 
Punkt  S  sendet  nur  noch  eine  Tangente  an  C^\  d.  h.  in  der  Reihe  der 
Strahlennetze  L  haben  wir  nur  ein  singuliires,  dessen  Strahlen  ^'' 
tangiven. 

Bei  Montesano's  Abbildung  erhalten  wir  den  ersten  dieser  bei- 
den Fälle,  wenn  F-^  eine  den  Grund- Kegelschnitt  K^^  berührende  Er- 
zeugende hat,  und  den  zweiten,  wenn  diese  den  K^^  überdies  in  dem- 
selben Punkte  berührt,  wie  Xy  die  F^'. 

Da  die  Mannigfaltigkeit  der  Cayley'schen  Flache  12,  im  ersten 
Falle  (P,  ji)  in  oo^  Lagen  möglich  ist,  so  ergiebt  sich  als  Mannigfaltig' 
Iceit  der  ieiden  vorangehenden  Complexp.  14,  13. 


*)  Deshalb  kann  der  Büschel  iJ),  ff)  nicht  zum  Complese  nnd  also  aucli  nieht 
'ongruetia  der  singnlären  Strahlen  gehören,  wie  Moatesano  behauptet. 
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Complexe  2.  örades  mit  uueudticli  vielen  Doppelstralileii. 

I 

Nehmen  wir  in   ilei  Complex  F^  habe  3  gegen  einandet  wmdbchwfe  8 
Doppelstrahlen  d    d ,  d   *)    so  uollen  iiir  die  beiden  vethundenen  Begel 
schaarm  {dd'd  )  und  [dd  d  ]  mit  J  und  (p  iesiithnen    die  gemeinsame 
Trägerfiäche,  welche  sieli  als  '^inguld.re  Flache  herausstellen  wird,  )nit  3» 

^  hat  mit  r  3  Doppelstiahlen  gememsam,  geholt  ihm  aJ6j  j,ana 
an.  Jedes  Stiahlennet?  femei  durch  d  d  schneidet  JT  m  einer  Regel 
fläche  4.  Grade'^  mit  zwei  doppelten  Eiztagendeii  d,  d  d  h  in  <iwei 
Rege  lach  aar  en,  welche  d,  d  gememsim  hiben,  jedes  Sti  ahlemietz  ako 
durch  d,  d',  d  odci  z/  sehneidet  in  zwei  Eegelschaaren,  welche  d,d  ,d 
gemeinsam  hahen,  demnaih  lu  ^  7uaammenfillen 

Für  jedeb  diach  J  gehende  StraMmntls  }eprabenttit  A  doppelt  qi 
rechnet  den  S^mtt  mit  F 

Legt  man  duich  _/  und  irgend  einen  dieser  ßegelsi-haai  nicht 
angehörigen  Stiahl  des  Compleseo  das  Stiahlennetz,  so  gehört  dies 
ganz  dem  Complexe  an,  und  so  sehen  wii,  dass  jedei,  dmch  J  gelegte 
Gewinde  den  Complet  in  puet  bhahlennetsen  schneidet  und  deiselbe  von 
co'-  Strahle nnetzen  einfach  duichzogen  wiid,  welche  alle  durch  i/  gehen 

Die  Leitgeraden  Dupel  diesei  Strahlennetze  befinden  sich  in  der 
Regelschaar  <p  und  jede  (jerade  /(  deiselben  i-st  für  2  von  di^ieu 
Strahl ennetzen  Leitgerade 

In  der  Thit,  es  sei  \  em  beliebige!  Punkt  vm  h  und  }  em  \  ju 
ihm  ausgehender  Strahl  des  Gomplese«  h^  die  zweite  (leiade  von  ^ 
welche  er  triflt,  das  Stiihleunefz  duich  A  und  g  ist  ganz  im  Com 
plexe  enthaiteuj  und  h  und  h^  «lud  seine  Leitgeraden,  dei  fetrahlen 
büschel  dieses  Netzes  aus  X  gehoit  also  auch  zu  F  ,  seint.  Ebene 
geht  durch  h,,  und  ei  enthalt  deshalb  den  durch  \  gehenden  hti  ihl 
von  jJ.  Mithin  ist  X  ein  smgulirer  Punkt  des  Loraplexes,  wenn  nun 
Äj  die  zweite  Gerade  von  95  ist,  welche  von  iigend  einem  Strihle  des 
zweiten  Compleif  Stiihlenbu-ichel^  aus  X  getroffen  wiid,  ao  haben  wir 
damit  das  zweite  Strahleimetz  von  T^,  itn  dem  h  die  eine  Leitgeiade 
ist.     Auch  dieser  zweite  Büschel  geht  duich  jenen  Strahl  von  A 

Folglich  tmd  alle  Punkte,  alle  Ebenen  ton  0  smguUit  Dei  guqe 
hörige  singulute  Stiahl  ist  ••tets  die  Gerade  von  J,  die  mit  dem  Punlte, 
der  Ebene  i/ncidut 

Alle  Strahleti  von  A  sind  Di^elstt  ahltn  des  CompU^eb,  und,  indem 

*)  Vergl.  hierzu:  Segre,  Math.  Annalen  Bd.  23  S.  235,  sowie  wegen  der 
ErEeugnngen :  Weiler,  Zeitsehc.  f.  Math.  u.  Pbjs.  Jg.  27  S.  367,  Jg.  29  S.  187. 
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tlie  iirsprün glich  angenommeneji  sich  nur  wie  die  Übrigen  verhalten, 
mag  d  der  Name  irgend  eines  dieser  od^  Doppelstrahlen  des  Com- 
pJexes  sein. 

Wenn  also  ein  Complex  S.  Grades  3  gegen  einander  windschiefe 
DiyppelstraJüen  hesiM,  so  sind  alle  StriMen  der  durch  sie  hestimmten 
Segelschaar  Doppetsirahlen. 

Ein  Doppelslrahl  eines  Complexes  2.  Grades  ist  stets  Doppel- 
gerade der  singtilären  Fläche;  folglich  ist  0,  doppelt  gerechnet,  voll- 
ständige singulare  Fläche. 

Sat  ein  Complex  2.  Grades  3  windschiefe  DoppelstraMen  ttnd  damit 
eine  ganze  Begelschtmr  von  DoppelstraMen^  so  ist  deren  Trägerfläche,  dop- 
pelt gerecJtnei,  seine  singulare  Fläche. 

Er  enthalt  oo^  StraMennetsCf  welche  alle  durch  diese  Segelschaar 
gehen;  die  IMigeraden-Ihipel  derselben  bilden  in  der  verhwtdenen  IRegel- 
sckaar  eine  involutoriscke  Correspondens  [2]. 

Erinnern  wir  uns,  dass  wir  schon  in  Nr.  605  beobachtet  haben, 
dass  zwei  verbundene  Involutionen  Ii,,  I[  auf  einer  Regelfläche  4,  Gra- 
des in  einü  iuvolutorische  CorrespondenK  [2]  übergehen,  wenn  die 
Regelfläche  in  eine  doppelte  Regelscbaar  ausartet. 

Umgekehrt,  wenn  in  eine  Ktyelschaar  tp  eine  involutot-ische  Corre- 
sponäem  [2]  gelegt  wird,  so  erseugen  die  Straklennetse  [hh^],  deren  Leit- 
g^ade  sich  in  ihr  entsprechen,  einen  Complex  2.  Grades,  für  welchen 
alle  Strahlen  der  der  <p  verbundenen  Begelschaar  ^  doppelt  sind. 

Complexcurve  in  einer  Ebene  |  wird  die  Directionscurve  der  von 
dem  Kegelschnitte  tp^  getragenen  involutori sehen  Correspondenz  [2], 
die  durch  die  gegebene  hervorgerufen  wird.  Wenn  h  die  Gerade  von 
q)  in  irgend  einer  Ebene  durch  einen  Strahl  d  von  z/  ist  und  A^,  h^  ihr 
in  [2J  entsprechen,  so  gehören  die  Büschel  in  der  Ebene  aus  den 
Netzen  [ääJ,  [hh^]  zum  Complexe  und  haben  d  gemein,  so  dass  dieser 
Doppelstrahl  des  Complexes  ist. 

Durch  die  Eegelsehaar  (p  {oder  J)  vnd  du  Complexcurve  in  irgend 
einer  Miene  ist  daher  dieser  Complex  vollständig  und  eindeutig  hestim/mi; 
denn  letztere  legt  die  Correspondenz  [2j  in  <p  fest. 

Die  im  Complexe  enthaltenen  Strahlennetze  bilden  im  jetzigen  Fälle 
em  einziges  Continuum;  jede  zwei  sind,  wegen  der  gemeinsamen  Regel- 
scbaar J,  durch  ein  Gewinde  Terbunden.  Zu  jedem  gehört  ein  Ge- 
winde, welches  F^  in  ihm  berührt. 

Die  vier  Coincidenz strahlen  von  [2]  führen  zu  singulären  Strahlen- 
netzen und  sind  die  4  Geraden,  welche  der  Complex  mit  f  gemein- 
sam hat. 

Verbinden  wir  2  feste   von   den  Strahlennetzen   mit   den   übrigen, 
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SO  geigt  sich  der  Complex  als  Erseugniss  swekr  projecäver  Gewwtdelmschel 
S^fSj",  deren  Gnind-Strahlennetse  sieh  nicht  b!os  in  zwei  Geraden,  son- 
dern in  einer  Regelsehaar  durchschneiden.  Ihre  s'ämmtlichen  Geraden 
sind  aus  demselben  Grunde  doppelt,  wie  im  allgemeinen  Falle  jene 
zwei  (I,  Nr.  160). 

Die  beiden  ^'sengenden  Büschel  sind  also  in  demselben  Gewindenetze 
S3  enthalten. 

Und  wie  im  allgemeinen  Falle  jene  zwei  Strahlen  allen  erzeugen- 
den Strahlennetzen  gemeinsam  sind,  so  hier  alle  Strahlen  der  Regel- 
schaar;  daraus  folgt,  dass  die  Leitgeraden  derselben  die  Leitachaar 
erfüllen,  die  so,  doppelt  gerechnet,  an  Stelle  der  Regelfläche  4.  Grades 
tritt.  Da  sämmtliche  Gewinde  des  einen  wie  des  andern  Büschels 
durch  z/  gehen,  so  durchlaufen  die  Polaren  einer  Geraden  /(  der  Leit- 
schaar  diese;  die  zu  entsprechenden  Gewinden  gehörigen  bewegen  sich 
projectiv  und  vereinigen  sich  zweimal:  in  den  zweiten  Leitgeraden 
solcher  erzeugenden  Strahlen  netze,  deren  erste  h  ist;  wir  haben  die 
involutorische  Correspondenz  [2|. 

Die  MannigfalUglieit  des  Complexes  ist  9  -(-  5  >=  14;  da  in  jeder 
Regelschaar  co^  involufcorisehe  Correspondenzen  [2]  möglich  sind;  oder 
9  -(-  2.2  +  3—2,  da  man  auf  00^+^'^  Weisen  2  Strahlennetze  mit  einer 
gemeinsamen  Kegelschaar  zusammenstellen  und  die  durchgehenden  Ge- 
windebüsehel  auf  00^  Weisen  projectiv  beziehen  kann,  jeder  Complex 
dieser  Art  auf  00^  Weisen  sich  ao  erzeugen  lässt. 

Das  fünffach  unendliche  lineare  System  der  Complexe  mit  gemein- 
samer doppelter  Itegelschaar  z/  kann  man  in  das  System  ihrer  Com- 
plexcurven  in  einer  festen  Ebene  jt  abbilden. 


Wenn   für   einen   Punkt,    eine  Ebene  von   ^  stets  der   incidente  830 
Strahl  von  ^  der  zugehörige   singulare  Strahl   ist,    so    scheint   keine 
Congruenz  singulärer  Strahlen  zu  stände  zu  kommen. 

Aber  die  Correspondene  [2]  in  ip  hat  4  Vermieigungsstrak'len  a',  ... 
a'^;  die  mgehörigen  Doppelstrahlen  seien  a',  ...  a^^.  Für  einen  Punkt 
(eine  Ebene)  von  a'  fallen  die  beiden  Complex- Strahl enbßsehel  zu- 
sammen in  den  in  der  Ebene  nach  0'  (um  den  Schnittpunkt  mit  a'). 
Folglich  sind  alle  Funkte  und  Ebenen  der  4  Geraden  a',  . . .  stationär 
für   den  Complex.*)     Deshalb    mögen    diese   —    dem   Complexe   nicht 

*)  In  Matii.  Ännalen  Bd.  7  hat  Weiler  irrtiömlich  die  Geraden  des  einen 
der  beiden  Quadrupel  a,  ,  .  .;  a  ,  ...  mit  stationären  Punkten,  die  des  andern  mit 
stationären  Ebenen  erfüllt  angenommen;  dies  ist  von  ihm  in  der  Zeitechr.  f.  Math, 
u.  Phys,  Jahrg.  29  S.  191  verbeaaert.  Das  richtige  Saobverhättnisa  hat  Segre 
gefunden  (Sulla  geometria  della  retta  S,  66). 
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ungehörigen  —  Geraden  station&r  für  ihn  genannt  werden.*)  Alle 
Strahlen  aber  eines  Büschels,  in  den  die  beiden  Büschel  aus  einem 
stationären  Punkte,  in  einer  stationären  Ebene  zusammenfallen,  sind 
Singular  (Nr.  533). 

Weil  die  Directionscnrve  einer  von  einem  Kegelschnitte  getrageneu 
inTolutoriaehen  Correspondenz  [2]  durch  die  Verzweigungspunkte  geht, 
so  folgt: 

Alle  Coniplexavrven  ireffen  die  stationären  Geraden,  aUe  Complex- 
hegel  berüJiren  sie. 

Während  also  die  beliebigen  Punkte  und  Ebenen  von  ^  als  zu- 
gehörigen singulären  Strahl  je  nur  die  ineidente  Gerade  von  ^  haben, 
liefern  die  Funkte  und  Ehen&it  der  d  stationären  Geraden  a',  ...  a'-'^  die 
Congruens  der  singulären  Strahlen  in  den  4  Slraklennetgen  [a'a'J,  • . . . 
Berührt  wird  die  einfache  Fläche  0  von  den  Strahlen  dieser  Netze 
nicht:  die  Berührung  des  allgemeinen  Falles  ist  hier  Doppeischnitt 
geworden. 

Consingularität  eines  Complexes  mit  einem  andern  bedeutet  Ge- 
meinsamkeit der  singulären  Flache  und  der  stationären  Elenaente. 
Bisher  folgte  diese  Gemeinsamkeit  der  stationären  Elemente  aua  der 
der  singulären  Fläche.  Das  ist  aber  beim  vorliegenden  Complexe  nicht 
mehr  der  Fall. 

Wir  erhalten  also  die  consingulären  Complexe  vermittelst  aller  von  (p 
getroffenen  involutorischen  Correspondett^en  [2],  welche  dieselben  Verswei- 
gvmgsstrahlen  a',  ...  a"  haben,  wie  die  des  gegebenen  Complexes. 

Insofern  eine  involutorische  Correspondenz  1^2]  ein  Specialfall  der 
Correspondenz  [2,  2]  ist,  könnten  wir  die  Eigenschaften  dieses  Systems 
von  „consingulären"  involutorischen  Correapondenzen  [2]  aus  den  Er- 
gebnissen von  Nr.  602  ff.  ablesen.  Aber  es  ist  einfacher,  sie  direct 
zu  behandeln.  Wir  denken  uns  wieder  den  Kegelaehnitt  K,  in  dem 
^  von  einer  beliebigen  Ebene  |  geschnitten  wird;  die  Verzweiguugs- 
punkte  einer  von  ihm  getragenen  involutorischen  Correspondenz  [2] 
sind  die  Schnitte  der  Direetionseurve  ffi  derselben;  also  bilden  für  alle 
consingulären  Correspondenzen  diese  Curven  ^  einen  Büschel. 

Die  Complexcurven,  in  derselben  Ebene,  aller  einem  Complexe  tifer 
vorliegenden  Art  consingulären  Complexe  bilden  einen  Büschel,  ebenso  die 
Compkxkegel  ans  dem  nämlichen  Punkte  eine  Schaa/r.  Die  Grundpunkte, 
besw.  Grundehenen  dieser  Büs^l  oder  Sckaaren  incidiren  mÜ  den  4  sta- 
tionären Geraden  d,  ...  a". 

In  jenem  Büschet  in  |  befindet  sich  K  seibat;  die  Correspondenz 

*)  So  neant  sie  MontesiLiio;    während  sie  bei  Segre  Focalgevade   heissen. 
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[2],  für  welche  er  Direetioiiscuvve  ist,  ist  die  Identität  (I,  Nr.  29),  die 
natürlich  auch  zu  einer  Identität  in  (p  führt.  Der  entsprechende  Com- 
plex  ist  der  Tangeütenconiplex  von  0. 

Im  vorliegenden  Falle  gehört  sur  Heike  der  consingtdären  Complexe 
stets  der  Tangentencomplex  der  singulären  Fläche. 

Die  3  Gera  den]!  aar  e  des  Büschels  in  |,  als  Tangentencurven  dop-  831 
pelte  Strahlenbüschel,  lehren,   dasa  es  unter  den  Correspondenzen  [2] 
in  der  Regelschaar  tp  3  doppelte  Involutionen  J,,  7^,  J^  gieht: 

(aa",  a"oF'),     {ad",  a"a^^),      {a!aF^,  ad'"); 
folglidi  haben  wir  unter  den  c&nsingidären  Oomplexen  3  doppelte  Gewinde 

r„  r^,  r^. 

Aus  der  Entstehung  dieser  Gewinde  erhellt  sofort,  dass  sie  die 
JRegelschaar  A  entkalten*)  und  also  in  Involution  sind  zu  sämnitlichen 
durch  (p  gehenden  Gewinden. 

Drei  solche  aus  4  Elementen  gebildeten  Involutionen  J,,  I^,  I^ 
sind  bekanntlieh  zu  je  zweien  harmonisch;  d.  h.  die  Doppelelemente 
der  einen  bilden  ein  Paar  der  andern,  und  die  Elemente,  welche  zu 
den  Elementen  eines  Paars  der  einen  in  der  andern  gepaart  sind, 
bilden  wiederum  ein  Paar  der  ersten.  Daraus  folgt,  dass  je  zwei  von 
den  drei  Gewinden  F^,  F^,  Tj  in  Involution  sind,  jedes  das  andere  in 
sich  selbst  transformirt. 

Betrachten  wir  in  der  Ebene  g  die  involutoriaclie  oder  harmonische 
Homologie,  welche  Centmm  und  Äxe  der  Involution  /^  —  Ecke  und 
Gegenseite  des  gemeinsamen  Polar-Dreiecks  des  Kegelschnitt-Büschels 
—  zn  Centrum  und  Äxe  hat;  sie  transformirt  jeden  der  Kegelschnitte 
S  in  sieh  selbst,  eine  Tangente  desselben  in  eine  andere,  die  Schnitte 
jener  mit  K  in  die  Schnitte  dieser;  aber  entsprechende  Punkte  der 
Homologie  aaf  dem  Kegelschnitte  ip%  sind  die  Spuren  solcher  Geraden 
von  fp,  welche  in  der  Involution  I^  gepaart  sind.  Demnach  transfor- 
mirt auch  diese  jede  von  den  Correspondenzen  [21  in  sich  selbst. 

Gepaarte  Geraden  der  Involution  I^  auf  9:1  sind  aber  polar  in 
Bezug  auf  T, . 

Folglich  führt  jedes  der  3  Gewinde  ^^J  ...  änen  jeden  der  consin- 
gulären  Complexe  in  si(^  selbst  über,  und  damit  sind  die  drei  Gewinde 
als  Fundamental' Gewinde  erkannt;  der  frühere  Beweis  (Nr.  541)  ver- 
sagt nämlich  in  diesem  Falle,  wo  wir  keine  Doppeltangenten-Cougruenz 


*)  Auf  den  Doppelge winden  als  consingulären  Complese 
falls  doppelt,  auf  den  einfachen  also  einfach,  sein. 
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Anordnungen  a'ü"a"'n",  a"a'a^''a"',  . . .,  die  wir  schon  längst  kennen. 
Man  kann  dies  als  einen  Specialfall  von  Nr.  602  ansehen  oder  auch 
durch  folgende  Eigenschaft  eines  Kegelschnitt -Büschels  (A^A-^A^Ä^) 
beweisen. 

Es  seien  9(j,  Sl^,  SI^,  91^  die  zweiten  Schnitte,  mit  einem  festen 
Kegelschnitte  K  des  Büschels,  der  Tangenten  eines  andern  Kegelschnitts 
fi  in  den  Grundpuntten  Ai,  ....  Die  Kegelschnitte  des  Büschels, 
welche  A^%3,  A^%^,  Ä^%.^  berühren,  tangiren  auch  bezw.  A^'^i,  Ä^^^, 
A^%;  J„9l,„  Ä,n^,  Ä^%;  A,%,  A^%,  A,%,  wie  sieh  leicht  bewei- 
sen las  st. 

Die  Gruppe  a  d' d"  aF"  gekört  auch  sv/r  Involutkn  4.  Grades;  sie 
ergiebt  sich  bei  den  4  ausgezeichneten  Mitgliedern  der  Reihe  der  con- 
singulären  Complexe,  dem  Tangente ncompl es e  und  den  3  Doppel- 
Gewinden.     Die  Congruenz  der  singuiären  Strahlen  stellen  bei  jenem 
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die  4  singulären  Strahl ennetze  der  ^  auf  «',  ...  «^^"  berührenden  Taii- 
geateii  dar,  beim  Doppel- Gewinde,  welches  sich  durch  die  Involution 
{äa,  a"'a}^^  ergiebt,  die  beiden  Strahlennetze  [«'«"],  \d"aF'\,  doppelt 
gerechnet. 

Jeder  Strahl  des  Complexes  gehört  nur  zu  zwei  Strahlenbüscheln  832 
desselben  und  nur  zu  einem  Strahlennetze  H. 

Jeder  Strahlenbüschel  des  Complexes  enthält  einen  üoppelstrahl 
und  gehört  zu  einem  Netze  H. 

Wir  haben  zwäerlei  StrahlenhiischelrFaare  imComplexe:  bei  den  einen 
ist  der  gemeinsame  Strahl  ein  Doppelstrahl  und  die  beiden  Büsche! 
gehören  im  allgemeinen  zu  verschiedenen  Netzen  H;  bei  den  andern 
ist  es  ein  beliebiger  Strahl  und  die  beiden  Büschel  gehören  zu  dem- 
selben Netze  H. 

Kiü  Strahlennetz,  das  durch  ein  Paar  der  ersteren  Art  geht, 
schneidet  aus  F'^  eme  Begelsdiaar  q  aits,  welcfie  keinen  Doppelstrahl 
enthält  und  sich  durch  alle  Ndse  H  sieht;  denn  mit  jedem  hat  jenes 
Netz  ausser  dem  Doppelstrahle  des  Büschelpaars  noch  einen  zweiten 
Schnitt  strahl. 

Das  Strahlennetz  \a'  a'\  ist  das  einzige  H,  welches  a'  zur  Leit- 
geraden hat;  folglich  haben  sich  die  beiden  Geraden  einer  p,  welche 
a    treffen,  vereinigt. 

Die  Trägerflächen  c/er  Megelschaaren  p  berühren  die  4  stationären  Ge- 
raden. Dies  ist  hier  an  die  Stelle  der  viermaligen  Berührung  mit  der 
Fläche  getreten;  für  die  Oomplexcurven  und  Complexkegel  wurde  es 
schon  in  Nr.  830  erkannte 

Jede  Leitschaar  X  einer  p  ruft  in  ip  ebenfalls  eine  involutorische 
Correspondenz  [2]  hervor,  in  der  zwei  Gerade  von  (p  einander  ent- 
sprechen, welche  von  der  nämlichen  Geraden  von  l  getroffen  werden; 
und  weil  X  dieselbe  Trägerfläche  hat  wie  q,  so  sind  die  d,  ...  auch 
die  Verzweigungsstrahlen  dieser  Correspondenz. 

Ein  beliebiges  Gewinde  F  schneidet  J  in  2  Strahlen  d,d',  welche 
Doppelstrahlen  der  Sehuitteongruenz  I^V  sind;  diese  hat  (II,  Nr.  407) 
eine  quatemäre  Reihe  von  Regeischaaren,  die  sämmtlieh  durch  d  und 
d'  gehen,  uud  3  Paare  verknüpfter  unärer  Reihen,  aus  p  bestehend. 
Die  Leitschaareu  X  der  Regeischaaren  einer  von  diesen  Reihen,  welche 
alle  zum  nämlichen  Gebüsche  .Z!g  gehören,  bilden  eine  der  3  confocalen 
Congrueuzeu  (II,  Nr.  407),  für  die  d,  d'  auch  Doppel  strahlen  sind. 
Diejenigen  ihrer  Strahlen,  welche  eine  Gerade  h'  von  qo  treffen,  erzeugen 
eine  Regelfläche  4.  Grades,  mit  d  und  d'  als  doppelten  Erzeugenden, 
also  zwei  Regelschaaren ;    da  jede  von   ihnen  der  z/  in  zwei  Geraden 


y  Google 


456  Complexe  2.  Grades  mit  unendlich  vielen  Doppelsti'ahleti. 

begegnet,  so  haben  die  verbundenen  ßegelscbaaren  mit  ip  zwei  Gerade 
h'  und  W  h'  und  Ä/  gemeinsam;  d.  k  die  involutorische  Correspon- 
dcnzen  [2],  welche  durch  alle  diese  X  va  <p  hervorgerufen  werden  sind 
identisch.  Damit  ist  erkannt,  dass  die  Leitschaaren  solcher  Ee^el 
schaareu  q  von  r^,  welche  dem  nämlichen  Crebusuhe  £3  angehoien 
sich  in  demselben  consingulären  Complexe  befinden  oder,  wmti  wtt 
die  consingulären  Complexe  als  ^zmgtnsse  der  Leitschaaten  der  Begel 
sckaaren  je  desselben  Gebüsches  von  F^  defniten  dass  die  dutch  die  con 
singulären  Conespondensen  [2]  gelieferten  Complexe  consingtda)  sind 

i  Legt  man  aber  ein  Strahlennetz  durch   ein  Strahlenbuschel  Paai 

der  zweiten  Art,  so  ergiebt  sich  als  feineier  Suhnitt  etne  Eeffelschaat  r, 
welche  durch  die  beiden  Doppel  strahlen  i;eht  die  m  len  Büscheln  des 
Paars  sich  befinden,  und.  daher  in  einmi  Yetse  H  inthalten  st  ind 
jedes  Netz,  durch  eine  solche  Begelschaii  gelegt  sehneidet  eine  \on 
derselben  Beschaffenheit  aus. 

Zwei  Regel  ach  aar  en  r,  welche  demselben  H  angehören,  haben 
stets  2  Strahlen  gemeinsam,  wenn  zwei  andere  sieh  zweimal  schnei- 
den,  so  geschieht  es  aul  J,   welche  ja  den  beiden  H   gemeinsam  ist. 

Vermeiden  wir  bei  Jei  Kettenbildung  die  Netze  H,  weil  da  der 
Fortgang  unsii,hei  wurde,  ao  haben  alle  Glieder  einer  Kette  dieselben 
2  auf  z/  gelegenen  Strahlen  d,  d'  gemeinsam,  und  wir  kommen  niclit 
zu  verknüpften  Gebüschen,  sondern  nur  zu  co^  Begelschaaren  r,  welcJie 
alle  äweh  dieselben  zwei  Geraden  von  A  gehen:  zu  einem  Felde,  für 
welches  jede  von  seinen  Regelschaaren  Träger  ist. 

Die  Leitschaaren  f  erfüllen  das  Strahlennetz  [rfi^'j,  das  durch 
<p  gebt. 

Es  seien  l,  \  zwei  Gerade  von  [dd'];  das  Strahlennetz  [//j]  bat 
mit  r^  zwei  durch  d,  d'  gehende  Regelschaaren  r  gemein;  ihre  f  gehen 
also  durch  die  Leitgeraden  l,  l^.  Die  Regelschaaren  ]  sind  daher  so 
im  Strahlennetze  \dd'~\  vertheilt,  dass  durch  zwei  beliebige  Strahlen 
desselben  2  von  ihnen  gehen. 

Damit  lässt  sich  nun  in  einfacher  Weise  erkennen,  dass  die  Ge- 
windenetze, welche  diese  Regelsehaaren  \  zu  Basen  haben,  ein  quadra- 
tisches System  4.  Stufe  von  Gewinden  bilden.  Die  Gewinde  eines 
Büschels  sehneiden  in  das  Strahlennetz  \dd']  Regelschaaren  ein,  weiche 
durch  die  beiden  Geraden  gehen,  die  dem  \dd'~\  und  dem  Grund-Strah- 
lennetze des  Büschels  gemeinsam  sind;  also  befinden  sich  unter  ihnen 
zwei  j;  unter  den  Gewinden  der  Netze  (J)  gehören  daher  zwei  zum 
ichel. 

Die  Strahlen  eines  H,   welche   eine  Gerade  l  trefl'en,    bilden  eine 
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lar;  sie  enthält  d,  d',  wenn  l  diese  Geraden  sclmeidefc,  und 
gehört  also  unaerm  Felde  von  r  an;  die  zugehörige  \  enthält  l. 

Das  Netz  \dd''\  wird  von  den  (  derjenigen  r  unseres  Feldes,  weiehu 
einem  bestimmten  H  angehören,  einfach  durchzogen. 

Betrachten  wir  jetzt  zwei  Felder,  gehörig  zu  d,  d'  und  zu  d-^,  d-[\ 
die  Regelsehaaren  mögen  r,  t,,  die  Leitschaaren  [,  fj  heissen.  Durch 
eine  bestimmte  j  sei  F  gelegt;  die  fj  derjenigen  E,,  welche  in  dem- 
selben H  sich  befinden,  wie  die  zugehörige  r,  sehneiden  f  zweimal,  weil 
die  r,  die  r  zweimal  sehneiden;  die  beiden  Schnittstrahlen  erfüllen  aber 
nicht  I,  sondern  sind  fest,  da  sie  auch  dem  Netze  \d^d^'\  angehören, 
in  dem  f  nicht  enthalten  ist.  Es  sei  l  ein  von  diesen  Schnittstrahlen 
verschiedener  Strahl  der  Regelsehaar,  in  welcher  [(^^fl^/J  von  F  ge- 
schnitten wird;  durch  ihn  geht  eine  f, ;  sie  hat  mit  f  3  Strahlen  ge- 
mein, gehört  ihm  an  und  ist  die  eben  genannte  Regelschaar. 

Also  geht  jedes  Gewinde  F,  das  durch  eine  f  aus  [dd''\  geht,  auch 
durch  eine  \^  aus  [(?i(?i'];  das  bei  d,  d'  sich  ergebende  quadratische 
System  4.  Stufe  ist  das  nämliche,  wie  das,  welches  von  d^,  d-^  her- 
rührt. 

Die  quadratischen  Systeme  4.  Stufe  S^^,  welche  von  den  verschiedenen 
Feldern  von  Eegelschaaren  r  herrühren,  sind  identisch. 

Jede   I   befindet   sich  in   einem   bestimmten   Strahlennetze    \dd']-^  834 
folglich  gehört  der  Gewindebüsche!  durch  \dd'~\  zum  Gewindenetze  (f), 
er   gehört  andererseits   zum  Netze  (ip),    und   so    gelangt   dieses   ganze 
Netz   (ip)   von   Fundamentai-Gewinden  in   unser  quadratisches  System 
4.  Stufe;  und  zwar  gehört  es  ihm  doppelt  an. 

Denn  es  sei  r^  ein  Gewinde  aus  (y);  da  wir,  um  zum  Systeme 
zu  gelangen,  jedes  beliebige  Dnpel  d,  d'  nehmen  können,  so  wählen 
wir  eins,  das  aus  den  Leitgeraden  des  Grund- Strahleunetzes  eines  sol- 
chen Büschels  von  {ip)  besteht,  der  durch  F^  gebt;  dann  sind  d  und 
d'  polar  nach  F^;  und  wenn  nun  ein  durch  Pq  gehender,  aber  sonst 
beliebiger  Büschel  von  Gewinden  genommen  wird,  von  dem  also  die 
Leitgeraden  des  Grundnetzes  auch  polar  nach  F^  sind,  so  ergiebt  sieh 
als  Schnitt- Regelschaar  der  verschiedenen  Gewinde  dieses  Büschels 
mit  Ißd'l  eine  feste,  diejenige,  die  sich  auf  die  4  Leitgeraden  stützt 
{ausser  bei  F^,  welches  \dd'^  ganz  in  sich  aufnimmt).  Sie  ist  im 
allgemeinen  keine  f;  d.  h.  von  unserm  Büschel  gehört  nur  F^,  und 
infolge  dessen  doppelt,  zum  quadratischen  Systeme;  wenn  aber  jene 
Regelschaar  eine  f  ist,  so  gehört  der  ganze  Büschel  zum  Systeme. 

Dieses  tmsgeseichnete  Bestem  S^",   welches  alle   Gewinde   des  funda- 
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mentalen  INei  es  ?»  doppelleit  hat     mag  mit  'i^'  bpzeicliiiet  weiden     ee 
18t  also  dtetfobh  6pt(,talibttt     Das  doj.pplte  NeU  hei-^se  ä 

Jedei  Büschel,  welcher  em  beliebiges  flewinde  imaeies  fejstemes 
mit  einem  iiiij  s^  veibmdet  gehört  ganz  zum  Systeme,  verbinden  wii 
es  aKü  mit  allen  Gewmlen  voii_jS  &o  eigiebt  sicli  ein  „anz  in  ö^^ 
enthaltenes  b-ebüsche  S^j  uii<I  S/  zetlegt  btih  n  »x;  bolclie  Gebtisüie, 
uelche  alle   imdi  das  doppelte  Net^  gehf^i 

Em  ähnlicher  Beweis,  wie  m  Ni  SOl  lehrt  dass  die  Dupel  h\ 
entsprechende}  Getadeth  de*  mvolutorisdien  Coriesponden  [2]  m  ip  die 
Grunddupel  dwser  Gebubcke  sind  Ahet  im)  haben  hier  em  emsigem  System 
von  Gebiischen  nicht  zwei  getrennte,  wie  a  a  0  Dj  jede  f  duich  em 
solches  Duptl  hh^  ^eht  —  das  Dupel  der  Leitgeiaden  de&  H  in  dem 
jch  die  verbundene  r  befinlot  ~  so  liegt  jedes  dei  J>ietze  (])  von 
ä,  in  e  nem  dei  Cebnscbe  und  h^t  hher  mit  lern  Netze  {(p)  das 
allen  Gebüschen  gemembim  ist,  einen  Busd  tl  gemein  den  Biiachel 
durch  das  Netz  [dd  ]    m  dem  f  enthalten  ist 

Wu  Jähen  in  ^^  i*.  "\ef  e  denn  jede^  von  den  'X  Stiahlennetzen 
H  enthalt  od^  Regelicha^reu  i  dti  jedts  \on  len  -v  Gebü^ihen  des 
^5^^  enfchAlt  oo^  Netzt 

Jedes  dei  Gebüsche  enthalt  fx)'  Büsche!  und  im  haben  ao  oo^ 
Bisehel  tn  b^  so  dobi.  diese  Mannigfaltigkeit  o  m  allen  4  Fallen,  die 
wt/r  bis  jetzt  m  ledbacMen  Gelegenheit  gehabt  haben,  auftritt  Die  Dupel 
der  Leitgeraden  der  Grnnd-Strahlennetze  sind  die  oo^  Dupel  auf  den 
oo*  Regelscbaaren  r,  auf  jeder  oo^,  jedes  auf  co',  wie  in  Nr.  801. 

Schneiden  wir  S/  mit  einem  beliebigen  Netze  —  das  mit  Sg, 
dem  Doppelnetze,  nichts  gemein  hat  — ,  so  erhalten  wir  ein  S^^  (ohne 
Doppelge winde),  und  unser  St/stetn  mtstehf  durch  die  FrojecUon  der  ein- 
zelnen Gewinde  dieses  quadratischen  Systems  1.  Stufe  aus  S^- 

Äy  gehört  su  dem  OonÜnuum  der  S^,  die  sich  bei  den  Gebüschen 
von  Segelschaaren  p  ergeben,  und  ist  dem  Tangentencomplexe  von  $  m- 
geordnet.  In  jedem  Netze  H  haben  wir  auch  solche  Böseheipaare, 
deren  Doppellinie  ein  Doppelstrahl  des  Complexes  ist;  geht  man  von 
einem  beliebigen  Büscheipaar  des  H  zu  einem  solchen  über,  so  erkennt 
man,  dass  die  getragenen  Regelscbaaren  dm-eh  zwei  unendlich  nahe 
Doppelstrahlen  gehen.  Damit  erhalten  wir  Regelsehaaren,  welche  zu- 
gleich r  und  p  sind,  in  jedem  Netze  H  oo'  +  ', 

Ihre  Leitsehaaren  f  bertiliren  mit  allen  ihren  Geraden  je  längs 
einer  Geraden  d  von  ^  die  Fläche  ^  und  erfüllen  also  den  Tangenten- 
complex  dieser  Fläche,  der  sich  ja  unter  den  consingulären  Complesen 
befindet.     Durch  diese  Netze  (f)  ^  (A)  entsteht  das  System  ä/. 

Unter  den  Tangentialgewinden  eines  Strahls  des  Complexes  befindet 
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sich  auch  das  Gewinde,  welches  längs  des  Netses  H  berührt,  m  dem  der 
Strahl  gehört.  Jeder  Strahl  von  H  ist  Doppelstrahl  der  Schnittcon- 
graenz  mit  J"^  und  hat  daher  dieses  Gewinde  unter  seineo  Tangential- 
gewinden.  Die  durch  den  Strahl  geltenden  und  d  in  einer  Geraden  be- 
rührenden Hegelscfiaaren  des  F^  sind  in  diesem  Tangentialgewinde  ent- 
halten, während  die  eigentlichen  q  die  andern  erfüllen. 

Ich  begnöge  mich  mit  der  Angabe,  wie  sieh  die  Caporali'sche  835 
Abbildung  gestaltet.  Die  Curve  \°  zerfällt  in  eine  ebene  Curvo 
3.  Ordnung  Ä,^  und  zwei  unendlich  nahe  Geraden  i^,  Je,,  welche  sich 
auf  kj^"  stützen  und  in  einer  Ebene  ät,  liegen,  die  im  Stützpunkte  iTj 
die  ft/  oaculirt;  in  die  Punkte  von  \^  bilden  sich  die  den  Hauptbüschei 
(0,  ö)  in  seinem  Strahle  von  zl  treffenden  Büschel  ab,  inh,  die  übrigen, 
die  dann  mit  ihm  in  einem  H  liegen.  Die  Scheitel  von  Bündeln, 
welche  verknüpften  p-Gebüschen  correspondiren,  liegen  auf  Äj'^  in  ge- 
rader Linie  mit  dem  Wendepunkte  K^.  Die  3  Tangenten  aus  diesem 
an  ifrj^  führen  zu  den  Doppelgebüschen  S^^i  und  Doppelgewinden   H. 

Weil  wir  nur  eine  Reihe  von  Strahl ennetzen  im  Complexe  haben, 
so  ist  die  Fläche  F^  in  Montesano's  Abbildung  ein  Kegel  2.  Grades; 
seiner  Spitze  entspricht  die  doppelte  Regelschaar  J,  durch  welche  alle 
jene  Netze  gehen.  Die  Grundfläche  K^  ist  wieder  allgemein.  An 
Stelle  des  Torsus  t^  der  gemeinsamen  Berührungs ebenen  von  F^  und 
K^  tritt  der  doppelt  zu  reehoende  Tangentialkegel  aus  der  Spitze  von 
F^  an  iQ^;  die  Axen  der  Strahl  enge  husche  von  G,  welche  seinen  Be- 
rührungsebenen entsprechen,  erzeugen  nur  eine  Regelsehaar,  die  ip, 
statt  einer  Regelfläehe  4.  Grades.  Jede  von  diesen  Ebenen  enthält 
2  Kanten  von  F^;  jede  Gerade  von  rp  ist  daher  für  2  Strahlennetze 
des  Complexes  Leitgerade.  Den  4  gemeinsamen  Beruh  rungsebenen  der 
beiden  Kegel  entsprechen  die  4  stationären  Geraden;  die  weiteren 
Kegel  2.  Grades,  welche  jene  berühren,  geben  die  consingulären  Com- 
plexe, darunter  die  3  Doppelgewinde,  welche  den  3  Paaren  von  Ebe- 
nenbüsehein  in  der  Kegelschaar  oder  vielmehr  ihren  3  Doppelebenen 
correspondiren,  und  den  Tangentencomplex  von  ^,  welcher,  wie  wir 
leicht  uns  überzeugen  können,  dem  Tangentialkegel  von  K^  corre- 
spondirt.  Jene  3  Ebenen  sind  in  Bezug  auf  K^  conjugirt;  also  sind 
die  3  Doppelgewinde  in  Involution  (Nr.  791);  und  da  die  Ebenen  durch 
die  Kegel  spitze  gehen,  so  enthalten  sie  die  Regelschaar  d. 

IL 
Wenn  der  Kegelschnitt  K  eine   involutorische  Oorrespondenz   [2]  836 
trägt,  so  sind  die  Verzweiguugspunkte  die  Schnitte  mit  der  Directions- 
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eurve  S;  die  zweiten  Schnitte  der  Tangenten  in  ihnen  an  S^  mit  Ä 
sind  die  zngehijrigen  Doppelpunkte.  Vereinigen  sieh  zwei  Verzwei- 
gungapunkte  in  einen,  so  berührt  in  ihm  S  den  K  und  die  beiden 
Doppelpunkte  fallen  auch  noch  in  denselben  Punkt.  Dies  führt  zu 
folgenden  Specialfällen  unseres  Complexes. 

Zwei  von  dm  4  stationären  Geraden,  «'",  a^^,  fallen  ßmammen  in 
dl,  mit  ihnen  also  auch  a'",  a}^.  Die  Strahlennetze  [a"'o"'j,  (n^'^a^") 
vereinigen  sich  in  ein  singuläres  Strahlennetz  mit  der  Leitgeraden  d^, 
an  das  von  jedem  Punkte  von  di,  in  jeder  Ebene  durch  tZj  nui  em 
Strahlenbüschel  kommt,  in  den  also  die  beiden  Complex-Strahlenbuschel 
zusammenfallen  und  der  zudem  durch  d^  geht.  D.  h.  di  ist  ein  sta- 
tionärer Doppelstrahl 

Es  Sind  albo  oo^  Doppelst) aMeii  lothandm,  welche  die  Eegelsckaar 
J  hildeii,  und  ein  einzelnet  d,,  det  bich  m  der  lerhunäenen  Eegelschaar 
q>  befindet  und  mdem  stationai  tst  jedet  von  Semen  Funkten  sendet,  jede 
von  seinen  Ebenen  enthalt  zwei  oereimgte  Compkx-StroMenhüsckel,  die 
durch  dl  gehen 

Von  den  3  Involutionen  ist  nur  (reo  ,  d^d^  allgemein  geblieben, 
die  beiden  andern  haben  sii^h  m  die  parabolische  mit  dem  Doppel- 
Strahle  d^  vereinigt.  Bas  GeMsche  [(?,]  hat  zwei  von  den  isoUrten  Fun- 
damental Gewinden  in  sich  aufgenommen,  und  dem  Complexe  ist  die  Be- 


[(111)21] 

H  j/ehen      Auch  noek  dob  Jetate  Funda/mentalrGewinde  geht  in  \ß^\   auf, 
nfini   5  btatioiia>e  Geradem  siih  lereinigen:  wir  haben  den  Complex: 
Ulll),^.l. 
Die  Complexcurven  berühren  im  vorigen  und  oaculiren  in  diesem 
Falle  die  Fläche  0  auf  d, ;  und  analoges  gilt  in  den  folgenden  Fällen. 

837  Wenn  hingegen  a"',  re^"  in  d^,  a',  a"  in  d^  gusammenfallen,  so  han- 

delt es  sich,  wie  wir  aus  I,  Nr.  30  vermittelst  eines  ebenen  Schnitts 
schliessen,  um  eine  Projeetivität  P  in  der  Begelschaar  ip  als  Special- 
fall von  [2];  jeder  öeraden  von  ^  sind  die  beiden  Geraden  zugeordnet 
welche  ihr  in  P  in  beiderlei  Sinne  entsprechen,  und  d^,  d^  sind  sich 
selbst  entsprechend. 

Der  Complex  ist  also  das  Ergeiigniss  der  Strahlennetze,  deren  Leit- 
gerade entdeckende  Geraden  einer  in  der  Megelsckaar  q>  befindlichen  I^o- 
jectivität  sind. 

Nur  die  Involution  (d^di,  (^t?^)  führt  zu  einem  isolirten  Funda- 
mental-Gewinde ;    aber   die  beiden  Doppelstrahlen  d^,  dg  in  der  Regel- 
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schaar  fp  führen  zu  einem  fundamentalen  Eüscliel,  und  loir  haben  also 
ein  fundamentales  Nets  mit  der  Basis  ip,  einen  fundamentalen  Büschel 
■  mü  der  Basis  [diä^]  und  'ein  ein^lnes  Fundamental- Gewinde;  so  dass 
die  Beseickmmg : 

[(iii)(ii)i] 

sidi  ergieht.  In  [d^d^j  befindet  sich  ^,  wovaus  klar  ist,  dass  der  Bü- 
schel und  das  Netz  iu  Involution  siuid. 

Zu  der  Reihe  von  Strahl ennetzen  im  Complexe,  deren  Leitgerade 
in  der  Projectivität  P  entsprechend  sind,  kommen  noch  m>ei  andere 
Iteiheit  wn  dwrchweg  singulären  Slrdklennetsen:  jeder  Strahl  d  von  ^ 
ist  Leitgerade  für  2.  In  der  That,  es  seien  h  und  /(,  iu  P  homolog, 
ao  wird  die  Punktreihe  auf  d  zu  dem  Ebenenhüacfie!  um  d  so  pro- 
jectiv,  dass  dem  Punkte  dfe  die  Ebene  dhy  entspricht.  Der  Strahleri- 
büschel,  den  sie  bilden,  gehört  zum  ei-zeugentfeu  Strahlennetze  [ÄAjj 
und  beschreibt,  wenn  h,  h^  sich  ändern,  ein  singulares  Strahlennetz 
mit  der  Leitgeraden  d,  welches  zum  Oomplexe  gehört;  das  andere 
mit  derselben  Leitgeraden  entsteht  durch  die  Büschel  aus  den  Punkten 
d\  in  den  Ebenen  dh. 

Ein  beliebiger  Compiesstrahl  g  sehneidet  auf  den  Geraden  Ä,  ?ij 
die  O  in  X,  Xj;  er  treffe  die  Ebenen  dd^,  dd^  in  Y^,  Y^,  so  ist  der 
Wurf  XX^  YY^  projectiv  zu  dem  Ebenenwurfe  <?(ä,ä,,  d^,  ä.^),  also 
zu  dem  Geradeuwurfe  hh^d^d^  in  qo.  Dessen  Doppelverhältnisa  ist 
bekanntlich  constant.  Folglidi  schneidet  jeder  Strahl  des  Gomplexes  die 
Fläche  *  und  die  Ebenen,  welche  die  hetäen  isolirten  Boppelstraklen  d^,  ä^ 
mit  irgend  einem  Strahle  d  aus  der  doppelten  Begelschaar  ^  verbinden, 
nach  constantem  Do^elverhäüniss,  das  sich  mit  d  nicht  ändert,  und  den- 
selben Werth  hat  das  duale  Doppelverhältniss. 

Unter  den  consingulären  Projectivitäten  P  —  für  welche  alle  d^,  ä^ 
sich  selbst  entsprechend  sind  —  haben  wir  auch  eine  ausgeartete  mit 
den  d,,  d^  als  singulären  Elementen  und  die  Identität:  ihnen  ent- 
sprechen als  eonainguiäre  Complese  das  Paar  der  Gebüsche  [d,\,  [d^] 
und  der  Tangentencomplex  von  0. 

Die  beiden  von  einer  beliebigen  Geraden  getroffenen  Strahlen  von 
<p  bestimmen  eine  Projectivität  (in  der  d,  d^  sich  selbst  entsprechen). 
Baher  hat  die  Beihe  der  consingulären  Complexe  den  Grad  1.*) 

Verdnigen  sich  auch  noch  d^  und  d^,  so  fällt  atwh  das  bisherige  ein- 
gdne  Ftmdamental-Gemnäe  mit  dem  einsigen  Gebüsche  des  fundamentalen 
Büscitels  msammen;  der  Complex  ist,  nach  Analogie  von  [(21){11)1],  mit 

'■)  Weiler  erwähnt  als  intereBsantea  metrisches  Beispiel  den  Coiaplex,  den 
ein  Stralilennetz  durchläuft,  wenn  es  um  die  Ase  eines  Eotationshyperboloids  ge- 
dreht wird,  iu  dessen  einer  Begelacliaar  sicli  die  Leitgeraden  befinden. 
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1(111)  (21)J 
SU  bezeichnen.     Die  Regelschaar  q)   Hefevt  für   das   siüguläre   Strahleii- 
netz  [dj(7J,   das  Grundnetz  des  fundanieHtalen  Büschels,   die   erforder- 
liche Projectivitat 

J>ie  Mann>gfal(igleiffn  dieset  J  '^peeiaJfalh  smd  14  —  1,  14  —  2, 
14-  2  =  9  +  ^,    14—? 

i  Ezn  noch  giossem    SpeaalfaU   tbf  dej    schrn    mehimals    eiwahnte 

Tangentencomplex  einet  Flache  2  Grades  0  mit  der  Manmgfaltigked  9 
Die  Con espondeiiz  12]  oäe^  die  Projectivitat  P  v,t  Identität  getüo?dffn 
was  Turhm  fQr  dj^,  rfg,  gilt  jetzt  fdr  alle  Strahlen  von  (p,  auch  diese 
JRegehchaat  ip  uird  init  Dop^hUahlen  gans  aubgefnllt  Det  Compleu 
hat  euei  fundamentale  Netze  (rp)  und  (J)  die  Sezeiüimmg  u,t 
[tlU)(lll)] 

Em  acLhei  Complex  hit  Lerne  consinguliieii  fümpiexe  ^leithei 
Art;  ei  kommt  in  eme  Reihe  von  consmguliren  (  omplexen,  wenn  m 
einei  dei  Re^elschaaien  seiuei  Grundfliche  4  Gerade  ils  stationaie 
a,  .       festg,elegt  sind 

"[Lommt  mau  zu  ihm  ils  t  Dii&iiic,ulareni  Conij  lexL  von  einem 
[(111)111|  (odii  einem  dei  SpecialWle),  so  daas  mau  zu  den  Regel 
bchaareu  dieses  Komplexes,  die  zugleich  l  und  o  find  und  3»  längs 
einei  Geraden  von  ^  tangiren  (Nt  834j,  die  Leitschaaren  herstellt, 
so  sind  dia  auch  RegeKebaaien,  welche  ^  längs  einer  Geiaden,  „linear" 
tanguen  Es  lat  ibei  unmittelbar  klai,  das?  w>}  im  Tangenterwomple%e 
drei  'Systeme  von  HegeUehaai  en  habm  (je  oo*)  »u.ei  Sy^tmiL  linear  tan 
girendei,  je  nachdem  die  Gerade,  längs  deren  die  Beiühiung  stattfindet, 
der  einen  oder  andern  ßegelschaar  von  0  angehört,  tind  ein  System 
„contboh",  d  h    langb  einei,  Kegelschnitt'^  ietuh^endei 

Uebei  sie  mögen  noch  einige  &atze  (ohne  Beweis)  milgetheilt 
werden. 

Längs  derselben  Geraden  von  0  berühren  <x>^  Regelschaareu  r; 
jede  awei  haben  2  Gerade  gemeinsam  und  jede  enthält  auch  2  Gerade 
von  0  aus  der  andern  Sehaar.  Durch  2  beliebige  Tangenten  von  0 
geht  keine  linear  berührende  Regelschaar. 

Längs  eines  Kegelschnitts  k^  (in  der  Ebene  x)  von  0  berühren 
oo^  Regeischaaren  q  und  machen  die  Tangentenbüschel  von  <P  in  den 
verschiedenen  Punkten  von  h^  projectiv  mit  zur  nämlichen  p  gehörigen 
Strahlen  als  entsprechenden.  Sind  g,  l  in  einem  Punkt  X  von  k^  die 
beiden  Geraden  von  O,  t  die  Tangente  von  k^,  x  die  Gerade  von  ^,  so  hat 
das  Doppelyerhältnias  (gltx)  für  alle  Punkte  von  Zc^   denselben  Werth 
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and  ist  also  der  p  zugeordnet  Der  verbundeneii  Regelsebaar,  die  ja 
auch  zum  Tangenteneomplexe  gehört,  kommt  das  reeiproke  Doppel- 
verhältniss  zu,  da,  wenn  y  ibr  angehört,  gl,  xy,  tt  m  Involution  sind. 

Zwei  Tangenten  x,  x,  von  S  befinden  sich  in  zwei  conisch  be- 
rührenden Regelschauren;  die  Ebenen  x,  x  ihrer  Berührungseurven 
sind  in  Bezug  auf  #  conjugirt;  denn  sind  P,  P^  die  Berührungspunkte 
von  X,  Xi,  so  wird  der  Bbenenbüschel  von  jPPj  durch  die  Projectivitat 
glx  A  3ih^]  involutoriseh  mit  solchen  Ebenen  als  gepaarten,  in  denen 
entsprechende  Tangenten  liegen.  Und  umgekehrt,  wenn  längs  zweier 
Kegelschnitte,  deren  Ebeuen  conjugirt  sind,  zwei  Regeischaaren  be- 
rühren, die  an  dem  einen  Schnittpunkte  eine  gemeinsame  Erzeugende 
haben,  so  haben  sie  auch  am  andern  eine.  Zwei  solchen  sich  tragenden 
Regeischaaren  kommen  entgegengesetzt  gleiche  Doppel  Verhältnisse  zu. 

Alle  conisch  berührenden  Hegel  seh  aar  en ,  welchen  das  nämliche 
Doppel verhältniss  zugehört,  bilden  ein  Gebüsche  £^  und  die  mit  dem 
entgegengesetzt  gleichen  Doppelverbältnisse  das  verknüpfte  Gebüsebe. 
Zu  den  Doppel  Verhältnissen  1,  ^  1  gehören  die  Kegelschnitte  und 
Kegel. 

Die  verbundenen  Regeischaaren  der  Regel  seh  aar  en  zweier  ver- 
knüpfter Gebüsche  bilden  wiederum  zwei  verknüpfte  Gebüsche, 

Die  Ebenen  der  Berührungscurven  der  Regeischaaren  einer  Reihe 
(in  einem  (lebüsche  S^)  bilden  einen  Büschel,  und  die  der  verknüpften 
Reibe  (im  verknüpften  Gebüsche)  denjenigen  uui  die  Polare  der  Ase 
des  ersten  in  Bezug  auf  $. 

Zwei  Geraden  x,  x,  des  Tang entencompl exe s  kann  man  die  beiden 
entgegengesetzt  gleichen  Doppelverhältnisse  zuordnen,  welche  den  durch 
sie  gehenden  conisch  berührenden  Regeischaaren  zukommen;  alle  Dupel 
mit  den  nämlichen  Doppel  Verhältnissen  bilden  ein  System  Z^j. 

Wenn  4  Tangenten  x,  Xj^,  x^,  x^  der  3»  in  derselben  Regelscbaar 
sich  befinden,  so  gehören  zu  xx^,  x^x^  die  nämlichen  Doppelverbält- 
nisse. 

Von  den  conisch  berührenden  Regeischaaren  gehen  je  8  durch  4 
gegebene  Punkte  und  je  6  aus  jedem  der  beiden  Systeme  linear  be- 
rührender. — 

Ferner  die  Complesääche  (I)  einer  Geraden  l  besteht  als  Punkt- 
fläehe  aus  Ö»  und  ihren  beiden  Tangentialebenen  durch  /,  als  Ebeneu- 
fläche  aus  ^  und  den  Bündeln  um  die  Schnitte  /<&. 

Polare  von  l  in  Bezug  auf  den  Tang  entencompl  ex  ist  die  Polare 
in  Bezug  auf  0,  Polare  einer  Tangente  von  $  jede  andere  Tangente 
in  demselben  Punkte. 

Alle  Punkte  der  Grund-   und   zugleich   singulären  Flache  *,   alle 
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BMührungs ebenen  von  ^  sind  stationär,  alle  Strahlen  des  Complexes 
siugulär.  Alle  Geraden  der  ^  sind  stationäre  Doppel  strahlen,  Leit- 
gerade singulare!'  Sfcrahlennetze  des  Complexes. 

Die  einem  Punkte  P  zugehörigen  Oongruenzen  (2,  3)',  (2,  3)" 
(Nr.  570)  vereinigen  sich  in  eine  Congruenz,  welche  aus  dem  Strahlen- 
felde in  der  Polarebene  von  P  nach  ^  und  der  Congruenz  2.  Grades 
der  Tangenten  von  ^  besteht,  die  in  den  durch  P  gehenden  Be- 
ruh rungs  ebenen  liegen. 

Die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  den  Complex  (Nr.  573)  ist 
die  Polarebene  nach  0. 

In  Montesano's  Abbildung  ergiebt  sich  der  Tangentencomplex, 
wenn  li\^  ein  der  Grundfläche  Ej^  umgeschriebener  Kegel  ist. 

839  Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  Begelschaar  <p  in  swet  Strahlenbüschel 

(I\,  (p,),  (F2,  (p^)  oder  küreer  %„  g^  zerfalle,  und  z/  also  in  (F^,  fp^, 
{I\,  (py).  Die  singulare  Fläche  besteht,  als  Funktfiäche,  aus  den  Ebenen 
ipi,  tp^,  als  Ebenenftäcke,  am  den  Bündel/n  Fy,  F^,  je  doppelt  gerechnet. 

Directionscurve  der  Correapondenz,  welche  auf  der  Sehuittcurve 
von  0  mit  einer  Ebene  |  durch  die  erzeugende  involntorische  Corre- 
spondenz  [2]  in  9)  entsteht,  ist  die  Complexcurve.  Im  vorliegenden 
Falle  zerfällt  jene  Curve  in  zwei  Geraden  f^,  f^.  Wir  erhalten  durch 
die  verschiedenen  Lagen  der  Complexcurve  zu  diesen  Geraden  ver- 
schiedene Correspondenzen  zwischen  deren  Punktreihen,  die  sich  dann 
in  Correspondenzen  zwischen  den  Strahlenbüscheln  (Jj,  %^  übertragen. 

Zunciclist  habe  die  Complexcurve  Ä  beliebige  Lage  sw  fj,  fg;  dann 
etttsteht  zwischen  f, ,  f^  und  infolge  dessen  zwischen  5ij  5a  ^'«ß  Corre- 
spondenß  [2,  2],  m  der  der  gemeinsame  Strahl  f  sich  mit  allen  4  ent- 
sprechenden Strahlen  vereinigt.  Jeder  Strahl  von  9j,  %i  ist  Leitgerade 
für  2  erzeugende  Strahlennetze,  f  für  2  singulare  (und  zwar  verschie- 
dene), wodurch  er  Doppeistrahl  wird;  aber  er  gehört  ja  zu  den  beiden 
Continuen  von  Doppelstrahlen,  welche  die  Büschel  [F^,  gj^),  (F^,  (p^) 
erfüllen. 

Wir  haben  noch  4  stationäre  Geraden,  in  jedem  der  beiden  Büschel 
5ii  Sä  zwei:  sie  gehen  nach  den  Schnitten  von  S  mit  fj,  f^;  und  dem- 
nach auch  4  Strahlen  netze,  je  mit  getrennten  Leitgeraden,  welche  die 
Congruenz  der  singuJären  Strahlen  bilden. 

Der  Büschel  der  Kegelschnitte  durch  die  vier  Punkte  ^  (t^fä)  giebt 
die  consingulären  Complexe.  Von  den  3  Geradenpaaren  ist  eine 
^ß^^f^f^;  die  andern  'J^i,  ^2  oder  die  Strahlenbüschel  um  ihre  Doppel- 
punkte machen  fj,  f^  perspectiv,  und  gu  52>  dadurch  projectiv  mit  f 
als  sich  selbst  entsprechendem  Strahle,  erzeugen   die  beiden  isolirten 
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Fuud^ment il  dewmde  F,,  P^,  denen  jene  Büschel  angehören.  Der 
Bu%(,hel  um  den  Doppelpunkt  ^^  ^  fjf^  you  5ß*  macht  die  ^n  ^2  ^'^ 
auss,eartet  piojectiv,  dass  f  in  beiden  singuläres  Element  ist:  Erzeug- 
nis? ist  das  Gebüsche  [f];  dies  gehört  aber  zum  Netze  (y),  dessen 
Basis  1US  gj,  5^  bestellt.  Die  Eig&iiscbaß,  äass  das  fundammtaU  Nets 
ems  det  hislm  /•iolirtm  Fundammtal-Gewmde  und  zwar  als  Gebüsche  in 
sich  aufgenotiimen  hat,  drüdcen  tair  durch  (211)  aus  und  haben  daher 
den  Cotnplet  mit 

[(2U)  11] 
r«  heseichnen 

Efi  qehe  vnii  die  Complexcurve  ^  durch  den  PunM  F";  dann  hat 
jeder  der  huichel  ^u  5s  wmj"  noch  einen  statißnären  Strahi  Die  beiden 
singuliren  Stiahl^nnetze,  für  welche  f  Leitgeiade  ist,  haben  sieh  vei 
einigt  wie  die  Tangenten  ausF*  an  $E.  Dadurch  ist  f  stahonai  er  Doppd 
strahl  geworden.  Wir  erinnern:  bei  einer  stitjou  iren  Getaden  komm  n 
ans  jedem  ihrer  Punkte  und  liegen  in  jedei  ihrei  Ebenen  zwei  ver 
einigte  Complex- Strahlenbüschel,  und  keinei  derselben  geht  dmth  die 
Gerade;  ein  stationärer  Doppelstrahl  hat  dieselbe  Eigensfhittj  aber 
alle  diese  Büschel  gehen  durch  die  Gerade,  sie  gehnit  zum  Comple-ie, 
vorhin  nicht. 

Mit  ^ß"  hat  sich  noch  eins  der  Paare  ^j    ^    vereinigt,   aho  i.'.f 
noch  eins  von  de»  isolirten  Fundamental-Gewindm  im  Gebu'tphe  [f\  ^^ 
loren  gegangen;  loir  heseichnen  deshalb  den  Complei,  mit 
[(1511)1]. 

Die  Gomplexcurve  S  ierühre  f^;  ^^  hat  ^wei  getiennte  stationun. 
Geraden,  in  5i  sjm^  sie  in  den  Strahl  d^  nach  dem  Seiuktungspunlte 
smamimengefalUn.  Jedem  Strahl  Xj^  von  %^  entspricht  dei  feste  Strahl 
f  und  ein  beweglicher  in  ^s-  Das  Strahlennetz  {^if\  ist  das  Bündel 
Feld  [Fj,  9)1],  das  so  in  den  Complex  Icommt  Also  ist  7^  Leitgeitde 
für  dieses  Netz  und  ein  anderes ;  bei  d^  abei  fallen  sie  zusammen,  und 
d^  wird  stationärer  Doppelstrahl,  aber  so  da^s  allen  Funkten  die  Ebene 
^j,  allen  Ebenen  der  Fu/nld  F^  sugehört  (Nr.  819). 

Das  Sündel-Feld  [F^,  ip^]  vertritt  zwei  der  4  Strahlennetze  der  Con- 
gruens  der  singiääreit  Strahlen,  die  beiden  andern  haben  getrennte  Leith 
geraden,*) 

Die  zwei  Paare  ^1,  Sßg  fallen  zusammen  in  eins  mit  dem  Doppel- 
punkte im  Berührungspunkte  f,!^,    von  S£   mit  fj;    die  beiden  Gewinde 


*)  Weiler  nannte  sie  (Mat.h.  Ännaleii  B(!.  7)  „spedell"  (singiilär),  was  Se; 
richtig  stellte. 
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JT],  Jpg   vereinigen  sich  in  das  Gebüsche  [i?^]:   dem  Convplexe  kommt  also 
[(211)21 

840  Wenn  S  beide  Gej'aden  fj,  fa  berührt,  so  tverden  %i,  %^  projectiv,  so 

jedoch,  dass  f  sich  nicht  selbst  entspricht:  wir  müssen  also  einen  tefrae- 
dralen  Complex  erhalten.  Auch  die  stationären  Geraden  in  g^  haben 
sich  in  d^  vereinigt,  der  von  derselben  Art  ist  wie  d^  mit  mgehorigem 
BündelrFelde  [F^,  gjg]. 

Haben  die  projectiven  Büscbel,  welche  den  tetraedralen  Complex 
erzeugenj  keinen  gemeinsaioen  Strahl,  so  sind  die  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  der  auf  der  Sohnittlinie  der  Ebenen  entstehenden 
projectiven  Puak treiben  die  beiden  weiteren  Ecken  des  Tetraeders. 
Hier  sind  diese  Punktreihen  in  ausgearteter  Projeetivität  mit  F,,  F^ 
als  singulären  und  daher  auch  sich  selbst  entsprechenden  Punkten; 
also  rq)räsenUren  F^,  F^  je  zwei  Ecken  imd  g),,  y^  je  swei  Ebenen  des 
Tetraeders;  und  da  in  der  Projeetivität  zwischen  fj,  f^  die  Berührungs- 
punkte mit  S  dem  F",  in  der  zwischen  ^j,  %^  die  d^,  d^  dem  f  ent- 
sprechen, 80  schneiden  die  d-^,  d^  die  singulären  und  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  der  ausgearteten  Projeetivität  auf  der  Schnittlinie 
f=^(pj(p^  ein:  d.^,  d^  sind  die  Kanten,  welche  die  vereinigten  Eclcen  des 
Tetraeders  verbinden,  und  in  denen  die  vereinigten  Ebenen  sich  schneiden, 
und  f  repräsmttirt  die  4  übrigen  Kernten.  Es  sei,  im  Anschlüsse  an  die 
alte  Bezeichnung,  A^B^F^,  C^D^F^,  cc^ß^ip^,  y^eS^^^, 

Die  Projeetivität  der  Büschel  {A,  ß),  (B,  a),  die  beide  mit  (F^,  (p^) 
identisch  sind,  ist  Identität  und  führt  zu  einer  Reihe  singulärer  Strah- 
lennetze; zur  Festlegung  dei  Pi ojeetivität  dienen  wieder  entspieehende 
Strahlen  von  g^,  g^  (Nr.  819) 

Die  Doppelstrahlen  d^,  d^  fuhren  su  etnem  fundainentalen  Büschel 
(wie  in  Nr.  837),  und  tmser  Complex  is(  „w  begtithnen  mit 

[(211)(11)], 
weiche  Bezeichnung  sich  an  die  der  bisherigen  tetraedralen  Complexe 
[(11)(11)(11)],  [(22)(ll)]  anschliesst. 

Durch  dy,  d^,  auf  ihnen  F^,  F^  (oder  durch  sie  tp^,  gjj  und  einen 
Strahl  sind  %^,  g^  die  Projeetivität  zwischen  ihnen  und  der  Complex 
festgelegt. 

Endlich  möge  S  die  fj  in  F°  tangiren:  mir  in  g^  besteht  noch  eine 
stationäre  Gerade.  Alle  3  isoUrten  Fundamental- Gewinde  sind  in  das 
mm    fundamentalen    Neige    gehörige    Gebüselie    [/"]    aufgegangen ;    f   ist 
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stationäre  DoppelstraM   mit   den   festm   zugehörigen  ülemmten  F,,  ip^. 
Die  Beseichmmg  ist: 

[(411)]. 

Wir  haben  oo^-l-^  Paare  sich  schneidender  Büschel  %^,  %^  und  in  841 
fester  Ebene  co^  Kegelschnitte  Ä;    also  hat  der  (Jmnple-x  [(211)11]  die 
Mannigfaltigkeit  13,   mid  für  die  Spedälfälle  [(311)1],  [(211)2]   ist  sie 
13—1,  für  [(211)(11)]  %md  [(411)]  Ungegeit  13—3. 

Bei  Montesa.no' s  Abbildung  ergeben  sich  diese  5  Complexe  fol- 
gendermassen,  wenn  in  jeden  der  Büschel  von  Doppel  strahlen  {F^,  qjg), 
{Fg,  <Pi)  einer  von  den  Grundstrahlen  des  Gewinde -Gebüsches  G  ge- 
legt wird: 

[(211)11] :    die  Spitze  des  Kegels  F,^  liegt  auf  der  Grundfläche  X,', 
[(311)1]:     die   Tangentialebene  von  Kj^  in   der  Spitze    berührt 

überdies  F/, 
[(211)2]:     der  Kegel  F^^  und  die  Fläche  Kj^  haben  eine  Gerade 
gemeinsam, 
[(211)(11)]:  sie  haben  2  Gerade  gemeinsam, 
[(411)] :      bei  der  einen  gemeinsamen  Geraden  berührt  die  Ebene, 
welche  den  Kegei  längs  ihr  tangirt,  die  Grundfläche 
in  der  Spitze. 
Bei  [(211)(11)]  kann  man  die  Grundstrahlen  von  G  auch  in  die 
beiden  isolirten  Doppelstrahlen  d,,  c^  legen:   die   allgemeinen  Flächen 
Fj^,  K^  durchschneiden  sich  in  einem  Vierseite,  in  dem  die  einen,  wie 
die  andern  Gegenseiten  sieh  vereinigt  haben,  oder  berühren  sieh  längs 
zweier  Geraden. 

Lassen  wir  jetzt  die  beiden  Hiisäiel  %^,  %^  in  einen  %  oder  (.F,  q))  842 
msammenfallen.  Das  Gewindenetz  Sj,  welches  die  beiden  erzeugenden 
projectiven  Gewindebiischel  S^,  yS/  (Nr.  829)  umfasst,  ist  dann  von 
der  beaondern  Art,  die  wir  in  Nr.  670  betrachtet  haben.  Wir  erhielten 
es  aus  irgend  einem  ihm  angehörigen  Gewinde  F  in  folgender  Weise: 
(5  gehört  zu  F,  itnd  die  singulären  Strahlen  netze,  welche  durch  die 
verschiedenen  Strahlen  von  ^  ^i^s  F  ausgeschieden  werden,  sind  die 
Basen  von  Gewindehüseheln,  die  das  Netz  Sg  erzeugen.  Alle  Büschel 
von  Sg  haben  ein  singuläres  Grund-Strahlertaetz,  dessen  Leitgerade 
immer  zu  ^  gebort. 

Machen  wir  zwei  Büschel  Sj,  5/  von  S^  projectiv,  so  ergiebt  sich 
durch  die  Schnitte  entsprechender  Gewinde  eine  Iteihe  singulärer  Strcüi- 
lennetse,  welche  den  Complex  3.  Grades  erzeugen.  Mit  ihren  Leitgeraden 
erfülleiz  sie  den  Büschel  ^  tcrid  zwar  so,   dass  jeder  Strahl  von  %  für 
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Aite  lon  diesen  Ndgm  Le  tt^eiade  i(.t  Verbinden  wir  nämlich  das 
&tiahIeDgebu«cbe  aus  S,  welches  einen  bestimmben  Strahl  von  'Q  zur 
Axe  bat  mit  den  veiicl  ledenen  fj-ewinden  von  S^  durch  Büschel  und 
schneiden  diese  mit  b-,  -äO  ergiebt  sieh  in  S/  eine  Projectivität,  in 
dei  zwei  Gewinde  emandei  entspieoben  von  denen  das  eine  einem 
Gewinde  von  'ij  m  dei  ge^ebei  eii  Projectivität  homolog  ist,  das  an- 
deie  der  Schnitt  de«!  Buscheis  ist  lei  dieses  Gewinde  von  S^  mit 
jenem  f  bi  che  vei bindet  Die  beiden  sich  selbst  entsprechenden  Ge- 
winde dieser  1:  rojectivitiit  Mchneiden  siuh  mit  den  homologen  Gewinden 
von  Si  in  den  Strahlennetzen,  deren  Leitgerade  der  betrachtete  Strahl 
von  5  ist. 

Dnrehläuft  derselbe  den  %,  so  entsteht  in  Sj^,  wie  in  S/  eine  In- 
volution; beide  Involutionen  entsprechen  sich  in  der  gegebenen  Pro- 
jectivität; den  Doppelelementen  der  einen  correspondiren  die  der  andern, 
und  tvir  hahm  in  %  zwei  ausgezeichtete  Strahlen  ä^,  d^,  hei  denmi  die 
zugehörigen  Skahlennetee  sich  vereinigt  hohen. 

Jeder  Strahl  von  ^  ist,  als  Leitgerade  zweier  singulärer  Strahlen- 
netze des  Complexes,  Doppelstrahl  desselben;  ist  ja  doch  der  Büschel 
5,  doppelt,  an  Steile  der  Regelschaar  z?  von  Doppelstrahien  getreten, 
die  im  allgemeinen  Falle  [(llljlll]  Giund  Regelschaai  des  Bündels 
S.^  ist,  oder,  wenn  wir  blos  auf  [(211)11]  zurückgehen,  an  Stelle  der 
Büschel  (-Fl,  y^)  ^'^^  (-^äi  91)1  ^^^  ebenso  m  g  zusammenfallen,  wie 
(i^i,  ipi)  and  (F^,  933)  oder  ^ii  Sä  ^^  '^J*  ^n  (^i  haben  sscfe  die  sta- 
tionären Geraden  von  5,  mit  denen  von  (Ja  leiemigt  und  sind  äwch  diese 
Vereinigung  aus  nicht  dem  Complexe  angekongen  stattonat eji  Geladen 
(Nr.  830)  in  stationäre  Doppelstt  ahlen  desbelben  übet  gegangen  (vergl 
Nr.  836,  839). 

Die  StroMennetee  S^,  Sg  des  Comptexes,  welche  d^,  bezw.  d^  zur  Leit- 
geraden haben,  bilden,  doppelt  gerechnet,  die  Congruem  S  der  singulären 
Strählen.  Als  Strahlennetze  von  S^  befinden  sie  sich  in  einem  Gewinde 
r^  dieses  Bündels. 

z/  und  9)  werden  beidu  durch  den  doppelten  Büschel  ^J  repräsen- 
tirt;  die  Trägerfläche  d>  besteht  aus  der  doppelten  Ebene  ^  und  dem 
doppelten  Bündel  F,  und  da  ©  selbst  doppelt  die  singulare  Fläche  dar- 
stellt, so  iesteht  diese  aus  der  vierfachen  Ebene  fp  und  dem  vierfachen 
'.  F. 


In  unserra  Falle  haben  sieb  in  einer  Ebene  f^,  f^  in  eine  Gerade 
f  vereinigt;  die  beiden  Tangenten  an  die  Complexcurve  S  aus  einem 
Punkte  von  f  gehören  zu  den  beiden  singulären  Stralilennetzen  des 
Complexes,    welche   den  durch  ihn  gehenden  Strahl  von  g   i'ur  Leit- 
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geraden  haben;    die  Sehmbte  ®f  sind  die  Spuren   von   d^,  d^,  und   die 
Tangenten  in  ihnen  gehören  jenen  Strahl ennetzen  Sj,  S^  an. 

Die  9:  der  consingulärea  Complexe   berühren   den   des  gegebenen  8 
in   diesen   Punkten.     Alle  consingulären  Complexe  hohen  diese  Strafden- 
netge  Sj,  S^  gemeinsam  und  berühren  sich  längs  derselben;  sie  bilden  einew 
Büschel  sich  dopjaelt  berührender  Complexe;   und  die  singulärm,  Strahlen 
sind  ihnen  allen  gemeinsam. 

Im  ß-Böschel  befindet  sich  das  Paar  der  gemeinsamen  Tangenten; 
sein  Doppelpunkt,  der  Berührungspol,  ist  der  Nullpunkt  des  einsigen 
isolirten  Ftindamental- Gemndes ,  offenbar  des  oben  erwähnten  Gewi^es 
^^,  welches  die  beiden  Strahlmnetge  S;,  S^  verbind^;  denn  die  gemein- 
samen Tangenten  gehören  ja  zu  diesen  Netzen. 

Die  Complexe QrTeu-Bttschel  in  den  verschiedenen  Ebenen  sind 
projectiv;  und  dadurch,  dass  in  ihnen  je  das  Paar  der  gemeinsamen 
Tangenten,  die  doppelte  Berührnagssehne  und  die  Complexcurve  des 
gegebenen  Complexes  homolog  sind,  ist  diese  Projectivität   festgelegt. 

Die  Berührungs sehne  f,  als  Tangentencurve  aufgefasst,  ist  das 
Paar  der  Berührungspunkte;  daraus  erhellt,  dass  sich  in  der  BeiÄe  der 
consingulären  Complexe  das  Paar  der  Gebüsche  [rfj,  [d^  befindet.  Dieses 
Faar  von  Gebüschen  hat  zwei  von  den  drei  isolirten  Ftmdamental-Qewinden 
v(m  [(111)111]  in  sich  aufgeglommen,  nämlich  das,  welches  bei  [(211)11] 
in  das  Gebüsche  [/\|  überging,  und  noch  ein  anderes.  Es  ist  das  ein 
ähnlicher  Prozess,  als  wir  ihn  bei  [(ll)llllj  kennen  lernten  und  eben 
durch  (11)  bezeichneten. 

Wir  haben  natürlich  auch  hier  ein  fundamentales  Netz;  erinnern 
wir  uns,  dass  bei  [(111)111]  dies  Netz  durch  (p  geht,  S^  hingegen 
durch  z/;  also  sind  sie  in  luTolution.  Polglich  ist  auch  jetzt  dies 
fundamentale  Netz  dasjenige,  das  zum  Netze  S^  in  Involution  ist  und 
also  auch  zu  dem  darin  befindlichen  Fundamental- Gewinde  F^;  wir 
haben  dies  Netz  in  Nr.  670  auch  besprochen  —  es  ist  der  Inbegriff 
derjenigen  Gewinde,  welche  auf  irgend  ein  Gewinde  von  8^^,  z.  B.  auf 
r\,  sich  stützen  und  durch  §  gehen  —  und  erkannt,  dass  der  Büschel 
der  Gebüsche,  weiche  die  Strahlen  von  %  zu  Axen  haben,  beiden  ge- 
meinsam ist.  Unsere  beiden  Gebüsche  [d^],  [d^]  gehören  daher  zu  diesem 
fimdamentahn  Netze.  Dies  veranlasst  wns,  die  beiden  Zeichen  (111) 
und  (11)  zusammenzuziehen  in  (221),  genauer  (1  4"  1, 1  +  ^i  Oi  "^^ 
den  CompUx  mi  bezeichnen  dtwch: 

[(221)1). 

Wenn  in  den  beiden  Büscheln  Sj,  S{  von  S^  die  (einzigen)  Ge- 
büsche einander   entsprechen,  so  befindet  sich  unter  den  Strafdennetmi 
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des  C<mplexes  das  Bündel-FeU  \_F,  g>],  das  die  Basis  des  in  8^  enthal- 
tenen Büschels  aus  lauter  Gebüschen  ist;  und  für  jeden  Strahl  von  g 
ist  dies  Bündel-Feld  das  eine  Strahlennetz,  für  das  er  Leitgerade  ist; 
die  Involutionen  in  5,  und  S^  sind  parabolisch;  die  beiden  stationären 
JDoppelstraklen  di,  d^  veremigm  sich.  Die  doppelte  Berührung  der  St 
in  jeder  Ebene  geht  in  vierpunktige  über;  Basis  des  Büschels  der  con- 
singuliken  Complexe  tmd  Ort  der  gemeinsamen  singulären  Strahlen  ist 
das  BimdelrFeld  [F,  <p],  vierfach  gerechnet. 

Auch  das  im  vorigen  FaUe  noch  vorhandene  isoUrte  Fundamental- 
Getoinde  hat  sich  mit  deti  "beiden  selbst  susammengefalhnoi  Gebüschen 
\d\\,  \d^  vereinigt.  Wir  bezeichnen  dies  durch  Hereinnahme  der  aussen 
stehenden  1  mid  Addition  zu  der  einen  Ziifer  der  Klammer  und  zwar 
einer  von  den  beiden  Ziffern,  die  von  der  vorhinigen  (11)  —  die  dem 
Büschel  der  Gebüsche  zugehört  —    bceinflusst   sind,    so   dass  sich  die 


[(321)] 
fiw  den  Compkx  ergiebt. 

844  Montesaiio  erhält  die  beiden  vorangehenden  Complexe,  indem  er 

einen  Grund- Kegel  schnitt  K^^  annimmt  und  F^  als  Kegel  voruussetat, 
der  seine  Spitze  auf  K^  hat  und  im  zweiten  Falle  überdies  die  Tan- 
geJite  von  K^    in  der  Spitze  als  Kante  enthält. 

Die  Reihe  der  consingulärea  Complexe  ist  im  ersten  allgemeineren 
Falle  bestimmt,  wenn  gegeben  sind  der  Büschel  %,  dann  die  beiden 
Strahlen  d-^,  d^  und  das  isolirte  Fundamental -Gewinde  jTj,  das  durch 
j^  gehen  muss;  (^  hat  die  Mannigfaltigkeit  5,  für  jeden  der  beiden 
Strahlen  ist  sie  dann  1  und  für  T,  3;  folglich  hat  der  Oomplex  [(221)1] 
die  Manni^ffaliigheit  5  +  2-f-34"l  =  ll,  tmd  für  [(321)]  ist  sie  10. 

Jene  ist  um  2  kleiner  als  die  von  [(211)11],  dem  allgemeinen 
FaUe,  wo  die  Büschel  i5it  5a  verschieden  sind;  denn  für  zwei  Strahlen- 
büschel  mit  gemeinsamem  Strahle  ist  es  eine  zweifache  Bedingung, 
dass  sie  identisch  werden. 

Ich  will  die  Mannigfaltigkeit  von  [(221)1]  noch  auf  eine  zweite 
Weise  ermitteln. 

Diejenige  unserer  speciellen  Gewiudebündel  S-^  ist  6;  denn  die 
Mannigfaltigkeit  des  Gewindes  ist  5  und  die  der  Strahlenbüsehel  eines 
Gewindes  3,  andererseits  kann  unser  Bunde!  S^  aus  jedem  seiner  oo^ 
Gewinde  abgeleitet  werden;  so  ergiebt  sich  5  -|- 3  —  2^6.  Der 
Bündel  S^  hat  oo^  Böschol,  so  dass  auf  co*  Weisen  zwei  Büschel  her- 
ausgenommen werden  können,  welche  dann  wieder  auf  co^  Weisen  pro- 
jectiv  zu  beziehen  sind.    Andererseits  aber  kann  jeder  Complex  dieser 
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Art  auf  c5o^  Weisen  durch  projective  Gewiadebüsehel  erzeugt  werden; 
seine  Mannigfaltigkeit  ist  also  6  +  4  +  3  —  2  =  11. 

iir. 

Mit  diesen   beiden  Arten   greifen  wir   in   eineu  allgemeinen  P'all  845 
über,  dem  sie  sich  unterordnen,   den  Fall  nämlich,   daas  der  Complex 
einen  Büschel  von  Doppelstrahlen  besitzt. 

Wenn  er  d  einem  Büschel  angehörige  Doppelstrahlen  besitzt,  so 
sind  alle  Strahlen  des  Büschels  doppelt  für  ihn.  Denn  zunächst  ist 
klar,  dass  der  Büschel  dem  Gomplexe  ganz  angehören  muss.  Also 
zerfällt  der  Schnitt  eines  beliebigen  durch  den  Büschel  gelegten  Strah- 
lennetzes in  den  Büsche!  und  eine  eubische  Regelfläche;  die  3  vorana- 
gesetzteu  Doppelstrahien  müssen  dann  aber  auch  dieser  Regelfläche 
angehören;  da  dieselbe  nicht  Kegel  sein  kann,  —  denn  ein  Strahlen- 
netz enthält  keinen  —  so  ist  dies  nicht  anders  möglich,  als  dass  noch- 
mals Zerfallen  stattfindet:  in  den  Büschel  und  eine  ßegelschaar. 

Jener  zählt  daher  im  Schnitte  eines  jeden  durch  ihn  gehenden 
Strahlennetzes  mit  dem  Complexe  doppelt. 

Bezeichnen  wir  diesen  Büschel  von  Düppelstrahlen,  wie  schon  im 
Vorhergehenden,  mit  (!*',  <p)  oder  ^.  Durch  jeden  Strahl  geht  ein  ihn 
schneidender  Büschel;  gehört  der  Strahl  zum  Complexe  F^,  so  hat 
dieser  Büschel  mit  F^  einen  doppelten  und  einen  einfachen  Strahl  ge- 
mein, ist  also  ganz  in  F^  enthalten 

Weitn  ein  CompJex  2  Chades  atitu  Biisihel  %  von  DoppeUtrahlm 
hesvLt,  so  enthalt  o  co  denselben  schneidende  Suachel  dnicli  jeden  ton 
seinen  Shahlen  geJif  emet 

Eis  Hei  g  ein  Strahl  des  feineitn  Schnitts  2  Giade'^  eines  diuth 
5  gehenden  Strahl ennetzes  mit  r\  so  enthalt  dieses  den  duich  (/ 
gehenden  Büschel  ron  F,  und  dei  Schnitt  besteht  äIso  aus  2  Büscheln 
Jedes  diitch  5  gdegte  StiahkmteL  schiieidef  den  Ccmplez  noch  m  zuet 
SUahlenhusdtehi,  die  nn  NeLe  mn  andern  Reihe  gehmen  als  %  und  dalm 
mndschief  gc/en  einandet  stnd 

Ebenso  gehört,  wenn  g  ein  istiahl  des  Schnitts  —  einer  Gon 
gruenz  2  Urides  —  von  F  mit  (,inem  duiuh  ^  gehenden  Gewmde 
ist,  dei  duich  ihn  gehende  Busthel  von  F"  zum  Gewinde,  und  diese 
Oongruenz  besteht  aus  co'  Ötralilenbü schein,  deren  Scheitel  m  9  hegen 
und  deren  Ebenen  durch  F  gehen.  Eine  Gerade  in  tp  bestimmt  ein 
durch  ^  gehendes  Gebüsche;  die  beiden  Büschel,  welche  das  Strahlen- 
netz ausachueidet,  in  dem  dies  Gebüsche  und  das  Gewinde  sich  be- 
gegnen, lehren,  dass  jene  Seheitel  in  ip  eine  Curve  2.  Grades  bilden; 
und  ebenso  umhüllen  die  Ebenen  einen  Kegel  2.  Grades  aus  F.    Beide 
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sind  perspectiv,  und  wir  erkennen  unsere  Congruenz  als  eine  von 
denen,  die  wir  in  II,  Nr.  499  Fall  2)  aufgezählt  haben,  für  n  =2; 
jedoch  mit  der  Specialität,  dass  die  Ebene  tp  des  Kegelschnitts  durch 
die  Spitze  F  des  Kegels  geht.  Diese  Specialität  bewirkt  eben,  dass 
jeder  Strahl  des  Büschels  §,  wie  nofchwendig,  Doppelstrahl  der  Schnitt- 
congruenz  ist;  er  ergiebt  sich  bei  2  von  den  erzeugenden  Büscheln. 

Der  Schnitt  unseres  Complexes  mit  einem  durch  den  Büschel  g  gehen- 
den Gewinde  ist  eine  öongruens  2.  Grades,  welche  sich  iei  einem  Kegel 
3.  Grades  und  einem  zu  ihm  perspectiven  Kegelschnitte  durch  die  Büschel 
mts  den  Funkten  des  letsteren  in  den  entsprechenden  Ebenen  des  ersteren 
ergieht,  jedoch  nodt  die  Specialität  hat,  dass  die  Ebene  des  Kegelschnitts 
durch  den  Scheitel  des  Kegels  geht. 

S  Führen   wir  aber  anch  hier,  nach  Montesano,   das  Gebüsche  G 

von  GeiDvnden,  ein,  welche ,  durch  S  Strahlen  von  Q  und  damit  durch  den 
gansen,  Büschel  gehen  (Nr.  804),  Die  Grund- Eegelschaaren  der  Netge 
von  G  zerfallen  alle  in  %  und  einen  zweiten  Büschel;  jeder  %  achoeidende 
Büschel  deflnirt  ein  Gewindenetz  in  G. 

Die  Grund- Strahlermetze  der  Büscltel  von  G  gehen  durch  §  ^""^ 
haben  also  ihre  eine  Leitgerade  in  tp,  während  die  andere  durch  F  geht; 
die  Strahlengebüsche  von  G  zerfallen  also  in  zwei  Systeme:  den  Bündel 
der  Gebüsche,  deren  Axen  durch  F  gehen,  tind  das  Feld  der  Gebüsche, 
deren  Axen  in  fp  liegen;  beide  Systeme  sind  Netze. 

Wird  also  wiederum  G  correiativ  auf  den  Punktraum  i\  bezogen, 
Bo  erhalten  wir  zwei  Funkte  K/,  Kj'f,  deren  Ebenen  den  einen  mid  den 
andern  Si^ahlmgebüschen  von  G  con-espondiren:  in  dies  Funlde^aar  ist 
die  Grundfläche  K^^  ausgeartet. 

Man  erkennt  leicht,  dass  jeder  von  den  beiden  Ebenenbündeln 
K/,  K^f  zum  Bündel  F  oder  Felde  9  von  Strahlen,  als  den  Axen  der 
den  Ebenen  correspondironden  Gebüsche,  correiativ  ist. 

Sehen  wir  von  dem  festen  Bestandtheile  %  der  Grund-Regelschaa- 
ren  ab,  so  und  die  Buchte  von  ü^  den  Strahlenbiischeln  entsprechend, 
welche  %  schneiden. 

Die  PuMe  in  2;^,  welche  den  F^  erfüllenden  Strdhlenbüscheln  cor- 
re^ondiren,  erzeugen  eine  Fläche  3.  Grades  F^^;  denn  auf  eine  Gerade 
fallen  2,  weil  das  entsprechende  Strahlennetz  von  G  2  von  den  Bü- 
scheln enthält. 

Die  beiden  Geradenscbaaren  von  -F,^  führen  dann  wiederum  zu 
zwei  JReihen  von  Strahlennefsen  H  und  L,  die  in  F^  enthalten  sind  und 
alle  durch  %  gehen. 

Die  Leitgeraden  erzeugen  zwei   verschiedene  Oerter,  am  denen  sieh 
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die  singulare  Fläche  susammmsetst,  die  einen  einen  Kegel  2.  Grades  $^ 
aus  F,  die  andern  eine  Ov/rve  3.  Grades  O^  in  <p. 

Die  beiden  Theile  entsprechen  den  beiden  Kegeln  2,  Grades  — 
den  Tangenfcialkegeln  vod  F-^  aus  K/  und  K^  —,  in  welche  der 
Torsus  t^*  ^;  F^^K^  in  diesem  Falle  sich  zerlegt  ^^  und  0^  entstehen 
durch  die  Axen  der  Gebüsche  von  G,  welche  den  Btidhruiigsebenen  des 
einen  und  des  andern  von  diesen  Kegeln  entspieehen.  Eine  Gerade  l 
bestimmt  einen  %  schneidenden  Büschel;  die  beiden  Beruhrangs  ebenen, 
welche  an  den  einen  und  den  andern  Tangentialkegel  aus  dem  eorre- 
spondirenden  Punkte  kommen,  eutaprechen  den  Gebusthen,  deren  Axen 
in  die  Büschel  {F,  V),  (l,  q>)  fallen 

Die  beiden  gemeinsameii  Tangentialebenen  dei  Berührungskegel 
—  durch  die  Gerade  K/K^P  —  lubren  zu  zwei  Strahlen  \',  \"  von 
(F,  p),  tvelche  sowohl  Kanten  von  0^,  als  Tangenten  von   ^g  sinä. 

Jede  der  beiden  Geradenschaaien  von  F^^  macht  die  Büschel  der 
Berührungs ebenen  der  beiden  Tangentialkegel  prwjectiv,  und  zwar  so, 
dass  die  beiden  eben  erwähnten  gemeinsamen  Berührungsebeuen  sich 
selbst  entsprechen. 

Demnach  erhalten  wir  zwei  Frojectivitäten  F/,  und  Fi  zwisdißn  den 
Kanten  von  $^  und  den  Tangenten  von  ^^,  in  de>%en  die  Leitgernden  je 
desselben  Strahlennetzes  H  oder  L  sich  entsprechen. 

In  heiden  sind  die  Strahlen  f,  j"  sich  selbst  entsprechend,  und  jeder 
ist  daher  Leitgeraäe  für  ßwei  singulare  Strahlenneke  des  Compiexes. 

Die  volle  singulare  Fläche  0  besteht  <üs  Punhtßäche  aus  0^  tmd 
der  doppelten  Ehene  <p,  als  Fbenenftäche  aus  0^  und  dem  doppelten  Bündel 
F.  Von  den  i  Strahlenbüscheln  des  Complexes  durch  einen  Strahl  des- 
selben haben  sich  mvei  in  dettjenigen  vereinigt,  welcher  %  schneidet,  die 
beiden  andern  hommen  von  I^nhten  des  0^  und  liegen  in  Ebenen,  welche 
Og  tangirm. 

Nehmen  wir  wiederum  eine  Berührungsebene  t  von  0,  etwa  eine  847 
von  0^,  welche  0"^  in  dem  Kegelschnitte  C^  und  rp  in  der  Tangente 
C  von  0^  schneidet;  die  Punkte  §  und  ß,  die  zu  P;,  und  Fi  geboren, 
sind  die  Schnitte,  mit  C^,  eines  Strahls  durch  den  Berührungspunkt 
T\  die  Strahlen  durch  §,  bezw.  S  schneiden  auf  C^  und  C,  machen 
diese  projectiv  und  damit  auch  0"-  und  S^;  man  ersieht,  wie  die  Spu- 
ren von  f,  f",  die  Schnitte  von  C^  und  C,  und  also  auch  \',  \"  sich 
selbst  entsprechend  werden. 

In  einer  Ebene  haben  wir  eine  Correspondenz  [2,  1]  zwischen 
einem  Kegelschnitte  uud  einer  Geraden;    da  sie  zwei  sich   selbst   ent- 
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sprechende  Punkte  hat,  so  ist  ihr  Erzeugniss  eine  Curve  2.  Klasse,  die 
Complexcurve. 

Gehen  wir  jetzt  von  einer  Projectivität  P/,  zwischen  $^  und  4»2 
aus,  in  der  f  und  |"  sich  selbst  entsprechend  sind;  wie  gelangen  wir 
zu  der  Pf,  die  den  nämlichen  Comples  erzeugt?  Wenn  ein  Strahl  g 
desselben  die  io  Fi,  entsprechenden  Geraden  h  auf  #^  und  h^  von  ^^ 
trifft,  so  muss  er  auch  entsprechende  Geraden  l  und  l^  von  Pj  treffen, 
also  in  die  Ebene  hl  fallen  und  durch  den  Punkt  h^l^  gehen,  und  dem- 
naeh  dieser  in  jene  fallen.  Diese  Beziehung  muss  für  jedes  Paar  ho- 
mologer Strahlen  AÄ^  von  P;,  und  jedes  Paar  homologer  Strahlen  von 
P(  statthaben.  Halten  wir  h,  h^  fest,  so  bestimmt  die  Ebene  hl  auf 
h^  einen  Punkt,  und  /j,  die  zweite  Tangente  aus  ihm  an  ^^i  bewegt 
sich  projectiv  zu  hl  und  zu  l;  kommt  l  nach  f  oder  f",  dann  thut  es 
auch  Ij.  Wir  haben  also  eine  Pj,  bei  der  die  Bedingung  zunächst  für 
das  eine  Paar  hh^  und  jedes  Paar  U,  erfüllt  wird.  Wir  leiten  nun 
aus  irgend  eiuem  Paar  dieser  Pj  eine  Projectivität  P,,  ab;  sie  stimmt 
mit  der  gegebenen  P/,  überein,  weil  sie  die  3  Paare  j'j',  j"f",  M,  mit 
ihr  gemein  hat,  und  zwar  gleichgiltig  von  welchem  Paare  der  p  aus- 
gegangen wurde.  Daraus  ist  klar,  dass  durchweg  die  Indäens  der  Ebene 
hl  mit  dem  Ttmkie  hj,^  erfüllt  tvird*)  und  also  jeder  Strahl,  der  ein 
Paar  h\  trifft,  auch  eiuem  Paare  11^  begegnet,  oder  beide  verbundenen 
I*rojectivitäten  P^,  P;  den  nämlichen  Complex  erzeugen. 

Lassen  wir  nun  h  und  l  oder  h,  und  l^  zusammenfallen,  so  haben 
wir:  die  beiden  Tangenten  von  <P^,  welche  in  Pa  und  Ft  derselben 
Kante  von  «B^  entsprechen,  schneiden  sieh  auf  der  Berührungsebene 
der  Kante,  die  beiden  Kauten  von  ^^,  welche  der  nämlichen  Tangente 
von  0^  homolog  sind,  liegen  in  einer  durch  ihren  Berührungspunkt 
gehenden  Ebene.  So  wird  jedec  Tangentialebene  von  0^  ein  in  ihr 
befindlicher  Punkt  von  9,  jedem  Punkte  von  ^a  ^^^^  durch  ihn  gehende 
Ebene  von  P  zugeordnet:  die  durch  diese  incidenten  Elemente  ent- 
stehenden Strahl enbüachel  bilden  mit  (5i  ^^^  ^'^^  schneiden,  liegel- 
schaaren  [/*  =  l,  \,  y  oder  [h^  =  \,  h,  l]  von  der  Art  in  Nr.  7Ö0,  die 
aus  lauter  singulären  Strahlen  bestehen. 

Durch  einen  Punkt  X  von  ip  mögen  die  Tangenten  Aj  ^  l^',  A,'  ^^  l, 
von  ^2  gehen;  dann  liegt  er  als  ^l,  in  der  Ebene  hl  und  als  \'l^' 
in  h'T;  die  beiden  von  ihm  ausgehenden  Büschel  in  diesen  Ebenen 
sind  in  Strahlennetzen  des  Complexes  gelegen  (der  erstere  z.  B.  in 
[/fÄj]  und  [Wj]);  gemeinsamer  Strahl  ist  immer  der  aus  ^,  und  so 
zeigt  sieh,  dass  alle  Strahlen  von  %  BoppelstraMen  des  Complexes  sind. 

*)  Sie  ist  äquivalent  damit,  dass  liJiU^  einer  Regel acli aar,  A.  h,  hier  einem 
Strahlenbüsohel- Paare  angehören. 
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Fällt  X  auf  (',  in  der  \  ^^  l^  mit  li  =^  V  zusammenfällt,  so  sind  die 
beiden  Ebenen  \'l,  \'}i,  also  nicht  identisch;  \'  und  f"  sind  nicht 
stationäre  Doppel  strahlen.     Duales  gilt  für  die  Ebenen  von  F. 

Die  beiden  Ebenen  fallen,  wenn  X  auf  $^  liegt,  in  eine  zuaam- 
men:  die  oben  dem  Punkte  zugeordnete. 

Je^  ^Pmikt  von  ^^  ist  ein  stationärer  Funkt  und  also  Scheitel  eines 
Büschels  singulärer  Strahlen:  zugehörige  singulare  JEienen  sind  die  Tmt^ 
gentialebenen  des  ^^  ***  ^^^  Funkte.  Jede  Berührungsebme  von  0^  ist 
stationär  und  Träger  eines  Büschels  sitt^ulärer  Strählen,  welche  su  dm 
verschiedenen  Funkten  der  Bmihrungskante  gehören. 

Alle  Complexcurven  treffen  ^^  mceimal  und  herühren  ^^  zwdmal; 
alle  Complexkegel  Äo&ej»  mit  **  swei  Tangentialebenen  gemein  und  be- 
rühren ^3  zweimal. 

Umgekehrt,  in  einer  Tangentialebene  von  ^^,  welche  durch  die 
Tangeute  \  e^  \  geht,  haben  die  beiden  Complex-Strahlenbüschel  ihre 
Scheitel  in  deu  Spuren  von  Ä  und  l,  der  singulare  Strahl  ist  also  die 
Spur  der  Ebene  hl,  der  dem  Berührungspunkte  der  Tangentialebene 
von  $2  zugeordneten  Ebene;  er  muss  also  durch  diesen  Punkt  gehen. 

Wir  haben  so  iswei  getrennte  Systeine  von  singulären  Strahlen^  die 
einm  su  den  Funkten  von  ^^,  die  andern  su  den  Tarigentialebenen  von 
0^  gehörig.  Beide  Systeme  sind,  wie  in  Nr.  845,  Congniengen  2.  Grades 
von  der  Art  der  in  Bd.  II,  Nr.  490  3)  besprocJtenen,  aber  mit  der  Be- 
sonderheit, dass  sie  einen  Büschel  von  doppelten  Strahlen  hesits&n,  beide 
dm  %.  In  der  That,  wenn  h^  ^  l^  um  Og  sich  bewegt,  durchlaufen 
h  und  l  den  Kegel  0^  projeetiv  und  die  Ebene  hl  umhüllt  einen  Kegel 
2.  Grades  W^  mit  der  Spitze  I\  welcher  den  ^^  in  den  sich  selbst 
entsprechenden  Geraden  f,  f"  tangirt.  Also  haben  wir  einen  Kegel- 
schnitt 0^  und  einen  zu  ihm  perspectiven  Kegel  'i*'^  —  denn  hl  geht 
ja  immer  durch  den  Berührungspunkt  von  hj^il,  —,  und  ihr  Erzeug- 
niss  ist  die  Congruenz  der  singulären  Strahlen,  die  zu  den  Punkten 
von  0^  gehören.  Auch  hier  findet  die  Specialität  statt,  dass  die  Spitze 
des  Kegeis  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  liegt,  weshalb  eben  der 
Büschel  5  für  die  Congruenz  aus  lauter  Doppelstrahlen  besteht. 

Ebenso  erzeugen  die  Punkte  von  tp,  welche  den  Tangentialebenen 
von  0^  zugeordnet  sind,  eine  Curve  W^,  welche  0^  auf  (',  J"  tangirt 
und  zu  $^  perspectiv  ist;  durch  sie  entsteht  die  Congruenz  2.  Grades 
der  singulären  Strahlen,  die  zu  den  Berühruugsebenen  von  0^  gehören; 
sie  hat  auch  alle  Strahlen  von  %  zu  doppelten.^') 

*)  Auch  mit  dieaeii  Congruenzen  hat  mtta.  das  Gebiet  der  Kummer'Bchen 
Aufi^lung  der  CongruenEea  2,  Ordnung  überschritten,  ohne  sich  dessen  bewugat 
au  werden  (vergl.  Nr.  772). 
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Die  Ebenen,  welche  den  Punkten  von  ^^,  die  Punkte,  welche  den 
Berührungs ebenen  von  ^^  zugeordnet  sind,  sind  also  ihre  Nuilelemente 
in  den  durch  diese  Congriienzen  gehenden  Gewinden.*)  Für  diese  sind 
die  Polare  von  F  m  Bezug  aut  3>  und  dit  von  if  m  Bezug  auf  3»^ 
polaie  Geraden 

Die  Sti  ablen netze,  welche  der  Complex  enthalt  und  die  alle  durch 
den  Büschel  ^  gehen,  tuhrcn  zur  Eismgwng  dmck  sioei  projecUve  Ge- 
ivindebuschei  m  det  besondetn  Lage,  dass  die  Grund-bbahlennetse  einen 
StralüenbHsdiel  geman  haben  dessen  sammtliLhe  Stiahlen  wie  in  Nr.  829, 
doppelte  Strahlen  des  erzeugten  Complex  es  »ein  müssen 

848  Die   oo^  Paare   verbundener  Trojectivitäten   P;,,  Pi   (mit    den   sich 

selbst  entsprechenden  Strahlen  j',  f")  fuhren  m  deii  consingulären  Com- 
plexen.  Unter  ihnen  haben  wir  zwei  sich  selbst  verbundene.  Nennen  wir 
F',  F"  die  Berührungspunkte  von  j',  J"  mit  0^  "i<i  ^'i  'p"  '^i"  ^^- 
rührungsebenen  von  0^  in  (',  [",  ferner  f,  f  die  Geraden  <p'(p",  F'F'\ 
die  obigen  Polaren;  jedes  Gewinde  des  Büschels  durch  [ff'}  trans- 
formirt  0'  in  einen  Kegelschnitt,  der  ebenfalls,  wie  0^,  die  |',  \"  auf 
f  berührt.  Die  Nullpunkte  irgend  einer  Tangentialebene  §  von  $^ 
für  diese  Gewinde  durchlaufen  ihre  Schnittlinie  mit  9;;  demnach  haben 
wir  zwei  Gewinde  f'j,  F^,  für  welche  sie  auf  (5^  fallen  und  die  also 
0^  in  02  überfuhren.  Die  auf  0^,  0.^  gelegenen  polaren  Geraden  etwa 
von  r^  beschreiben  eine  unserer  Projectivitäten,  und  da  die  Berührungs- 
ebene der  einen  durch  den  Berührungspunkt  der  andern,  ihren  Null- 
punkt, geht,  80  hcisst  das:  zn  hznl  gehört  Äj  =E  ?i,  und  diese  P,,  ist 
mit  ihrer  verbundenen  P(  identisch.     Alle  Strahlennetze  [h\~l  gehören 

zu  r^. 

Wir  haben  in  den  beiden  Gewinden  T,,  V^  die  Doppeigewinde  der 
Reihe  der  consingulären  Complexe,   die  isoUrten  Fundamental- Gemnde 


Die  Schnitte  von  gqo  mit  0^  sind  harmonisch  zu  denen  mit  f  und 
f,  also  ^^,  r^  harmonisch  zu  den  Gebüschen  ihres  Büschels  oder  in 
Involution. 

Die  Beilie  der  consingulären  Complexe  h(d  den  Grad  3;  denn  eine 
Gerade  bestimmt  2  Projectivitäten  p,  zwischen  0"^,  0^,  in  denen  der 
einen  von  ihr  getroffenen  Kante  von  0'^  die  eine  und  die  andere  ge- 
troffene Tangente  von   0^  homolog  sind. 

*)  Diese  Gewinde  sind  niclit  in  Involution,  wie  Weiler  behauptet,  aber  polav 
in  der  Oovrelation,  von  welcher  der  Comples  der  Keriicomples  ist;  denn  ab  sol- 
chen werden  wir  ihn  erkeuuen. 
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Nun  kommt  es  darauf  an,  misem  Complex  als  den  Kemcomplex 
einer  Corrdation  m  erkennen.  Es  sei  F-^^  unendlich  nahe  dem  F  auf  f, 
so  lassen  wir,  zur  Bestimmung  einer  Correlation,  den  Punkten  F',  F", 
F,  F^  die  Ebenen  q;',  <p",  cp,  f'Fi  homolog  sein;  dadurch  wird  FF'  FyF" 
Durchschnitts -Viorseit  der  Eemflächen;  zur  Büschel-Schaar  durch  dieses 
Vierseit  gehören  nur  Kegel  2.  Grades,  welche  die  tp,  95"  längs  \',  f" 
tangiren,  und  Kegelschnitte,  die  in  F',  F"  von  f,  \"  tangirt  werden, 
unter  jenen  <&^,  unter  diesen  O3. 

Lassen  wir  also,  zur  endgiltigen  Bestimmung  der  Correlation, 
einem  Punkte  P  von  0^  die  Ebene  n  entsprechen,  die  von  ihm  nach 
der  Tangente  von  #2  g^ht,  welche  der  Kante  FF  in  der  dem  Com- 
plexe  zugehörigen  P^  oder  Fi  homolog  ist,  so  machen  wir  $^  zur 
Punkt-,  ^2  zur  Ebenen-Kernfläehe  der  Correlation.  Fh  und  Fi  werden 
zwischen  ^^  und  $3  nun  auch  durch  die  Correlation  inilucirt:  der 
Complex  ist  ihr  Kemcomplex.  Eine  Umkehrung  der  Bedeutung  der 
Kernflachen  (Nr.  809)  ist  hier  nicht  möglich. 

Diese  Specialität  der  Correlation  ist  nur  eine  einfache  Bedingung; 
denn  die  Ausartung  der  Fläche  2.  Grades  in  einen  Kegel  ist  es,  und 
eine  solche  Ausartung  der  Punkt -Kernfläche  bedingt  die  der  andern 
in  einen  Kegelschnitt.  Demnach  muss  aiuik  die  Mannigfaltigheit  des 
vorliegmäen  Complexes  nur  um  1  geringer  sein,  als  die  des  Kemcomplexes, 
also  14.  Dies  lässt  sich  direct  einsehen.  Der  Büschel  %  bat  die  Man- 
nigfaltigkeit 5,  in  ihm  das  Strahlenpaar  j'f"  die  Mannigfaltigkeit  2, 
für  ^^  und  $3  ist  sie  dann  je  3,  und  für  P/,  (oder  Fi)  noch  1,  mit- 
hin 5  +  2  +  2.3  4-  1  =  14. 

Von  dem  Vierseite  dd^d'dl  des  allgemeinen  Kemcomplexes  haben 
sich  die  einen  Gegenseiten  mit  den  andern  in  f',  ["  vereinigt;  äie  ieiden 
fundamentalen  Süschel  durch  {dd']  und  [d^d{]  heim  allgemeinen  Kern- 
complexe  sind  in  den  durch  [j'f]  gusammengefallen,  also  in  einen  Büschel 
von  lauter  Gebüschen,  die  als  solche  nun  freilieh  nicht  mehr  eigentliche 
Fundamental  -  Gewinde  sind.  Drücken  wir  diese  Vereinigung  von.  uwei 
(11)  durch  (22)  aus,  so  haben  wir  unsem  Complex  mit: 

[(22)11] 
SU  hegeicknm. 

Der  Biisehcl  der  Axen  dieser  Gebüsche  liegt  im  S  chuitt-S  trabten - 
netze  [/y"]  der  beiden  isoiirten  Fundamental-Gewinde;  so  dass  die  In- 
volution dieses  fundamentalen  Büschels  zu  letzteren  ersichtlich  ist.  — 

Es  mögen  nunmehr  die  heiden  Geraden  f,  f"  in  \  ssusammenrücken ; 
dann  berührt  »p  den  Kegel  ®^  längs  j,  und  F  ist  der  Berührungspunkt 
von  *3  mit  (;  der  eine  Schnitt  von  ly  mit  0^  '^^^^  -^i  ^'^  ^*^  *^' 
isoiirten  Fundamente^- Gewinde  vereinigt  sich  mit  [j]  und  tritt  damit  in 
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ämt   fundammialm    Büschel   ein;    folglich   erhält   der    Complex   die   Be- 

[(32)1]. 

849  Wir  ne^imen  mi,  dass  O^  oder  0^  in  zivei  Eheneti  oder  zwei  Funlite 

verfalle;  dadurch  gelangen  wir  mi  zwei  dualen  Complexen. 

Wenn  *^  in  die  Ebenen  tp,  q>"*)  serfäUt,  so  sind  —  ähnlieb  wie 
beim  Hirst'scheji  Complexe,  von  dem  ja  diese  Complexe  besondere 
Fälle  sind  —  die  Projectivitäten  Ph,  Fi  solche  zwischen  (F,  tp),  bezw. 
(F,  tp")  und  Oj,  in  denen  j',  bezw.  ("  sich  entspricht.  So  ergiebt  sich 
folgende  einfache  Erzeugungs weise  für  den  ersten  der  beiden  Com- 
plexe: 

Ein  StrakleniOsckel  und  der  Tangentenbüschel  eines  Kegelschnitts, 
welche  einen  gememsamen  StraM  Tuiben,  sind  so  projectiv  belogen,  dass 
dieser  sich  seihst  entspricht.  Die  StrcMennetne,  deren  Leitgerade  in  dieser 
FrojecUvitäi  homolog  sind,  ersmgen  den  Complex. 

Leiten  wir  wiederum  aus  der  einen  Projectivität  P*  zwischen  (F,  <p') 
und  0^  die  andere  ab.  Der  gemeinsame  Strahl  sei  f,  die  zweite  Tan- 
gente aus  F  an  0^  aber  (",  der  ihr  entsprechende  Strahl  f  in  (F,  <p') 
bestimmt  mit  ihr  die  Ebene  (p".  Auf  einer  Tangente  x  von  0^  ^^^' 
steht  eine  zu  (F,  ip")  projective  Punktreihe;  der  Punkt  x\'  fallt  auf 
seinen  entsprechenden  Strahl  f;  die  Verbindungsebenen  erzeugen  also 
einen  Ebenenbuschel,  dessen  Ase  durch  F  geht.  Die  Ebenen  enthalten 
die  von  den  Punkten  von  x  kommenden  Strahlenbüscbel  der  verschie- 
denen erzeugenden  Strablennetze;  (p"  gehört,  da  sie  x\"  mit  /'verbindet, 
zu  ihnen  und  enthält  die  Axe;  diese  ist  der  x  entsprechende  Strahl  von 
(F,,,")mP,. 

In  P/,  entspricht  dem  \"  der  Scbnittstrahl  f^^fp'tp";  damit  Iiommt 
das  Bündel-Feld  [F,  <p"]  in  die  Seihe  der  StraJüemtet^e  H,  itnd  thenso 
befindet  sich  \F,  fp''\  in  dm-  der  L. 

Der  Bündel  F,  der  au  beiden  gehört,  enthält,  ausser  dem  Doppel- 
strahlen -  Büschel  {F,  fp),  auch  den  einzelnen  Doppelstrahl  f^^ip'ip". 
Von  den  3  Doppelstrahlen  jedes  der  beiden  Felder  fallen  2  nach  j', 
bezw.  f",  welche  ja  je  zwei  Seiten  des  Dopp  el  strahlen -Vier  seits  des 
Hirst'schen  Complesea  repräsentiren.  Von  den  beiden  singulären 
StraLlennetzen,  für  welche  f  oder  \"  Leitgerade  ist,  ist  das  eine  ein 
Bündel-Feld. 

Ber  Doppels^ahl  f  ist  ein  solcher  mit  stationären  Ebenen  und  zu- 
gehörigem festen  FimJcte  F  (Nr.  819). 

*)  In  diese  Ebenen  gehen  niivtilioh  die  bisher  mit  cp',  cp"  beaeinlineten  Ehe- 
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Alle  Strahlen  des  Bündels  F  sind  aingulär,  diesem  Punkte  zuge- 
hörig  und  den  verschiedenen  Ebenen  des  Büschels  f.  Die  den  Punkten 
von  ip',  ff"  zugehörigen  singulären  Strahlen  fallen  in  diese  Ebenen. 
Diese  Felder  und  jener  Bündel  doppelt  werden  durch  die  Congrmns 
2.  Grades  der  äu  den  FunUen  von  ^P^  gehörigen  singulären  StraMen, 
welche  sich  wie  im  allgemeineren  Falle  verhält  —  denn  der  Kegel  ^^ 
zerfällt  nicht  —  *),  mr  vollen  Congruens  S  ergänst  Die  singulare  Fläche 
besteht  aus  ip  äo^eü,  <p',  fp'  einfach,  F  doppelt  tmd  d^i-  Sbmenfläche  0^ . 

Wir  sahen  beim  allgemeinen  Falle,  daas  jede  Tangentialebene  dea 
$*  ihre  Schnitte  mit  0^  an  Nullpunkten  in  Bezug  auf  rjjFg  hat  and 
demnach  jeder  Puukt  von  ^^  die  beiden  Tangentialebenen  aus  ihm  an 
S^  zu  Nullebenen. 

Diese  fallen  hier  in  die  Ebene  nach  f  zHsammen,  Das  bedeutet, 
daas  die  Fundamental- Gewinde  T,,  F^  sich  in  das  Gebüsche  vereinigen, 
dessen  Axe  dej-  einzelne  Dqppelstrahl  f  ist.  Demnach  kommt  diesem 
Complexe  und  dem  dualen  die  Be^efhmmg  [(22)2]  zu;  sie  sollen  wieder 
so  unterschieden  werden,  da^s  der  eben  betrachtete  mit: 

[(22J2)" 
und  der  dudle  mit: 

[(22)2]' 
iemeichnet  wird. 

Ein  Strahl  trifft  2  Tangenten  von  $^  und  einen  Strahl  von  (F,  tp) 
und  legt  2  Projectivitäten  Ph  fest;  also  gi^en  durch  ihn  zwei  consingu- 
läre  Complexe;  es  sei  denn,  dass  er  ^^  trifft,  wo  er  dann  für  den  ein- 
zigen durch  ihn  gehenden  Complex  singulär  wird. 

Wie  beim  Hirat'schen  Complexe,  muss  eine  Correlation  eteiscfien 
tp,  (p"  entstehen:  jedem  Punkte  eines  der  beiden  Felder  entspricht  im 
andern  die  Spur  der  Ebene  dea  zweiten  von  ihm  ausgehenden  Com- 
plex-Strahleobüschels, 

Erzeugnias  der  beiden  correlativen  Felder  ist  nicht  eine  allge- 
meine Fläche  2.  Gradea,  sondern  der  Kegelschnitt  ^j,  der  ja  von  den 
Ebenen  der  genannten  Strahlenbüachel  tangirt  wird.  Die  zweite  Er- 
zeugung durch  correlative  Bündel  wird  hier  illusorisch. 

Lassen  wir  toiederum  \'  und  \"  sieh  in  f  vereinigen,  so  dass  F  auf  850 
$^  zu  liegen  kommt  und  durch   seine  Tangente  [  die  beiden  Ebenen 
<p',  tf"  gehen;  dann  fällt  also  auch  /'  in  f,  und  damit  ist  das  Gebüsche 
\f],  in  dem  sich  die  beiden  Fundamen tal-Ge winde  vereinigt  haben,  in 

*)  Den  Irrtlinm  Weiler'»  (Math,  Annalen  Bd.  7),  welcher  behauptet,  daaa 
die  Strahlen  dieser  Congruena  die  Polare  f  von  F  nach  ^5  treifen,  hat  schon 
Hirst  berichtijrt. 
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dm  fundamentalen  Büschel  eiiigetreten;  es  ergeben  sich  für  den  betreffen- 
den Complex  und  den  dualen  die  Bezeichnungen: 
[(42)]"     und    [(42)]'. 

Vorhin  war  die  Projectivität  P^  der  Bedingung  unterworfen,  dass 
Y  sich  selbst,  f"  und  f  einander  entsprechen;  und  wir  hatten  oo^  Pro- 
jeetivi täten;  jet^t  dagegen,  wo  |',  j",  f  sich  vereinigen,  giebt  es  oo^. 
Jede  von  ihnen  führt  zu  einer  Fi  zwischen  0^  ^^^  einem  Büschel  aus 
F  in  einer  bestininaten  Ebene  <p"  durch  f;  von  den  oo^  P;  gehören  je 
<x>^  zur  nämlichen  Ebene  rp",  und  ist  mit  der  sjngulären  Fläche  diese 
gegeben,  so  sind  nur  diejenigen  oo^  P^  zu  nehmen,  welche  zu  P^  führen 
mit  dieser  Ebene. 

Die  Büschel  {F,ij)'),  (F,(p"'),  beide  zu  d?g  projectiv,  sind  diesmal 
perspectiv,  da  \  sich  selbst  entspricht;  also  erzeugen  die  Verbindungs- 
ebenen der  h,  l,  die  je  derselben  Tangente  Äj  ^  ^i  homolog  sind,  einen 
Ebenen büschel ,  und  die  Congruens  3.  Grades  der  süigtäären  Strahlen, 
die  SU  den  Pimlcten  von  ^^  gehören,  erhält  die  A^e  dieses  Büschels  sur 
singulären  (von  allen  ihren  Strahlen  getroffenen)  Linie.  Diese  Con- 
gmeaz  ist  also  die  in  II,  Nr.  484  besprochene  für  n  =  2.  Man  kann 
leicht  beweisen,  dass  diese  Gerade,  welche  durch  F  geht,  von  tp  durch 
g>',  <p"  harmonisch  getrennt  ist. 

851  Nun  serfalle  *^  in  qj',  (p"  und  stiglcich  <^^  in  F',  F"  oder  genauer 

*^  in  die  Strahlenbüschel  (F,  <p'),  (F,  <p")  und  *a  in  (P",  v),  (P",  >p). 
Die  gemeinsamen  Strahlen  f,  |"  vertheiien  sich:  f  ist  (F,  tp)  und 
{F',cp),  f"  ist  {F,fp"'),  (^F'\  q>)  gemeinsam,  so  dass  F'  in  ip,  F"  in 
<p"  liegt.  Die  Projeetivität  P/,  zwischen  (P,  qi')  und  dem  nicht  zer- 
fallenden ^g  ist  so,  dass,  wenn  zunächst  zwischen  (P,  ip')  und  f  eine 
Projeetivität  hergestellt  wird  mit  f  und  ihrem  Berührungspunkte  F' 
als  entsprechenden  Elementen,  dem  Strahle  von  (P,  ip')  in  P,  die  vom 
homologen  Punkte  auf  f  kommende  zweite  Tangente  von  *g  corre- 
spoödirt.  Das  ist  jetzt  immer  ein  Strahl  des  Büschels  (P",  ip).  Also 
wird  Pi  mm  Frojectivität  stoischen  {F,  ip')  und  (F",  (p),  in  welcher  dem 
\'^FF'  der  f'^^F"F',  dem  f^<p'<p"  der  f  ^ P"P  correspondirt; 
ebenso  wird  P;  Projeetivität  zwischen  (P,  y")  und  (P',  (p).  Es  erhellt, 
dass  man  es  mit  einem  tetraedralen  CompUxe  zu  thun  hat.  Auf  der 
Schnittlinie  (p'<p  der  Ebenen  der  Büschel  von  P;  entsteht  wiederum 
eine  ausgeartete  Projeetivität  mit  den  singulären  Punkten  P,  P';  er- 
sterer  ist  Schnittpunkt  aller  Strahlen  von  (P,  (p),  letzterer  der  Schnitt- 
punkt mit  F"F',  weicher  f'^Eqaq;'  entspricht. 

Von  den  beiden  weiteren  Ecken  des  Tetraeders  ausser  den  Büschel- 
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scheiteln  F,  F"  ist  eine  F\  die  andere  aber  hat  sich  mit  F  vereinigt. 
Dieser  Punkt  ist  Schnittpunkt  der  entsprechenden  Strahlen  F"  F  und 
gj'q»",  also  erkennen  wir^  diese  Strahlen  durch  unendlich  nahe  ersetzend, 
dass  f^fp'q}"  V&y'binäungskai'^  der  beiden  in  F  vereinigten  Edien  ist; 
was  auch  damit  stimmt,  dass  ip,  ip"  zwei  Ebenen  des  Tetraeders  sind, 
während  die  beiden  übrigen  eich  in  rp  vereinigt  haben  mit  f'^F'F" 
als  Schnittkante, 

Es  liegt  also  deqenige  tetraedrale  Complex  vor,  mit  dem  wir  es 
schon  in  Nr,  819  zu  thun  gehabt  haben  und  dessen  Bezeichnung 
i;(22)(ll)]  ist.  Wie  iei  [(22)2]"  f  Doppelsirahl  mit  lauter  stationären 
Ebenen  und  festem  ztujeMrig&h  Funkte  F  ist  und  hei  [(22)2]'  f  Doppel- 
strahl  mit  lauter  stationären  Punkten  und  fester  sugehörigen  Ebene  (p,  so 
gilt  jetzt  beides. 

Die  Zweifachheit  aller  Strahlen  des  Büschels  (F,  (p),  die  sich  in 
Nr,  819  zeigte,  ist  allgemeine  Eigenschaft  der  Gomplexe  unserer  Klasse. 

Die  c»^  Projectivitäten  P^  zwischen  {F,  <p')  und  {F",  rp)  mit  den 
festen  entsprechemlen  Elementen  i''i'";^  99  und  f'^ziF"F',  f^tp'ip" 
und  F"Fz^tpip"  führen  20  den  consingulären  Complexen. 

Dieser  Specialfall  ist  schon  in  I,  Nr.  277  erwähnt  worden:  der 
Complex  wurde  dort  durch  einen  Bündel  A  und  ein  zu  ihm  collineares 
Feld  a  erzeugt  (I,  Nr.  258),  wenn  A  und  «  incidireu.  In  A  coinei- 
diren  zwei  Ecken,  in  a  zwei  Ebenen  des  Tetraeders;  und  der  Ueber- 
gang  vom  allgemeinen  zum  besondern  Falle  zeigt,  dass  Verbindungs- 
kante der  beiden  vereinigten  Eckeu  der  Strahl  des  Bündels  ist,  der  in 
der  Collineation  dem  Scheitel  A  als  Punkte  des  Feldes  a  entspricht, 
und  Schnittkante  der  vereinigten  Ebenen  der  Strahl  des  Feldes,  wel- 
cher der  a  als  Ebene  des  Böndels  homolog  ist. 

Sind  die  beiden  Büsdtel  (F,  tp)  und  {F",  qi)  so  p-ojectiv,  dass  die  852 
Strahlen  <ptp'  und  F"F  einander  &nt^rechen,  so  fällt  auch  noch  F'  ua.ch 
F  und  tp"  in  ip.  Daher-  sind  in  F  3  Ecken  des  Tetraeders  vereinigt,  in 
(p  3  Ebeitm,  F"  ist  die  vierte  Ecke,  qi'  die  vierte  Ebene,  In  fptp', 
FF"  sind  alle  Gegenkanten-Dupel  des  Tetraeders  zusammengefallen, 
aUe  3  fuiidamentalen  Büschel  haben  sich  in  den  Büschel  der  Gehüscliey 
deren  Axen  den  (F,  q>)  erfüllen,  vereinigt;  der  Complex  erhält  deshalb  die 


[(33)]. 

Die  beiden  andern  projectiven  Büschel  (F,  <p"),  {F',  9)  sind  in 
(F,  <p)  zusammengefallen  mit  durchweg  sich  deckenden  homologen 
Strahlen:  jeder  Strahl  x  dieses  Büschels  wird  Leitgerade  eines  singu- 
läreu  Strahleunetzes;    zu  diesem  gehört  der  eine  Strahlenbüsehel,  den 
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ein  Puükt  X.  von  x  an  den  Complex  sendet,  der  andere  —  von  ihm 
verschieden  —  entstammt  dem  erzeugenden  Strahlennetze,  dessen  eine 
Leitgerade  der  Strahl  J"'X  von  {F",  <p)  ist.  Stationär  sind  nur 
f^-:(pfp'^<j)'ip"  und  f  =  FF"  ^  F' F" . 

Die  Complexkegel  schneiden  ^'  in  Curven,  welche  sich  in  F  oscu- 
liren  mit  ipq>'  als  gemeinsamer  Tangente,  die  Complexeurven  wurden 
ans  F"  durch  Kegel  projicirt,  welche  sieh  längs  F"F  osculiren  mit 
tp  als  gemeinsamer  Berührungsebene. 

Aber  bemerkenswerth  ist,  dass  die  erzeugende  ProjecHvität  P^  nur 
einer  "Beämgung  imtenoorfen  ist,  wid  daher  die  ZcM  d^  consingulären 
Goinplexe  zweifach  unendlich  ist.*) 

Zu  dem  Complexe  [(231)1]  (Nr.  843),  der  ebenso  wie  sein  Spe- 
cialfall [(321)]  in  den  jetzigen  Abschnitt  übergreift,  gelangt  man,  wenn 
man  auch  y'  mit  tp  sich  vereinigen  lässt  und  F"  mit  F.**)  Wir 
haben  dann  zwei  identische  Büschel  {F,  y)  mit  eich  durchweg  decken- 
den homologen  Strahlen:  jeder  die  Leitgerade  eines  den  Complex  er- 
zeugenden singnlären  Strahlen  netz  es.  Aber  zu  einer  präcisen  Definition 
dieser  Netze  gelangt  man  nur,  wenn  man  diesen  Fall  aus  dem  allge- 
meineren als  Grenzfall  ableitet  und  die  eindeutig  dnrch  getrennte  Leit- 
geraden bestimmten  Strahlennetze  jenes  Falia  continuirlieh  in  ein- 
deutig bestimmte  singulare  flberführi    Die  frühere  Herstellung  ist  die 


853  Lassen  wir  nun  die  Fbmen  mveier  projeetiven  Büschel  zusammen- 

fallen, übet  nicht  die  Sdieiiel,  so  zerfallen  alle  erzeugenden  Strahlen- 
netze m  em  festes  Feld  und  einen  beweglichen  Bündel,  dessen  Scheitel 
einen  Kegelschnitt  durchläuft:  es  ergiebt  sich  der  Complex  der  Treff- 
geraden  emes  Kegelschnitts.  Zu  ihm  sind  wir  aber  in  I,  Nr.  277  schon 
durch  die  Annahme  gelangt,  dass  die  4  Ecken  des  Tetraeders  eines 
tetraedrdlen  Complexes  in  emer  Fhene  liegen  (ohne  eine  Vereinigung). 
Es  ist  unmittelbar  klar,  dass  alle  Strahlen,  die  nach  ihnen  Ebenen- 
würfe von  gegebenem  Doppel  Verhältnisse  senden,  Treffgeräden  eines 
gewissen  durch  die  4  Punkte  gehenden  Kegelschnitts  sind. 

Wir  haben  oo^  ertieugende  Projectivitäten;  alle  erzeugenden  Colli- 
neationen  (I,  Nr.  264)  sind  in  sie  ausgeartet  (Nr.  267). 

Alle  Ebenen  sind  singiMr,  von  den  Funkten  nw  die  in  der  Ebene  des 

*)  Weiler,  Zeitachrift  f.  Math.  u.  PhjK.  Jg.  27  S-  287.  —  Auch  für  mehrete 
Erzeugungen  dieses  Abschnitts  ist  auf  diese  und  die  andere  in  Nc.  829  genannte 
Abhandlung  Wtiler's  zu  verweiEen. 

**)  Auf  den  Fall,  wo  nicht  beides  geschieht,  werden  wir  gleich  zu  sprechen 
kommen. 
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Kegelschnitts  liegenden;  diese  sind  dann  alle  stationär.  Jeder  Strahl  in 
dieser  Ebene  ist  DoppelsiraM  mtf  lautet  btatioiiaien  Punkten  und  fester 
mgehöriget-  Ehene. 

Wir  erwähnten  schon  die  oo^  Strahlenbündel  des  Complexes,  das 
eine  Strahlenfeld:  mit  lauter  Doppelstrahlen. 

Der  Compiex  ergiebt  sich  auch,  wenn  mau  in  den  Tangeuten- 
büsehel  eines  Kegelschnitts  —  als  Ausartung  einer  Eegelsehaar  — 
eine  involutorische  Correspondenz  [2]  legt.  Directionscurve  ist  der 
Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Tangenten:  sie  ist  der  Kegel- 
schnitt, den  die  Strahlen  des  Complexes  treffen;  und  so  gehört  dieser 
Oomplex  auch  in  den  vorigen  Abschnitt,  aber  auch  deshalb,  weil  er 
sich  ja  dem  Tangenteneomples  einer  allgemeinen  Fläche  2.  Grades 
subsumirt. 

Weil  deren  beide  Geradenschaaren  sich  in  den  Tangentenbüscliel  des 
Kegelschnitts  vereinigen,  so  haben  wir  die  beiden  (111)  des  Tangenten- 
compleses,  die  von  den  durch  die  Regelachaaren  gehenden  fundamen- 
talen Netzen  herrühren,  zu  vereinigen  zu  (222) ;  es  erwächst  für  diesen 
Comtplex  und  für  den  zu  ihm  dualen,  dm  Inbegriff  der  Tangenten  eines 
Kegels  3.  Grades,  die  Bezeichnung  [(222)].     Es  sei  dah^- 

[(222)]' 
der  Complcx  der  Treffgeraden  eines  Kegelschnitts, 

[(222)]- 
der  der  Tangenten  eines  Kegels  3.  Grades.'^) 

Für   den  allgemeinsten  Complex   unseres  Abschnitts,   den    [(22)11],  854 
hohen  wir  schon  in  Nr.  848  die  MannigfalUgheit  14  gefunden;  daher  ist 
sie  für  [(32)1]  und  die  beiden  [(22)2]  gleich  U—1,  für  die  l}eiden  [(42)] 
und  für   [(22)(11)]   gleich  li — 2;   für    letzteren    wurde   sie    schon   in 
Nr.  819  gleich  12  ermittelt. 

[(33)]  hat  die  Mannigfaltiglteit  11,  da  naeh  einander  der  Büschel 
{F,  tp),  die  Ebene  gi',  der  Punkt  F",  die  Projectivität  P*  die  Mannig- 
faltigkeit 5,  2,  2,  2  haben. 

Für  die  beiden  [(222)]  ist  sie  ersichtlich  8,  die  niedrigste  von  allen. 

Nun  erübrigt  uoch,  anzugeben,  wie  durch  Moniesano's  Älibildung 
die  Complexe  dieses  Äbscbnitts  sich  ergeben. 

Wir  wissen  schon,  dass  die  Grundfläche  K^  ein  Punhtepaar  K^'^'K^v 


*)  Bei  ZWEI  affinen  Räumen  bilden  in  jedem  die  Geraden,  deren  Punktreilien 
mit  den  entapreoh enden  gleich  sind,  einen  Complex  [222]':  der  Kegele chnitt  liegt 
in  der  nnocdlich  fernen  Ebene  (Math,  Annalen  ßd.  28  S.  267).  —  Vergl.  anch  I,  Nr.  6. 
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ist  (Nr.  846),  Wenn  die  allgemeine  Fläche  F^^  beliebige  Lage  zu 
demselben  hat,  so  ergiebt  sich  [(22)11];  [(32)1],  wenn  Fj^  die  Gerade 
K/K^-p  =.  \  berührt,  [(22)2]'  oder  [(22)2]",  wenn  sie  durch  K^f  oder 
K/  geht,  [(22)  (11)],  wenn  durch  beide,  [(42)]'  oder  [(42)]",  wenn  sie 
/%  in  jenem  oder  in  diesem  Punkte  berührt,  [(33)],  wenn  sie  liy  ganz 
enthält.  Ist  F-^  ein  Kegel  mit  der  Spitze  auf  h^,  so  entsteht  [(221)1], 
und  [(321}],  wenn  der  Kegel  die  \  enthält.  Endlich  für  [(222j]' 
oder  [(222)]"  muss  die  Spitze  des  Kegels  F^  in  Ä"/  oder  K/  liegen. 


Zasammenstellung  in  Tabelleu. 

855  Die  Axm  der  Gebüsche  eines  fwnäamentakn  Büschels  oder  Neti 

sind,   wie  sich  im  Vorangehenden  gezeigt  hat,  stets  Doppelsti-aUen  c 


Im  Falle  der  Büschel  oder  das  Netz  allgemeine  Gewinde  enthält, 
ist  es  leicht,  dies  direct  uaehauweisen.  F^  wird  durch  ein  (allgemeines) 
Fundamen tal-Ge winde  in  sich  selbst  transformirt;  folglich  gehört  die 
Regelsehaar,  welche  durch  die  Polaren  eines  Strahls  g  von  F^  in  Bezug 
auf  die  verschiedenen  Gewinde  eines  fundamentalen  Büschels  gebildet 
wird  (I,  Nr.  105),  ganz  zu  r^\  zu  ihr  gehören  g  und  die  Äxen  der 
beiden  Gebüsche  des  Büschels;  sie  ändert  sich  daher  nicht,  wenn  g 
in  ihr  verschoben  wird.  Danach  zerlegt  sich  ein  Complex  F^,  der 
einen  fundamentalen  Büschel  mit  eigentlichen  Gewinden  hat,  in  oo^ 
Regel  seh  aar  en,  welche  durch  die  Leitgeraden  des  Grund -Strahlennetzes 
desselben  gehen.  Wenn  g  eine  von  ihnen  trifft,  so  zerfällt  die  liegel- 
schaar  in  zwei  Büschel,  von  denen  der  eine  die  Leitgerade  enthält. 
Von  Jedem  Punkte  derselben  kommen  also  zwei  sie  enthaltende  Strahlen- 
büschel  zum  Complexe,  und  jede  Ebene  durch  sie  enthält  zwei:  sie  ist 
ein  Doppelstrahl  des  Complexes. 

Daraus  folgt  der  analoge  Satz  für  ein  fundamentales  Netz,  wegen 
der  in  ihm  enthaltenen  Büschel. 

Wollten  wir  ein  fundamentales  Gebüsche  annehmen,  so  würde  sieh 
ein  Strahleonetz  von  Doppelstrahlen  ergeben:  jeder  Complexkegel,  jede 
Complexcurve  hätte  einen  Doppeistrahl  und  würde  zerfallen.  Jedes 
Gewinde  durch  das  Nefz  hätte  es  zum  vollen  Schnitte;  legte  man  es 
überdies  noch  durch  einen  Strahl  von  F^,  so  würde  es  ganz  zu  F^ 
gehören,  der  Complex  also  zerfallen. 

Somit  sind  vier-  oder  meJtrdfferige  runde  Klammern  aiisgescMossen. 

Stellen  wir  nun  die  gefundenen  Complexe  und  ihre  Bezeichnungen 
zusammen,    dabei   der  Einfachheit   halber   die   eckige   Klammer    weg- 
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lassend  —  was  Weiler  durchweg  thut  —  und  diejenigen  Oomplexe, 
welche  in  zwei  duale  Arten  zerfallen,  durch  stärkeren  Druck  hervor- 
hebend. Wir  können  nach  der  Zahl  und  Art  der  Klammern  7  Klassen 
unterscheiden: 

A)  111111,  21111,  3111,  41],  51,  2211,  321,  33,  323,  43,  6; 
elf  Arten. 

B)  (11)1111,  (11)211,  (11)31,  (11)22,  (11)4,  (21)111,  (21)21, 
(21)3,  (31)11,  (31)2,  (41)1,  (51),  (22)11,  (32)1,  (22)2,  (42),  (33); 
sieben  zehn  Arten. 

C)  (11)(11)11,  (Il)(ll)2,  {21)(U)1,  (21)(21),  (22)(11),  (31)(11); 
sechs  Arten. 

D)  {11){11)(11);  eine  Art. 

E)  (111)111,  (111)21,  (111)3,  (211)11,  (211)2,  (311)1,  (411), 
(221)1,  (321),  (323);  zehn  Arten. 

F)  (111)(11)1,  (111)(21),  (211)(11);  drei  Arten. 

G)  (111)(111);  eine  Art. 

Im  Gänsen  habm  sich  49  Arten  ergi^m  oder,  wenn  wir  die  6  Paare 
dwxhr  Arten  getrennt  rechnen,  35  Arten. 

Man  ersielit,  dass  in  jeder  der  7  Klassen  aile  möglichen  Anord- 
nungen erschöpft  sind. 

Wir  wollen  nunmehr  diese  Arten  nach  ihrer  Mannifffaltiglieit  an- 
ordnen, die  von  19  his  8  berahgeht. 

19:  111111; 

18:  21111; 

17:  3111,  2211,  (11)1111; 

16:  411,  321,  (11)211,  (21)111,  322; 

16:  51,  42,  33,  (11).31,  (11)(11)11,  (11)22,  (21)21,  (31)11; 

14:  6,  (21)(11)1,  (11)(11)2,  (11)4,(21)3,(41)1,(31)2,(111)111, 
(22)11; 

13:  (21)(21),   (31)(11),   (11)(11)(11),    (51),    (111)21,    (211)11, 
(32)1,  (33)3; 

12:  (22)(11),  (111)3,  (111)(11)1,  (311)1,  (211)2,  (43); 

11;  (111)(21),  (211)(1I),  (411),  (221)1,  (3,3); 

10:  (321); 
9:  (111)(111); 
8:  (222).») 

Ferner  werde  eine  weitere  Tdbdle  entworfen,  in  der  die  Complexe  856 

*)  In  Bezug  auf  (221)1,  (331),  (33)  weicht  öieae  Tabelle  von  deijenigeii 
Weiler's  (Matli.  Anualen  Bd.  7  S.  207)  ab;  die  Mannigfaltigkeiten  II,  10,  11  sind 
von  ibm  als  richtig  anerkannt  worden. 
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nadi  Her  Zahl  unä  Lage  dei  Doppelstrahlen  angeordnet  sind.  Wenn 
mehiere  hinter  einandei  stehen,  so  haben  die  späteren  besondere  Eigen- 
schaften, unter  denen  sich  auch  Vereiuigungen  von  Doppelstrahlen  be- 
finden können  und  die  hier  muht  besondera  hervorgehoben  werden 
sollen 

a)  Ohne  Doppektiahl.  111111. 

b)  1  Doppelstrahl:  21111,  3111,  411,  51. 

c)  2  sich  schneidende  Doppelstrahlen:  2211,  321,  ?>?j. 

d)  2  windschiefe  DoppelstraWen:  (11)1111,  (21)111. 

e)  3  Doppelstrahlen,  die  ein  Dreiseit  oder  Dreikant  bilden:  222, 
43,  6. 

f)  3  Doppelstrahien,  von  denen  zwei  windschiefe  von  dem  dritten 
geschnitten  werden:  (11)211,  (11)31,  (21)21,  (21)3,  (31)11,  (41)1. 

g)  4  Doppelstrahien:  zwei  windschiefe  und  zwei  sich  schneidende, 
welche  mit  dem  einen  von  jenen  ein  Dreiseit,  mit  dem  andern  ein  Drei- 
kant bilden:  (11)22,  (11)4,  (31)2,  (51). 

h)  4  Doppelstrahien,  die  ein  windschiefes  Vierseit  bilden:  (11) (11)1 1, 
(21)(11)1,(21)(21). 

i)  5  Doppel  strahlen,  ein  Vierseit  und  eine  Diagonale:  (11)(11)2, 
(31)  (U). 

k)  6  Doppelstrahlen,  ein  Tetraeder:  (11)(11)(11"). 

1)  Eine  Regelschaav  von  Doppelstrahien:  (111)111,  ein  weiterer 
Doppelstrahl  in  der  Leitschaar:  (111)21,  (111)3,  zwei  weitere  in  der 
Leitschaar:  (111)(11)1,  (111)(21). 

m)  Die  Regelschaar  zerfällt  in  zwei  Strahlenbüschei:  (211)11, 
(311)1,  (411);  ein  weiterer  Doppelstrahl  in  einem  der  Büschel,  welche 
die  Leitschaar  bilden:  (211)2,  zwei  weitere,  in  jedem  derselben  einer: 

(2n)(ii). 

n)  Die  beiden  BUschel  fallen  zusammen:  (221)1,  (321). 

o)  Ein  einfacher  Büschel  von  Doppelstrahlen:  (22)11,  (32)1;  noch 
ein  Doppelstrahl  durch  den  Scheitel  oder  in  der  Ebene:  (22)2,  (42), 
zwei  weitere,  der  eine  durch  den  Scheitel,  der  andere  in  der  Ebene: 
(22)(11),  (33). 

p)  Zwei  verbundene  Regelscliaaren  von  D oppel strahle n ;  (ltl)(lll}. 

q)  Ein  Feld  oder  Bündel  von  Doppelstrahlen:  (922).^^) 

Endlich  in  Bezug  auf  die  singulare  Fläche  gruppiren  sich  die  Com- 
plese  in  folgender  Weise: 

*)  42,  {41)1  und  (11)4  eteheu  an  s.ndern  Stellen  als  in  der  analogen  Tabelle 
von  Weiler  (a.  a.  0.  S.  204). 
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a.)  AllgemeiLie  Kummer'sclie  Fläclie  4.  Ordnung  4.  Klasse:  lUlll, 
ß)  Fläche  4.  Ordnung  4.  Klasse  mit  einer  doppelten  Geraden  (Com- 
plexfläehe  in  Bezug  auf  einen  allgemeinen  Complex  2.  Grades,  für 
eine  beliebige  Gerade,  einen  Complexstralil,  einen  aingnlären  Strahl 
1.  Ordnung,  einen  aingularen  Strahl  2.  Ordnung):  21111,  3111,  411,  51. 
y)  Fläche  4.  Ordnung  4.  Klasse  mit  zwei  sich  schneidenden  Doppel- 
geraden, Complexfiäche  für  eine  Tangente  der  singulären  Fläche  (beide 
Doppelgeraden  allgemein,  die  eine  cuspidai,  beide  cuspidal):  2211, 
321,  33. 

d)  ßegelfläche  4.  Grades  mit  zwei  doppelten  Leitgeraden  (ohne 
doppelte  Erzeugende,  mit  einer  doppelten,  einer  cuapidalen  Erzeugen- 
den): {11)1111,  (11)211,  (11)31. 

s)  Kegeifläche  4.  Grades  mit  zwei  vereinigten  Leitgeraden  (die- 
selben drei  Fälle):  (21)111,  (21)21,  (21)3. 

£)  Kegelfläelie  4,  Grades  mit  einer  dreifachen  Geraden,  welche 
einfache  Leitgerade,  doppelte  Erzeugende  ist  (Art  XII)  (diese  doppelte 
Erzeugende  allgemein,  cuspidal):  (31)11,  (41)1. 

ij)  Fläche  3.  Ordnung  4.  Klasse  von  der  Art  16,  18,  19  nach 
Cayley's  Eintheilung  (vergl.  Nr.  558)  und  die  Ebene  durch  die  3 
unären  Geraden  oder  dual:  323,  42,  6. 

&)  Cubische  Eegelfläche,  eine  Ebene  durch  die  einfache  Leitgerade, 
der  Punkt,  in  dem  sie  die  doppelte  Leitgerade  trifft  (in  beliebiger 
Lage,  in  Cuspidalelementen  gelegen):  (11)22,  (11)4. 

()  Oavley'sclie  cubische  Regelfiäche,  sonst  wie  in  »):  (31)2,  (öl). 

x)  Zwei  in  einem  Vierseite  sich  schneidende  Flächen  2.  Grades 
(beliebiges  Vierseit,  die  einen  Gegenseiten  vereinigt,  die  einen  und  die 
andern  vereinigt):  (in(ll)ll,  (21)(11)1,  (21)(21). 

A)  Die  eine  Fläche  artet  in  ein  Ebenen-Punkte-Paar  aus  (beliebiges 
Vierseit,  die  einen  Gegenseiten  vereinigt):  (11)(11)2,  (31)(11). 

fi)  Allgemeine  Fläche  2.  Grades  doppelt*):  (111)111,  (111)21, 
(111)3,  (111)(11)1,  (111)(21),  (111)(111). 

v)  Kegelschnitt  doppelt,  vierfache  Ebene  desselben,  oder  dual: 
(223). 

o)  Kegel  2.  Grades,  Kegelschnitt  mit  iiicidirenden  Doppelelementeu, 
doppelter  Scheitel  des  Kegels,  doppelte  Ebene  des  Kegelschnitts: 
(22)11,  (32)1. 

n)  Kegelschnitt,  zwei  Ebenen,  doppelte  Ebene  des  Kegelschnitts, 
doppelter  Bündel  um  den  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen  oder  dual: 
(22)2,  (42). 

*)  Die  genauere  Untevscheidnng  der  l'Iinzelfälle  wird  nun  kii  umständlich. 
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q)  4  Ebenen,  4  Punkte  (ev.  vereinigt):  (ll)(n)(ll),  (22X11), 
(211)(11),  (33),  (211)11,  (211)2,  (311)1,  (411),  (221)1,  (321);  tetra- 
edral  sind  hiervon  die  vier  ersten. 


Uesondere  t\älle  des  liarmoniKclieii  Komplexes. 

857  Eine  erachöpfende  Untersuchung,  bei  welcher  der  49  oder  55  Arten 

harmonische  Complexe  möglich  sind,  wird  im  Folgenden  nicht  beab- 
sichtigt. Ich  verweise  auf  die  alle  Fälle  erledigende  gemeinsame  Ar- 
beit von  Segre  und  Loria*)  und  Montesano's  schon  in  Nr.  591 
erwähnte  Abhandlung  und  beschränke  mich  auf  die  Mittheilung  einiger 
interessanter  Fälle  ohne  eingehenden  Beweis. 
Unsere  Arten  ikeilen  sich  in  4  Klassen 

1)  Die  singulare  Fläche  muss  tute  besondre  Eigenschaft  haben, 
dann  giebt  es  unter  den  sugehörigen  Complezen  eine  endliche  Anmhl  ion 
harmonischen. 

2)  Die  singulare  Fläche  in  ihet  de?  Art  ent'^echenden  aUgemeaicn 
Form  gehört  su  einer  endlichen  Zahl  hmmomsdm  Complexe 

3)  Jeder  sur  singulären  Fläche  tn  d&  allgemeinen  Fotm  gehongr 
Gomplex  ist  ein  harmoniscfter. 

4)  Es  gieU  keine  Jtarmonischen  Complexe. 

Zur  Klasse  1)  gehören  der  aUgemeine  Oomplex  und  die  Artest  [21 11 1], 
[(11)1111]  und  nur  diese. 

Wenn  dne  Kante  des  gemeinsamen  Polarletraeders  der  Flächen  f-^,  f^ 
diese  Jtarmonisch  sehneidet,  und  infolge  dessen  /J,  f^  su  den  Kegeln  des 
Büschels,  teelche  ihre  Scheitel  auf  jener  Kante  hohen,  harmonisch  sind 
(Nr.  747),  so  tvird  diese  Kante  Doppelstrahl  d  des  Complexes.  Die  Zwei- 
fachheit wird  hier  und  in  den  späteren  Fällen  dargethan,  indem  man 
in  irgend  einer  Ebene  durch  d  die  Oomplexcurse  als  Punktepaar  auf 
d  nachweist  (unter  Benutzung  der  Sätze  von  Nr.  748,  749).  Die  Kor- 
respondenzen [2]p,  [2]e  (Nr.  766)  werden  Doppel-Involutionen,  [2,2]'* 
wird  Projectivität  zweier  Involutionen.  Es  folgt  daraus,  dass  die  8 
nicht  auf  d  fallenden  Doppelpunlcte  der  singulären  Fläche  3>  in  den  beiden 
tu  der  G-egenkante  von  d  bich  schneidenden  Ebenen  des  Tetraeders  sm  je 
vieren  liegen,  und  die  d/iiale  Eigenschaft. 

Von  der  Involution  in  einem  Tangentenhüschel  der  $  (Nr.  754) 
ist  der  eine  Doppelstrahl  die  Tangente,  welche  d  trifft.    Nur  der  andere 

")  Mathem.  AnnaleE  Bd.  23  S.  213. 
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führt  zu  einem  liarmonisclieii  CompJexe,  so  dass  es  mi-  jeäer  in  der 
obigen  Weise  specialisirten  Singular en  Fläche  nur  einen  harmonischen 
Oomplex  giebt. 

Der  Painvin'scJie  Complex  (Nr.  764)  für  ein  Hyperboloid,  iei  wel- 
chem der  eine  Hauptschniti  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  gehört  hierher: 
üoppelstrahl  ist  die  zu  diesem  Hauptschnitte  senkrechte  Axe. 

Wenn  zwei  Gegenkanten  d,  d'  des  gemeinsamen  Polartetraeders  von  SfiS 
fi,  f^  harmonisch  schneiden,  so  erhalten  wir  einen  harmonischen  Complex 
mit  ihnen  als  DoppelstraJüen,  also  von  der  Art  [(11)1111],  Schnitt  von 
fi  mit  ihrer  PolarflacKe  nach  f^  (Nr.  750)  ist  das  Vierseit  auf  /j,  von 
dem  d,  d'  die  Diagonalen  sind;  also  ist  die  singulare  Fläche  eine  Hegel- 
fläehe  4.  Grades  mit  zwei  doppelten  Leitgeraden  von  der  Art,  mit  welcher 
wir  uns  in  Nr.  591  beschäftigt  haben,  das  Erseugniss  zweier  projectiven 
Involutionen;  und  die  beiden  Schnitt -Vierseite  mit  f-^,  f^  sind  die  ausge- 
zeichneten unter  den  der  Fläche  aufgeschriebenen,  bei  denen  die  beiden 
Gfegenseiten-Dupel  des  einen  zu  der  einea,  die  des  andern  zur  andern 
von  zwei  verbundeneo  Involutionen  /;„  2;  der  Regelfläche  gehören. 
Daraus  folgt,  dass  auch  die  übrigen  f^,  f^,  so  wie  auch  die  F^,  F^ 
durch  diese  Vierseite  gehen  und  das  System  ^  der  Flächen  /'  und  F 
in  die  Büsehel-Sehaareii  durch  diese  Vierseite  zerfällt.  Diese  Büschel- 
Schaaren  werden  auf  zwei  Weisen  projectiv  mit  zusammengehörigen 
(denselben  Complex  erzeugenden)  fi,  f^  oder  Fj^,  F^  als  entsprechenden. 
Die  beiden  derselben  Fläche  f^^Fy  der  einen  Büschel-Schaar  zuge- 
hörigen f^  und  F^  in  der  andern  sind  in  Bezug  auf  jene  polar. 

Es  giebt  auch  hier  nur  einen  harmonischen  Complex  zu  einer  singu- 
lären  Fläche  von  dieser  besondern  Art;  der  nicht  geeignete  Doppelstrahl 
der  Involution  im  Tangentenbüschel  ist  die  Erzeugende,*) 

Zur  Klasse  2)  gehören  vor  allem:  die  beiden  dualen  [^22],  daun  859 
[(11)22],  [(11)(11)113,  [(n)(ll)2]    [tllKll){ll)]  und  [(2'>)11] 

Wmn  fi,  /'ä  sich  in  T  ber  }    n  so  etg  iJt  ^d  c     Co  pl^    o    d 
Art  [2211];  ist  f  die  Fläche  des  B  seheis  f  f^    welche     i  Bez  g  t  t 
/i,  f2,  zu  dem  Kegel  h^,  dei  se  ne  Sp  tze    n  T  hat    l  armon  seh    st    so 
sind  ihre  Schnitte  mit  der  gerne      ameu  Ta  ge  t  alebene  st  von  T  de 
beiden  Doppelgeraden  dj,   l      Nef    er  ahet  we  Icj   an    das    f    f^ 

SU  den  beiden  übrigen  Kegel      ies  B     l  h  Ja     on  (Ji  s    l    so  ^eho  t 
das  ganze  Feld  n  zum  Cotrulexe     w  r  erfaJtei    e   en  Cor  plex   [''2^] 
dritte  Doppelgerade  <?  ist  d     \  e  b  n  1  ngsl  n  c  dei  &(  tzen   he  er  bei 
den  Kegel. 


*)  Vergl,  tierm  und  ku  ^i,  b61  Muntesano  c  Abhandlung. 
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Die  6  Doppeltaugenten  einer  (0^^,  x)  in  einem  beliebigen  Tan- 
gentenbüachel  sind  zu  je  zweien  zusammengefallen:  1,2;  3,4;  5,6. 
Folglich  sind  sie  in  3  Inyolutionen  gepaart: 

1,2;  3,5;  4,6         3,4;  1,5;  2,6         5,6;  1,3;  2,4. 

Zu  jeder  {0^,  ji)  sind  daher  3  harmoniscJie  Complexc  möglich,  wie 
das  auch  daraus  hervorgeht,  dass  von  den  3  Doppelgeraden  zwei  an- 
ders entstehen  wie  die  dritte,  und  diese  dritte  jede  von  den  dreien  der 
gegebenen  Fläche  sein  kann. 

Wir  wollen  uns  hier  auch  Überzeugen,  dass  der  in  dieser  Weise 
construirte  harmonische  Complex  dieselbe  Mannigfaltigkeit  —  15  — 
hat,  wie  ($/,  sr).  Die  Berührung  zwischen  zwei  Flächen  ist  eine  ein- 
fache Bedingung,  also  giebt  es  oo^*-^  Büschel  sich  in  einem  Punkte 
berührender  Flächen  2.  Grades,  in  jedem  <x^  Paare  von  Flächen,  die 
zu  den  beiden  unären  Kegeln  harmonisch  sind.  Andererseits  entsteht 
jeder  harmonische  Complex  aus  oo^  Paaren  /\,  f^\  also  ist  die  Mannig- 
faltigkeit im  vorliegenden  Falle  15+1  —  1, 

Ben,  dvalen  Complex  [222]"  erhält  man  als  harmoniscJt  schneidenden, 
sobald  von  den  beiden  Flächen  f, ,  f^  die  eine  f,  ein  Kegel  ist,  der  über- 
dies seine  Spiise  P  auf  der  andern  FlärJie  hat.  Doppelstrahlen  sind  die 
Schnittkanten  dj^,  d^  von  f^  mit  der  gemeinsamen  Berflhrangsebene  t 
des  Flächenbnschels  in  P  und  die  Polare  d  dfr  Verbinduugsiinie  der 
beiden  andern  Kegelspitzen, 

Dualisiren  wir  vollständig  und  lassen  I'"";  die  absolute  Curve  S* 
sein,  P^  ^^^^  ^i"^  Paraboloid,  so  ergiebt  sich  der  Complex  der  Sti-ahlen, 
mn  denen  rechtwinklige  Tangetitialebenen  an  das  Paraboloid  liommen,  als 
von  der  Art  [222]'.  Die  Ebene  re  ist  die  unendlich  ferne,  Doppel- 
strahlen sind  die  Tangenten  an  S!^  aus  dem  unendlich  fernen  Berüh- 
rungspunkte der  Fläche  und  deren  BeiüSirungssehne.  Die  4  Knoten- 
punkte von  ^^  sind  in  den  beiden  Hauptebeaen  die  Schnitte  der  Di- 
roctrix  der  Hauptparabel  mit  der  Focalparabel. 

Der  aus  einem  unendlich  fernen  Punkte  kommende  endliche  Strah- 
lenbüschel des  Complexes  liegt  in  der  Directorebene  des  betreffenden 
parabolischen  Berührungscjlinders. 

Ein  [222]"  wird  der  in  Nr.  765  besprochene  Weiler'sche  Com- 
plex, wenn  0  auf  f^  liegt. 

860  FAn&i  harmonischen  Complex  von  der  Art  [(11)22]  erhält  man  auf 

swei  Weisen: 

Wir  vereinigen  die  Bedingungen  für  [222]'  und  [222]",  nehmen 
also  an,   dass  /^  ein  Kegel  sei,  der  seine  Spitze  F  auf  f^  hat,  und  dass 
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fijfi  SM  äen  heiden  übrigen  Kegeln  des  Büsdtels  harmonisch  sind.  Doppel- 
strahlen  siocl  die  Verbindungslinie  d  «Jer  Spitzen  dieser  Kegel,  ihre 
Polare  d'  und  die  Sehnittbantea  d,,  (^  des  Kegels  f^  mit  der  Ebene 
jc  =  Fd. 

Der  Fainvin'sclie  Complex  für  ein  gleicnseitiges  (oder  orthogonales) 
Parabohid  gehärt  hierher. 

Doch  mit  einem  Complexe  dieser  Art  haben  wir  schon  in  I,  Nr.  122, 
146  zu  thun  gehabt:  dem  Complexe  der  Äxen  der  Gewinde  eines  Ge- 
Tmsches  S^  oder  dem  Complexe  der  Strahlen,  welche  in  Bezug  auf 
zwei  Gerade  g',  g"  —  die  Grundgeraden  von  iSj  —  gleiche  Parameter 
haben.  Das  Feld  rc  und  der  Bündel  P  sind  a.  a.  0.  schon  gefunden; 
ä&r  Beslandiheil  0^  der  singulären  Fläche  ist  das  Cylindroid,  der  Ort 
der  Axen  der  Gewinde  des  Süschels  durch  das  Nets  l^g"]  (I,  Nr,  110). 
Der  Compiex  wird  durch  die  projectiven  Büschel  der  Gewinde  mit  der 
gemeinsamen  Ase  /,  bezw.  g"  erzeugt,  wobei  solche  mit  gleichem 
Parameter  entsprechend  sind;  die  Leitgeraden  der  erzeugenden  Strahlen- 
netze müssen  $^  durchlaufen,  und  Leitgeraden  dieser  Flache  sind  die 
beiden  Treffgeraden  der  4  Leitgeraden  der  Grund -Strahlennetze,  also 
das  gemeinsame  Loth  h  auf  g\  g"  und  die  unendlich  ferne  Gerade  1), 
welche  beide  schneidet:  doppelte  und  einfache  Leitgerade  des  Cylin- 
droids.  Auf  der  Regelfläche  liegen  auch  g',  g",  je  die  eine  Leitgerade 
des  einen  und  andern  Grund -Strahtennetzes.  Aber/,/'  kann  man 
(Nr.  123,  123,  146)  durch  jedes  Dupel  g^',  gl'  der  Involution  T  er- 
setzen, die  auf  dem  zu  {g'g'~\  gehörigen  Cylindroide  liegt,  ohne  dass 
das  Cylindroid  und  der  Compiex  sich  ändert;  also  durchlaufen  diese 
gly  g"  unsere  ©*,  und  sie  ist  mit  dem  Cylindroide  identisch.  Diese 
Involution  T  ist  nun  auf  *^  die  den  Compiex  ei'zeugende  (Nr.  820), 
Aber  wir  haben  unsern  Compiex  noch  als  einen  harmonischen  zu  er- 
kennen: er  ist  der  Painvin'sche  Comjilex  bu  dem  gleichseitigen  Paraio- 
loiäe  (I,  Ni*.  120),  das  m  [g'g"]  {und  zu  den  [fi'/fft"])  gehört,  dem  Orte 
der  Punkte  gleicher  Entfernung  von  /,  3"  und  der  Enveloppe  der 
Ebenen,  welche  die  Strecken  auf  den  Strahlen  des  Netzes  [//']  zwi- 
schen den  Leitgeraden  senkrecht  halbiren.*)  Es  lässt  sich  aber  leicht 
beweisen,  dass  irgend  ein  Strahl  l  von  {ß'g"]  Schnittlinie  von  zwei  zu 
einander  rechtwinkligen  Ebenen  ist,  die  in  der  eben  beschriebenen 
Weise  zu  zwei  andern  Strahlen  dieses  Netzes  gehören.  Der  Kegel, 
der  durch  Rotation  von  g'  um  l  entsteht,  schneide  g"  in  T^,  I^;  X,, 
Xs   auf   ff'    seien    die   Punkte,    die    durch    die  Rotation  nach    Y.,   T. 


*)  Die  Grenzpunkte  H^,  H^  des  Cylindroida  (I,  Nr.  111)  sind  die  Brennpunkte 
der  Hauptparabeln  dieses  Faraboloids. 
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^eHnffpn,     so    &ml    \  1,     \  I      Jie&p    1  Pitkn   inlfieii    '^{l  ililnn    von 

Auf  die  tsueite  Weise  entsteht  ein  Compkr  [(_ll)22]j  uinn  f^  Kegel 
ist  und  mit  /,  eine  Gerade  gemein  hat  Sind  ddim  A,  S  die  beiden 
Beiührungspunkte  der  Flachen  des  Bui>che!s  {A  die  Spitze  von  f,), 
cc,  ß  die  zugehöiigen  Bemhiuiigaebeiien,  ao  sind  die  gemeiii'!aiiie  Ge- 
lade,  die  in  ß  behndliche  Polaie  von  k  nach  f^  die  zweite  tante  von 
/^  in  «  und  die  zweite  Geiade,  m  ß,  detjenigen  iidche  de«  Büschels, 
welche,  m  Bezui;  auf  /j,  /  ,  zum  andern  Kegel  harmoni'.ch  ist,  die 
DoppeUtiahlen  ^i,  ä^,  d ,  d,  A  und  ß  sind  P  und  rc 

Die  b  Doppeltaagenten  dei  smgularea  FUehe  sind  hier  ebenfalls 
zu  je  zweien  zusammengefallen:  1,2;  3,4  in  die  Tangenten,  welche 
f^i,  (^  treffen,  5,6  in  die  Erzeugende  von  <P',  welche  d,  d'  trifft.  Dies 
führt  wieder  zu  3  Involutionen  und  zu  5  harmonischen  Complexen,  de- 
nen je  die  zweiten  Doppel  strahlen  als  singulare  Strahlen  zugehören, 
und  zwar,  da  bei  der  ersten  Weise  d^,  d^  gleichartig,  bei  der  zweiten 
ungleichartig  entstehen,  m  emem  von  jener,  sweien  von  dieser  Art. 

861  Zu  einem  Eerncomplexe  [(11)(1[)11]  führen  f^,  f^,   wenn  sie  sich 

in  Bioei  Kegelsdmitlen  m',  m"  schneiden;  ^^  sei  dem  Paare  n'(i"  der 
Ebenen  derselben  in  Bezug  auf  /j,  /'^  harmonisch  zugeordnet.  Alle 
ihre  Berfih rangsebenen  sind  singulär  (Nr.  750),  also  ist  ^^  der  eine 
Theil  der  singulären  Fläche.  Die  ihr  gugehörigen  singulären  Strahlen 
müssefi  die  Dogpellinie  p  von  ^'(i"  treffen,  erzeugen  also  eine  Congruenz 
2.  Grades  von  der  Art  II,  Nr.  487.  In  dem  Vierseite  dd,)^d,'  auf  0\ 
von  dem  p  die  eine  Diagonale  ist,  haben  wir  die  4  Doppelstrahien. 
Der  andere  Theil  ^j^  der  singulären  Flache  wird  von  den  Kegelpaaren 
umhüllt,  welche  je  zweien  zu/j^i/^  harmonischen  Flächen  des  Büschels 
/j/g  umgeschrieben  sind;  zugehöriger  singulärer  Strahl  einer  Tangen- 
tialebene ist  (üe  Kante,  längs  deren  sie  den  betreffenden  Kegel  be- 
rührt; da  diese  Kegel  ihre  Spitze  auf  der  zweiten  Diagonale  pi  haben,  die 
nach  0^  zu  p  polar  ist,  so  erhält  aueh  die  Congruenz  singulärer  Sirahlen, 
die  SU  ^1^  gehört,  eine  gerade  singulare  Linie  p^.  Durch  diese  Specia- 
Utät  zeichnet  sich  der  harmonische  Complex  aus,  während  sonst  bei  einem 
[(11)(11)11]  diese  beiden  Congruenzen  allgemeine  durch  das  Doppel- 
strahlen-Vierseit  gehende  Flächen  tangiren. 

Zu  einer  gegebenen  singulären  Fläche  (0^,  S,^)  mit  Vierseits-Durch- 
schnitt  sind  gwei  harmonische  Complexe  möglich:  bei  dem  einen  ist^  der 
0'^,  pj  der  0^  zugeordnet,  bei  dem  andern  umgekehrt.  In  dem  Tan- 
gentenbüschel werden  die  6  Doppelt angenten  durch  die  beiden  Br- 
iden der  berührten  Fläche,  jede  zwei  vertretend,  und  die  beiden 
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gemeinsaineu  Tangenten  repräsentirt:  1^2;  3i^4;  5,6.  Also  gielit 
es  eine  Involution  1,3;  5,6  und  zwei  Doppelstrahlen. 

Zu  jedem  der  beiden  Complexe  giebt  es  aber  hier  oo^  Paare  /,,  /g. 
Schneidet  man  nämlich,  wenn  wieder  p  der  0''  zugeordnet  wird,  diese 
Fläche  mit  zwei  durch  p  gebenden  Ebenen  (t,  jt"  in  den  Curvon  m', 
m",  so  giebt  es  Kwei  Flächen  2.  Grades  /j,  /g,  welche  den  beiden  Ke- 
geln, die  der  ^,^  umgeschrieben  sind  und  durch  m  gehen,  längs  dieser 
Curve  eingeschrieben  sind  und  durch  m"  gehen;  sie  ergeben  sich  auch, 
wenn  m  und  m"  vertauscht  werden.  Man  kann  die  beiden  doppelt 
unendlichen  Systeme  auch  so  beschreiben.  Alle  Flächen  des  einen 
Systems  sind  aus  dem  dreifach  unendlichen  Systeme  der  Flächen 
2.  Grades,  welche  ©^,  ^,^  in  zwei  Gegenecken  des  Durchschnitts -Vi  er- 
seits  tangiren,  diejenigen,  welche  ihre  eine  und  dann  auch  die  andere 
Regelschaar  in  dem   einen  der  beiden  harmonischen  Complese  haben. 

Das  lehrt,  dass  sich  Jmn  specieUerer  Complex  ergiebf,  wmn  man 
/j,  /°g  sich  in  einem  Vierseite  schneiden  lässt.  Bann  aber  ist  der  Ätwmo- 
nischo  Coinplex  der  einen  Art  mit  dem  der  ander»  identisch;  weil  es  sich 
um  eine  Büschel-Schaar  handelt.  Zwei  zu  fj,  f^  harmonische  Flächen 
haben  nur  dann  noch  weitere  gemeinsame  Tangentialebenen,  wenn  die 
eine  ausartet;  und  man  sieht  so,  warum  die  singuiären  Strahlen  ent- 
weder die  eine  oder  die  andere  Diagonale  treffen. 

Ein  besonders  interessanter  Fall  ist  der  Complex  der  Strahlen, 
welche  zwei  Kugeln  harmonisch  schneiden;  p  ist  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade der  Potenzebene  (t,  p^  die  Centrale,  ^^  die  Kugel  des  Büschels, 
toelche  ikrm  MittelpivnM  in  der  Mitte  mdsch^n  denen  M^,  M^  von  f^,  /g 
hat.  Ber  mveite  Theil  Oj^  der  singuiären  Fläche  wird  von  den  Ebenen 
umhallt,  welche  fj,  f^  in  zwei  zu  einander  orthogonalen  Kreisen  schnei- 
den: er  ist  die  Rotationsfläche  der  harmonischen  Gurve  der  beiden  Kreise, 
welche  irgend  eine  Ebene  diirch  die  Centrale  aits  den  Kugeln  ausschneidet: 
diese  hat  Mi,  Mg  zu  Brennpunkten. 

Sie  ist  heineswegs  immer  ein  Hyperboloid,  wie  Segre  und  Loria 
S.  227  behaupten;  die  genannte  Curve  kann  Hyperbel,  reelle  und  reell- 
imaginäre Ellipse  sein.  Bei  zwei  orthogonalen  Kreisen  ist  sie  das 
Paar  der  Mittelpunkte,  und  damit  haben  wir  den  üebergang  von  Hy- 
perbel zu  Ellipse.  Ist  bei  zwei  sieh  schneidenden  Kreisen  der  Winkel 
M^SM^,  wo  5  der  eine  Schnitt  ist,  stumpf  oder  spitz,  so  ist  die  Curve 
Hyperbel  oder  Ellipse;  ebenso  ist  sie  Ellipse,  wenn  einer  der  Kreise 
den  andern  umschliesst;  liegt  bei  sieh  ausschliessenden  Kreisen  der 
Mittelpunkt  des  einen  Nullkreises  ihres  Büschels  in  der  Mitte  zwischen 
ihren  Centren,  so  findet  der  üebergang  von  Hyperbel  zu  reell-imagi- 
närer Ellipse  durch  reell-imaginäres  Punktepaar  statt. 
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Ferner  gehören  hierher  der  Weiler'aehe  Complex  für  eine  cen- 
trischo  Rotationsfläche  2.  Grades,  in  deren  Mittelpunkt  0  gelegt  ist, 
fttr  eine  Kugel,  bei  welcher  0  beliebig  liegt,  vor  allem  aber  der  Pain- 
vin'sche  Complex  für  eine  cmtrische  Rotationsfläche  F^.  Der  Bestand- 
tlieil  *^  der  singulären  Fläche  ist  die  m  F^  confocale  Rotationsfläche,  welche, 
in  Bezug  auf  F^  und  F^  ^  ^^,  dem  Paare  der  Brennpunkte  M'M" 
der  Z'j  (auf  der  Drehaxe)  harmonisch  ist;  d.  h.  deren  Meridiancurve  so 
confocal  im  der  von  F,  ist,  dass  die  demselben  Brennpunkte  mgekörige 
Directrix  doppelt  so  weit  von  ihm  entfernt  ist  als  hei  dieser. 

Die  Drehaxe  ist  p;  sie  schneidet  ^^  oder  nicht,  je  nachdem  diese 
elliptisch  oder  hyperbolisch  ist:  die  Doppel  strahlen  sind  immer  ima- 
ginär. S^  liegt  auf  dem  zweiten  Bestandtheile  0^,  ais  die  eine  Be- 
rührungscurve  des  F^  und  i'g  umgeecbriebenen  Torsus;  daher  ist  0^ 
die  Kitgel,  welche  0^  in  den  Scheiteln  auf  der  Drehaxe  tangirt:  mit  dem 
Halbmesser  — J±=^ — ,  wo  a  der  Polar-  und  1>  der  Aequator-Halbmesser 
von  F,  ist. 


;  Zu  harmonische^t  Complexmi  von  der  Art  [(11)(11)2]  ■ —  Hirst'suben 

Complexen  —  Imnn  man  auf  ßwei  Weisen  gelangen: 

I.  f,  /j  sdineiden  sieh,  wie  eben,  in  swei  Kegelschnitten  tn,  in'  und 
sind  überdies  m  den  beiden  Kegeln  ihres  Büschels  harmonisch;  dadurch 
kommt  die  Diagonale  p^  als  fünfter  Doppelstrahl  hinzu. 

Der  Erzeugung  kann  man,  ohne  den  Complex  0u  specialisiren,  die 
speciellere  Form  geben,  dass  f^  eine  allgemeine  Flachs,  f^  ein  Kegel  ist, 
denen  ein  Geradenpaar  und  ein  Kegelschnitt  gemeinsam  sind. 

Die  Hirst'schen  Oomplexe,  welche  zu  einer  singulären  Fläche 
(0^;  6,  e";  S,  S*)  gehörenj  entstehen  durch  die  cx»^  Correlationen  zwi- 
schen 6,  ^  (oder  S,  8*),  durch  welche  0^  erzeugt  wird.  Unter  ihnen 
ist  eine  ©  so  beschaffen,  dass  die  projectiven  Punktreihen  conjugirter 
Punkte  auf  öff'  involutorisch  sind.  Dann  giebt  es  oo^  Flächen  f  von 
der  Eigenschaft,  dass  die  Correlation  zwischen  6  und  e'  durch  das 
Polarsystem  von  f^  hervorgerufen  wird,  so  dass  die  Polare  eines  Punktes 
von  ff  oder  ^  stets  in  seiner  Polarebene  nach  f^  liegt.  Es  seien  T, 
T  die  Berührungspunkte  von  S^  mit  6,  ff'  —  in  allen  Correlationen 
die  Pole  von  ffff'  ■— ,  so  berühren  die  gesuchten  Flächen  in  S,  S* 
die  Ebenen  nach  T3";  indem  wir  noch  irgend  zwei  conjugirte  Punkte 
jener  Correlation  ©  für  diese  Flächen  eonjugirfc  sein  lassen,  erhalten 
wir  ein  doppelt  unendliches  System  von  Flächen.  Die  Correlation, 
welche  das  Polarsystem  einer  von  ihnen  zwischen  a,  ö'  inducirt,  stimmt 
mit  S  überein.     Indem  jeder  Strahl  des  zu  ©  gehörigen  Hirst'schen 


y  Google 


Besondaro  I'ilUe  des  harmonischen  Complexes.  495 

Complexes  zwei  in  Bezug  auf  die  f^  coujagirte  Punkte  verbindet,  haben 
wir  dea  harmonischen  Complex  erhalten,  der  zu  /J  und  dem  Ebenen- 
paare B(f  gehört*);  womit  eine  noch  tveitere  Specialisiriing  V  der  Er- 
zeugung erhalten  ist. 

Die  andere  wesentlich  verschiedene  Erzeugung  ist: 
II.  fi,  ^  sind  swei  Kegel  {mit  dm  Spitzen  S,  S*),  welche  eine  Ge- 
rade (7g  gemeinsam  haben.  Die  4  übrigen  Doppelstrahlen  sind  die  zwei- 
ten Schnittkanten  d',  d  der  beiden  Beruh rungs ebenen  ff,  s'  längs  (^  je 
mit  dem  nicht  berührten  Kegel  und  die  Polaren  d^',  ä-^  dieser  Ebenen 
je  nach  demselben  Kegel.  ^  ist  durch  dies  Vierseit  und  die  cubiscbe 
Raumeurve,  in  der  sich  f^,  f^  schneiden,  bestimmt. 

Der  Kegel  f,  berührt  längs  d^,  d  die  Ebenen  di  (d^,  d),  f^  ebenso 
längs  d^,  d'  die  Ebenen  (?/  {d^,  d');  jeder  Kegel  des  einen  Büschels 
bestimmt  den  des  andern. 

Die  Vertanschung  von  d,  d'  nait  d^,  dl  giebt  einen  zweiten  Complex, 

Zivr  singulären  Fläche  gehören  zwei  durch  II  und  ein  durch  I  er- 

migtcr  Contjplex,   wie  das   auch   wieder  die  3  Involutionen   zeigen,    zu 

denen  die  3  doppelten  „Doppel tangenten"  in  einem  Tangentenbflschel 

von  C&"  (die  beiden  Erzeugenden  und  die  Treffgerade  von  ffff')  führen. 

Die  Erzeugung  I   (dualisirt)   lehrt,    dasa   der  su  einem  JRoiations- 

paraholoide  gehörige  Painvin'sche  Complex  hierher  gehört.     S,  S*   sind 

der  Brennpunkt  auf  der  Äxe  und  der  unendlich  ferne  Berührungspunkt. 

0^  ist  das   confocale  (und   eoaxiale)   Rotation  spar  ab  oloid,   dessen 

Seheitel   doppelt  so   weit  vom  Brennpunkte   entfernt  ist    als    der   des 

gegebenen. 

Von  den  Doppelstrahlcn  ist  nur  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Parallel  kr  eis-Ebenen  reell- 
lenzer  gehört  hierher  der  Complex  der  Sts-ahlen,  toelche  nach  swei 
gegeienen  Ptmlden  S,  S*  rechtwinklige  Ebenen  senden  (duale  Erzeugung 
KU  I'}.  ^  ist  die  Kugel  über  SS*  als  Durchmesser.  Alle  Complex- 
kegel  sind  orthogonal,  alle  Comp]  exey linder  Rotationscylinder. 

Ein  deroHiger  Complex  ist  derjenige  der  Geraden^  welche  von  zwei 
gegebenen  Punkten  Ä,,  A^  ein  gegebenes  Entfcrnuiigs-Yerhältniss  w,  :  % 
haben.  Sind  nämlich  S,  S*  die  Punkte,  welche  AiÄ2  nach  dem  Ver- 
hältnisse %;?%  tlieilen,  so  gehen  nach  ihnen  von  den  Strahlen  un- 
seres Complexes  rechtwinklige  Ebenen. 

Der  Fall  %;%=  1  wurde  in  I,  Nr.  276  betrachtet;  es  ergab 
sich  ein  tetraedraler  Complex. 

*)  Vergl.  die  in  Kr,  815  oi-wähnton  Alihan dluiigon  von  Hirst. 
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;  Mn  harmomsüm  tcüaedialet  Coniplea,  [(11) (11) (11)]  enfstäit,  ivenn 

hei  der  Ersmgu'ng  I'    des    mnqm,   Fallt,    die  Ebenen,   des  Taars   öe'  in 
Bemg  auf  f^  conjuqti  t  bind 

Die  vom  Polarsystem  von  /^  ludueirte  Correlation  zwischen  6,  0 
artet  in  eine  solche  mit  zwei  siiigvilaien  Punkten  T,  1"  (deren  Paar 
die  9^  darstellt)  aus,  da  eine  "olche  iiif  eine  Projeetivität  awischen 
den  Büscheln  (2",  ff)  und  (2",  (/)  hinausläuft,  auf  deren  entsprechenden 
Stralilen  conjugirte  Punkte  der  Correlation  liegen,  so  sieht  man,  wie 
ein  tetraedraler  Complex  entsteht.  Das  Tetraeder  ist  SS*  TT',  wo 
5^,  jS*  die  Schnitte  von  f^  mit  ff  ff'  sind;  seine  4  Ebenen  werden  von 
allen  Complex  strahlen  harmonisch  geschnitten,  so  dass  diese  specteUere 
Erzeugung  hinreicht. 

Jede  fi,  welche  in  zwei  Ecken  des  Tetraeders  eines  tetraedralen 
Compleses  die  nach  der  Gegenkante  gehenden  Ebenen  berührt  und 
i  e  be  den  nde  n  z  onjugirten  Ebenen  hat,  kann  in  Verbindung  mit 
let  te  en  zur  E  7e  oUn^,  Henen.  Ihre  Regeischaaren  sind  x  (Nr,  818), 
nl  z    a    j,el  0  en  s  e  -c     zwei  Strahleimetzen  ans  demselben  Systeme. 

1  L  n  Ja     msle    Conplex  von  der  Art  [(22)11]  ergiebt  sich,  tvenn 

ff  K  jel  }    tte      ,  in"  gemein  haben  und  mm  Ebmienpaare  fiii" 

id  enen  Kejel  let,  Btuckels  harmonisch  sind.  Dieser  tcird  (Nr.  861) 
der  Kegel  0^  de  211  bwgidären  Fläeke  gehört;  die  Ebene  g)  geht  von 
e  Sp  tze  na  1  1er  Doppellinie  (ty.  Wenn  ^  der  zweite  Kegel 
nd  /(,  1  n  n  Bezug  a  t  /'^,  f^  harmonisch  zugeordnet  ist,  so  ist  die 
b]  u  ,  n  fp,  des  T  n^ent  dlkegels  aus  der  Spitze  von  f^  an  f^  der  Kegel- 
schnitt ©2-  Jede  Gerade  von  tp  hat  die  Eigenschaft,  dass  die  beiden 
Tangentialebenen  von  ihr  an  eine  Fläche  des  Büschels  noch  eine  zweite 
Fläche  desselben  berühren;  die  dadurch  im  Plächenbüschel  entstehende 
Involution  wird  mit  derjenigen,  welche  /■„  /ä  z«  Doppelelementen  hat, 
identisch,  wenn  die  Gerade  jene  Spurcurve  berührt;  d.  b.  dieselbe  ist 
Enveloppe  aller  der  Kegel,  welche  zwei  zu  f^,  f^  harmonischen  Flächen 
des  Büschels  umgeschrieben  sind. 

Die  beiden  Begegnungs punkte  von  m,  m"  sind  die  Punkte  F',  F", 
in  denen  $3  von  den  in  g)  gelegenen  Kauten  von  C5^  tangirt  wird. 

Die  O^  tangirenden,  bezw.  die  0^  schneidenden  singulären  Strahlen 
treffen  f  ^  C-Vi  teaw.  f  (die  Polare  von  9  nach  $^),  welche  hier 
an  Stelle  von  ?Fg,  *P^  des  allgemeinen  Falls  getreten  sind.  In  jedem 
Tangentenbüsohel  von  *^  giebt  es  nur  eine  f  treffende  Gerade;  also 
geliört  mir  gegebenen  singulären  Fläche  nur  ein  harmonischer  Complex.  Alle 
Kegelschnitte,  in  denen  die  Ebenen  durch  f  den  Kegel  C&^  schneiden,  sind 
Coniplexcurven,  und  ihre  Tangenten  sämmtlich  singulär;  und  ebenso  dual. 
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Jedes  Ebenenpaar  ii'ji"  durch  f  führt  m  einem  ermtgenden  Paare 

Der  Painvin'sche  Complex,  der  mr  Rotationsfläche  einer  gleich- 
setzen Hyperbel  gehört,  fällt  unter  diese  Art:  *ä  '^t  der  Kreis  in  der 
Aeqnator ebene,  der  von  den  Brennpunkten  beschrieben  wird,  0"-  aber 
ist  die  Punktkugei  um  den  Mittelpunkt  der  Fläebe. 

Ebenso  gehört  der  Complex  der  Geraden,  die  in  Bemg  auf  eine 
gegebene  Gerade  l  ein  gegebenes  Moment  M  haben  (I,  Nr.  66),  hierher. 
In  jeder  B  iil  u  g  ebene  e'nes  Rotat'o  cjl'nders  m  l  vom  Radius  r 
1  egen  ß  sei  el  von  j  allelen  C  ou  |  lexat  al  len  m  t  der  Ne  gung 
arc  sn  ggn?  sn^iae  Strihi  st  d  e  unendi  cl  ferne  Gerade. 
It  ^Ms  een  gen  6  e  s  cl  lese  tß  let  v  1  ^  1  e  aingu- 
1  ren  St  al  le  s  nd  aenkrecl  t  z  ae  nen  Eanten  t  effen  al  o  1  Polare 
des  nnenllcl  f  nen  P  nktes  on  l  n  Bez  g  auf  S  welcl  e  f  wird; 
dadurch  st  der  Compl  x  al  1  a  moa  h  l  arakter  rfc  B  Idet  die 
E  cht  g  na  h  e  nem  ne  11  h  f  r  e  P  nkte  n  t  }  den  M  nkel  9?, 
so  s  nd   \     Eb  nen   le    vo     il       komme  d  n  Compl  ■?  St  al  1  nb  iscbel 

Tan^ent  alel   nen  de    Cyl  nders  vom  E   1    s  s  e  fallen  zu  ammen 

in  die  Ebene  nach  l,  wenn  sin  9)  =  00  oder  tg  qs  ^  +  *?  folglich  liegen 
die  entsprechenden  Punkte  auf  S^.  Diese  ist  die  Curve  ®g.  Jede 
Complexcurve  ist  also  ein  Kreis,  jeder  Complexkegel  ein  Rotations- 
kegel. 

Wenn  fi,  f^   sich   längs  eines  Kegelschnitts  k  [in  der  Ebene  x)   he-  865 
rühren,   so  sei  ©^  harmonisch  zur  Doppelebeue  x  in  Bezug  auf  f^,  f^. 
Jeder  Strahl,  welcher  (P^  tangirt,  sehneidet  f^,  f^  harmonisch;  also  ist 
der  harmonische  Complex  ein  Tangentencomplecc,  und  m  jedem  Tangenten- 
complexe  giebt  es  00^+^  Paare  von  Flächen  fjf^  oder  F-iF^. 

Der  Painvin'sche  Complex  fflr  eine  Kugel,  sowie  der  Weiler'sche 
Complex  für  eine  Kugel  und  ihren  Mittelpunkt  als  0  sind  Tangenten- 

•) 

In  Bezug  auf  die  dritte  und  vierte  Klasse  wollen  wir  uns  mit  je  866 
einem  Beispiele  begnügen. 

Bei  einem  beliebigen  Complexe  toq  der  Art  [(22)11]  umhüllen 
die  von  den  Punkten  von  $2  kommenden  Büschel  von  singulären 
Strahlen   mit  ihren  Ebenen   einen  Kegel   W^,   der  durch   eine   auf  0^ 

*)  Der  Tangentencomples  gehört,  weil  ohne  coa singulare  Complexe,  ku  teiner 
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gelegene  Projectivität  entstellt  mit  den  sieh  selbst  entsprechenden 
Strahlen  J',  f".  Für  einen  der  consiugulären  Oomplexe  wird  diese 
Projectivität  Involution,  der  Kegel  ^Pg  ein  Doppel-Ebenenbüschel  um 
f^<p'(p";  das  ist  der  harmonische  Complex.  Zerfällt  0^  in  (p',fp",  so 
jedoch,  dasa  diese  Ebenea  noch  durch  getrennte  Tangenten  f,  f"  von 
^^  gehen  - —  Art  [(22j2]"  — ,  so  geht  jene  Projectivität  über  in  eine 
zwischen  (F,  ip)  und  (F,  fp"),  in  der  nun,  damit  W^  wieder  in  f,  |" 
berühre,  diese  Strahlen  dem  fp'fp"  entsprechen.  Soll  aber  ein  Ebenen- 
büschel um  diesen  entstehen,  so  musa  die  Projectivität  so  ausarten, 
daas  er  in  beiden  Büscheln  der  singulare  Strahl  ist.  Das  hat  dann 
aber  zur  Folge,  dass  auch  die  erzeugende  Projectivität  zwischen  ^^ 
und  {F,  93')  ausartet  und  der  Compiex  zerfällt.  Somit  ergiebt  sich  bei 
[(22)2]  keiu  harmonischer  Complex. 

Wenn  aber  j',  ]"  und  tp,  tp"  zusammenfallen  —  Art  [(42)]"  — , 
so  ist  dieser  Strahl  sich  selbst  entsprechend:  die  Büschel  (J^,  y'), 
{F,  90")  sind  (Nr.  850)  bei  jedem  der  zugehörigen  Complexe  perspectiv. 
Alle  Complexe  sind  harmonisch.  So  gehören  die  beiden  [(42)]  sur  dritten 
Klasse,  [(22)2]  mir  vierten. 

Im  Falle  [(22)11]  haben  wir  im  Tangente  üb  üs  eh  el  eines  Punktes 
von  Og  die  Tangente  desselben  als  Doppelstrahi  der  Involution,  und 
die  beiden  0^  berührenden  Tangenten,  welche  ein  Paar  derselben  bil- 
den; der  andere  Doppelstrahl  ist  der  singulare  Strahl  des  harmonischen 
Compleses.  Zerfällt  C&^  in  cp',  ip",  so  fallen  jene  beiden  Tangenten  in 
die  Treffgerade  von  tp'tp'  zusammen,  die  so  zweiter  Doppelstrahl  der 
Involution  wird;  aber  er  gehört  zn  einem  doppelten  Gebüsche  unter 
den  eonaiiigulären  Complesen;  [(22)2]"  besitzt  keinen  harmonischen 
Complex.  Bei  [(42)]"  aber  fallen  alle  3  Strahlen  zusammen;  für  die 
Involution  haben  wir  zunächst  nur  einen  Doppelatrahl,  jeder  andere 
Strahl  des  Tan  gen  tenbU  seheis  kann  zweiter  sein,  jeder  zugehörige  Com- 
plex ist  harmonisch. 

Zu  einem  solchen  Complexe  gelangt  man,  ivenn  f^  eine  heliehige  Fläche 
ist,  f^  ß&er  in  zwei  Ebenen  rp,  rp"  zerfällt,  die  sich  in  einer  Tangente  \ 
von  fi  schneiden.  F  ist  der  Berührungspunkt,  9  aber  —  entgegen  der 
Behauptung  von  Segre-Loria  —  die  der  Tangentialebene  t  von  f^ 
in  F  in  Bezug  auf  91',  g)"  harmonisch  zugeordnete  Ebene.  ^^  ^^^  der 
Schnitt  der  95  mit  derjenigen  Fläche  des  Büschels,  die  dem  einzigen 
Kegel  desselben  in  Bezug  auf  /^  und  95' 9"  harmonisch  zugeordnet  ist. 

867  Wir  schliessen  mit  einigen  Bemerkungen  über  den  Ort  der  Strah- 

len, welche  zwei  Kegelschnitte  JCi,  h^  oder  zwei  Flächen  3.  Grades  f^,  f^ 
nach  gegäienem  Doppelverhältnisse  X    {oder  dem  reciprohen)   schneiden. 
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Dieser  Ort  ist  eine  Curve  4.  Klasse,  lesw.  ein  Complex  i.  Grades.  Wir 
fanden  den  Complex  [(lll)fll)l]  als  Ort  der  Strahlen,  welelie  die 
singulare  Fläche  2.  Grades  ^  und  zwei  Ebenen,  die  in  einer  ihr  an- 
gehörigen  Geraden  d  sieh  begegnen,  nach  constantem  Doppel  Verhält- 
nisse schneiden;  offenbar  hat  sich  das  Gebüsche  [d]  doppelt  abge- 
sondert. 

Wenn  h^,  h^  sich  doppelt  berühren,  so  zerfällt  die  Curve  4.  Klasse 
in  zwei  dem  Büschel  der  ft  angehörige  Kegelschnitte  h',  k",  welche  zur 
(ebenfalls  im  Büschel  befindlichen)  harmonischen  Curve  und  dem  Paare 
der  Berührungspunkte  harmonisch  sind.  Es  lässt  sich  leicht  beweisen, 
dass  7Ci,  ftjt  von  zwei  Tangenten  jedes  dritten  Kegelschnitts  des  Büschels 
nach  gleichen  Doppelverhältnissen  geschnitten  werden.  Im  Büschel 
entsteht  durch  die  h',  h"  eine  Involution,  wenn  A,  -r-  sich  ändern. 

Negatives  Doppeiverhältniss,  ausser  —  1,  ist  nicht  möglich. 

Ebenso  zerfällt,  wenn  /j,  f^  sich  längs  eines  Kegelschnitts  Tc  tangiren, 
der  Complex  4.  Grades  in  die  Tangentencomplexe  zweier  Flächen  der 
Büschel  -  Schaa) ,  n  eiche  cm  Gj  undfläche  des  harmonischen  Con^exes 
(Nr.  865)  und  mm  Kegelschnitte  l,  harmonisch  sind.*) 

*)  Weilei,  Zeitachr   f  Mathem    u   Phys.  Jg.  39  S,  192. 
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Dieser  Anhang  bringt  einige  Nachtrage  za  den  beiden  ersten 
Bänden,  welche  sieh  nicht  in  den  Text  des  dritten  Bandes  verweben 
Hessen. 

I. 
868  In  I,  Nr.  251   wurde   die   siebenfache  Unendlichkeit  der  cubischen 

Itaunieurvm  gewonnen,  dmm  ein  gegebenes  Gewinde  r  zugehört;  es  ergab 
sieh,  dass  durch  3  gegebene  Punkte  A,  B,  C  oo^  von  diesen  Curven 
gehen:  wenn  k,  ß,  y  deren  Nullebenen  sind,  also  die  Schmiegungs- 
ebenen  jener  Punkte  für  alle  diese  Ourven,  so  legt  ein  Strahl  in  einem 
dieser  Scbmiegnngsstrahlen-Eüschel,  z.  B.  a  in  {^A,  a)  als  Tangente 
eine  von  den  Curven  fest.  Es  sei  o  die  Ebene  ABC  und  0  ihr  Null- 
punkt ccßy.  Zwei  Strahlen  a,  ö,  von  {Ä,  a)  als  entsprechende  Ge- 
raden bestimmen  eine  Homologie,  von  welcher  die  incidenten  Elemente 
0,  ra  Centrum  und  Ebene  sind  (I,  Nr.  242).  In  ihr  sind  die  beiden 
durch  a  und  ii  festgelegten  Curven  unseres  Systems  entaprechend. 

Demnach  liegen  die  oo^  ciihiscken  Baumcurvm,  denen  das  Gewinde 
r  zugehört  und  weldie  durch  Ä,  B,  C  gehen,  auf  demselben  Kegel.  3.  Ord- 
nung, der  seine  Spitse  im  Nidlpunkte  0  der  Ebene  ABO  hat.  Ihre 
Schmiegungsehenen  schneiden  in  diese  Ebene  die  nämliche  Curve  3.  Klasse  ein. 

Die  Doppelkante  des  Kegels,  die  gemeinsame  Doppel secante,  aas 
0,  aller  dieser  Curven,  ist  der  harmonische  Strahl  der  Ebene  üj  in 
Bezug  auf  das  Dreiflach  der  drei  Ebenen  a,  ß,  y.*) 

*)  Schröter,  Theorie  der  OberMchen  2.  Ordnnng  und  Raumcurven  3.  Ord- 
nung S.  288.  —  Eine  Cunre  3.  Ordnvvg  mit  Doppelpunkt  ist  eindeutig  duich  ihre 
drei  Wend^pwikte  und  WenditangenUn  besiiarntt.  Wenn  C,',  Cj'  die  Conatitnenten 
einea  CnrvenbüschelB  3.  Ordnung  sinJ,  so  beschreiben  die  Schnittpunkte  der  ersten 
Polaren  eines  Punktes  X,  der  eine  Gerade  (  durchläuft,  in  Bezug  auf  sie  eine 
Curve  4.  Ordnung;  diese  durchschneidet  sich  mit  der  bei  l'  sich  ergebenden  in 
den  zum  Punkte  W  gehörigen  4  Schnitten  und  den  13  Doppelpunkten  des  Bö- 
scbela.  "Wenn  nun  i«i,  «>,,  w^  die  drei  Weudetangenten  sind  und  (  die  Gerade, 
auf  der   die  Wendepunkte   liegen,    so   sei  t\°   diese  Gerade   dreifach  und  Cj '  das 
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Die  Doppelseeanten,  welche  aus  einem  beliebigen  Puokie  von  cj 
kommen,  liegen  in  einer  Ebene  durch  0. 

Wenn  A,  B,  0  unendlich  fem  sind,  so  gehen  die  cubisehen  Eaum- 
eurven,  welche  dann  auf  einem  zur  Axe  von  r  parallelen  Cylinder 
3.  Ordnung  liegen,  durch  Verschiebung  aua  einander  hervor. 

Sind  blos  2  Punkte  A,  B  gegeben,  so  erhalten  wir  oo^  zu  F  ge-  8C9 
hörige  cubischen  Raumcurven  durch  sie  und  je  oo*,  welche  dieselben 
2  Strahlen  a,  b  von  {A,  a),  {B,  ß)  zu  Tangenten  haben.  Es  seien 
B^,  Ri'  zwei  von  ihnen;  weil  die  Sehnen- Regeischaaren  derselben,  zu 
denen  a,  b  gehören,  diese  gemein  haben,  so  haben  auch  die  Leit- 
schaaren  zwei  Gerade  gemeinsam.  Wenn  eine  von  diesen  die  Curvea 
in  X,  X,  trifft,  so  haben  wir  eine  Collineation  mit  den  Axen  a,  b,  in 
welcher  X,  Xi  entsprechend  sind;  sie  transformirt,  da  «,  &  zu  T  ge- 
hören, dies  Gewinde  in  sich  selbst  (I,  Nr,  240),  also  die  zu  F  gehörige, 
a,  h  m  Ä,  B  berührende  und  durch  X  gebende  R^  in  die  zu  J"  ge- 
hörige, ebenfalls  a,  b  in  A,  B  berührende  und  durch  X^  gehende  und 
dadurch  eindeutig  bestimmte  jR,'.  So  gehen,  die  oo'-  Raumcurven  aus 
einer  von  ihnen  durch  die  oo^  möglichen  Collineationen  mit  den  Axen 

a,  h  hervor,  oder  je  zwei  von  ihnen  aus  einander  durch  eine  dieser 
Collineationen.  Die  Geraden,  die  in  den  verschiedenen  Collineationen 
einer  Geraden  x  entsprechen,  befinden  sich  alle  in  der  Regelschaar 
(abx);  gehört  daher  x  zu  der  durch  a,  b  gebenden  Sehnen-Regelschaar 
von  JJ^,  so  wird  diese  sich  selbst  entsprechend  in  allen  diesen  Colli- 
neationen, also  auch  Sehnen-Regelschaar  der  andern  Ourven. 

Die  oo'  SU  r  gehörigen  cubisckm  Eaunictirven,  welche  in  A,  B  die 
Strahlen  a,  b  der  Büschel  {A,  a),  {B,  ß)  tsu  Tangenten  haben,  Hegen  auf 
derselben  durch  a,  b  gehenden  Flädte  3.  Grades.  Die  Schmiegungs-  oder 
Nullebenen  a,  ß  sind  die  Berührungsebenen  dieser  Fläche  in  A,  B. 

Wenn  a',  V  die  beiden  Strahlen  von  i^A,  k),  (B,  ß)   sind,  welche 

b,  bezw.  a  treffen  und  zwar  in  D,  C,  so  ist  ABCD  ein  gemein- 
sames Schmiegungs -Tetraeder  aller  oo^  Raumcurven,  und  die  Fläche 
2.  Grades   geht   durch  das  Vierseit   aa'bb'.     Dasselbe    bestimmt    in  F 

Tripel  der  iv.  Erste  Polare  eines  beliebigen  Punktes  in  Beüug  auf  0^^  ist  (  dop- 
pelt, die  eines  Punktes  von  t  aelbat  ist  unbestiinmt.  Die  ersten  Polaren  in  Bezug 
auf  U![!üii08  sinA  durch  die  3  Doppelpunkte  gehende  Kegelschnitte,  Infolge  deaaen 
zerfallen  jene  Curven  4,  Ordnung  in  die  Gerade  t  doppelt  und  die  Polar- Kegelschnitte 
der  Punkte  tl,  tV  in  Bezug  auf  w^w^w,.  Der  einzige  Punkt,  den  diese  noch  ge- 
mein haben,  ist  der  einzige  Doppelpunkt  einer  (nicht  zerfallenden)  Curve  des 
Büschels.  Man  erkennt  ihn  leicht  als  den  Punkt,  für  welchen  t  zweite  Polare  in 
Bezug  auf  v>,w,iVs  ist,  oder  als  den  harmonischen  Pol  von  (  in  Bezug  auf  daa 
Dreiaeit  w,w^V!^. 
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ein  StraUeiinetz,  und  jedem  Gewinde  durch  dies  Netz  ist  eine  durch 
das  Vieraeit  gehende  Fläche  2.  Gfrades  zugeordnet,  welche  die  zu  dem 
Gewinde  gehörigen  und  a,  h  va  Ä,  3  berührenden  cubischen  Raum- 
curven  enthält. 

Die  oo^  cubischen  Raumcurven,  welche  zu  F  gehören  und  durch 
A,  B  gehen,  führen  also  zu  co*  Flächen  2.  Grades,  welche  «,  ß  in 
A,  B  tangiren.  Die  dreifache  Unendlichkeit  der  Flächen  2.  Grades, 
welche  diese  Berührung  eingehen,  wird  also  nicht  erschöpft. 

Jede  Fliehe  2.  Grades,  welche  durch  eine  zu  T  gehörige  cubische 
Raumcurve  geht,  enthält  deren  oo^;  denn  die  beiden  zu  F  gehörigen 
Sehnen  aus  der  auf  der  Fläche  befindhchen  Sehnen -Rege  lach  aar  der 
Curve  sind  Taogeuten,  weil  diese  allein  unter  den  Sehnen  der  Curve 
zu  r  gehören.  Somit  haben  wir  eine  a,  1)  ia  A,  B  berührende  cu- 
bische Raumcurve  von  r,  mithin  co^  auf  der  durch  sie  und  a,  h 
bestimmten  Fläche  2.  Grades,  d.  i.  auf  der  gegebenen.  Die  Zahl  der 
Flächen  2.  Grades  durch  die  cubischen  Raumcurven,  die  zu  F  gehören, 
ist  daher  00''+^—^, 

Jedem  Qewinde  F  ist  ein  achtfach  unmdliches  System  von  Flächen 
2.  Grades  sugeordnet,  von  denen  jede  00^  dem  F  mgehörige  cubische  Baum^ 
cttrven  trägt:  sie  haben  alle  dieselbe  Begelschaar  der  Fläche  zur  Sehnen- 
Begelsehaar  und  berührm  die  beiden  su  F  gehörigen  Geraden  derselben  in 
den  nämlichen  Punkten  (mit  den  Berührungsebeuen  dieser  Punkte  als 
zugehörigen  Schmiegungsebenen). 

Eine  einfachere  Beziehung  dieser  Flächen  zum  Gewinde  habe  ich 
nicht  gefunden.*) 

Durch  einen  Punkt  A  gehen  cxi°  cubische  Baumcurven,  welche  eu 
einem  gegebenen  Gewinde  F  gehören;  sie  befinden  sich  auf  dmi  00*  Kegeln 
2.  Grades,  welche  A  gur  Spitze  haben  und  die  Nvllebene  cc  dieses  Punktes 
tangiren,  je  00'  auf  jedem  dieser  Kegel,  die  dann  wiederum  aus  irgend 
einer  von  ihnen  durch  die  verschiedenen  Homologien  hervorgehen,  für 
welche  A,  k  Centrum  und  Ebene  sind.    Daraus  folgt,  dass  die  5  Punkte, 

*)  Es  wurde  vorhin  von  einer  Collineation  gesprochen,  die  ein  Gfewinde  in 
sieh  selbst  überführt,  eine  ihm  zugehörige  cubische  Haumcurve  aber  in  eine  an- 
dere. Damit  ist  gesagt,  dass  die  Behauptung  in  I,  Nr,  257,  dass  jede  Collineation, 
■welohe  ein  Gewinde  in  sich  überführt,  anch  jede  der  ihm  zugehörigen  cubischen 
Baumcurven  in  sich  überführt,  nicht  richtig  ist.  Das  aeigt  auch  die  Vergleichnng 
der  a,  a.  0.  erhaltenen  Sätze  mit  dem  zweiten  Theile  meiner  Abhandlung  Math. 
Annalen  Bd.  86  S.  465:  eine  Collineation  hat  eine  Bedingung  zu  erfüllen,  um  ein 
Gewinde  in  sich  zn  transformiren,  hingegen  zwei,  damit  eine  onbische  Banmcurve 
in  sich  übergeht.  Es  soll  heissen:  Von  den  00'°  Collineationen,  welche  ein  Ge- 
winde in  sich  transformiren,  führen  je  oc^  jede  der  00'  augehörigeu  cubiechen 
Eaumcurven  in  sich  über. 
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welche  '^leim  von  dwsm  Cunen  qfmenbam  iind,   m  der  '^pttzp  A  dcb 
Kegels  stdi  vefieinigt  haben  ■*") 

W&nn  eine  mbtscke  Baumcurve  JJ*  011  einem  Gewtndt  F  gehott  so  870 
heßndet  steh  ihre  Tangentenflache  5*  in  demselben  ihre  Bildtiu  ve  bei  det 
eindeutigen  Ahbüdung  von  F  in  ä^n  Piinkframn  I^^  wekhe  111 1  Nr  202  ff 
besprochen  wur  le  tttt  weil  sie  m  em  m  Strahlennetz  von  F  4  Erzen 
gende  sendet  nne  Baumcitte  ä  0>änu)j  P,*,  offeniai  ^  itt  wegen 
der  eindeutigen  Beziehung  auf  S^  oder  Ü'  ahn  nicht  die  allgenuine 
Haumeuive  deset  Att  soni  in  tut  wteteasaniei  Specialfall  Den  Sehmie 
guugsstrahlen  B  isdifln  ^on  P^  entsprechen  die  Tangenten  dieser  Curve 
weil  jedei  zwei  nnei  dlich  nihe  Eizeugende  von  ä*  enthalt  die  C  n 
giuenz  3  Giddes  der  bchmiegungsstrahlen  von  K  hdt  mit  Jei  einei 
Geialen  von  2.j  entsprechenden  u  Be^ek  haar  in  P  t>  Strahlen  ^e 
memsam  (I,  Nr.  205);  also  ist  ifj'  vom  Range  6.  Der  Hauptstrahl 
M  der  Abbildung  scheidet  aus  F  ein  singuläres  Strahlennetz  {F,  u)  aus, 
dessen  Strahlenbüscheln  je  nur  ein  Punkt  entspricht;  diese  Punkte 
billen  m  2?i  die  Hauptcuive  l^^  der  ibblding,  jeder  vun  jenen  Bu 
schein  enthalt  o  behmiegungsstrahlen  von  Jt  da  durch  seinen  Scheitel 
3  feehmiegungaebenen  gehen,  folglich  gehen  dirch  jelen  Punkt  von 
/j'  o  Tangenten  der  £j*  Die  Cwie  det  Süindtptinkte  dei  Tangenten 
die  er  Baiimcmve  4  Otdnung  2  Alt  nt  aho  nuM,  wie  im  aJlgememm 
Falle,  eine  Doppelcune  6  (hdnung  auf  der  Tanqentenflacl e  6  Ordnung 
sondern  em  äieifacher  Kegel  ehnitt 

Die  4  Punkte  m  denen  F^  "«ich  auf  l.^  stützt,  sml  die  Beiuh 
rungspunkte  der  neipunktig  tangirenden  fechmiegingsebenen  und  ^u 
gleich  die  4  Punkte,  jn  lenen  sie  von  ei^^enen  Taugenten  nochmals 
geschnitten  wird  '') 

Bei  der  sweieindeutigen  Abbildung  eines  Gewindes  F  in  den  Punkt-  871 
räum  2^,,  welche  in  I,  Nr,  199  ff.  behandelt  wurde,    ergab   sich  eine 
Fläche  2.  Grades  <p^^,  deren  Punkten  zwei  vereinigte  Strahlen  von  F 
und    deren  Tangenten    die   Strahlenbiischel   von  F   —  jeder  zwei  — 
correspondiren  ***)    Die  Flächen  2  Grades  in  ^^    in  welche  die  StraAlen- 

*)  Die  meisten  dieser  Satze  —  ziin  Iheil  in  anleiei  Form  ■—  habe  ich  vor 
etwa  3  Jahren  aus  einer  Arbeit  kennen  gele  nt  wplolie  mii  Herr  Otto  Gutsche 
in  Breslau  znr  Kenntniaiinahme  m  ttheilte  n,h  gebe  siti  hier  mit  den  Beweisen, 
die  ich  im  Ansch)u'<8e  an  nie  ne  Darstellnng  gebildet  habe  nichdem  sich  Herr 
Gataclie  mit  dieser  Veiöffentlichung  emverataiiden  erklSit  hat 

**)  Mit  diesem  Sjeualfalle  der  RiimeurvH  4   Otdnn^2   A  t  haben  sich  Em. 
Weyr  undAdler  bescbafttjt  (WiPnerSitiimgibenchteBd  72  '^  686,  Bd.  86  S.  919). 
***)  In  bL?ug  auf  diese  llai,he  yergl    auch  Nr   73 
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netse  von  F  sich  abhüden,  sind  dieser  93/  je  längs  eines  Kegelschnitts  um- 
geschrieben, die  Kegelschnitte,  welche  die  Bilder  der  Regeischaaren  mn  F 
sind,  berUkren  sie  zweimal 

Lassen  wir  dm  Scheitel  eines  Strählenhüschels  von  F  eine  Ebene  e 
durchwandern,  so  erzeugt  die  Bildgerade  die  Congniem  der  Tangenten  von 
9i^,  tvelche  sich  auf  diejenige  Tangente  t^"  von  <p^^  stUteen,  die  das  Sild 
des  Büschels  von  F  in  s  ist:  ein  Specialfall  der  in  II,  Nr.  487  bespro- 
elienen  Oongruenz. 

Die  Schedtel  und  Ebenen  assocürter  Strahlenbüschel  von  F,  d.  li. 
solcher,  welche  dieselbe  Bildgerade  in  2^^  baben,  bewegen  sich  collinear: 
diese  Collineation  ist  die  windschiefe  InvohiUon,  die  im  dem  Strahlennetse 
FA  der  sich  selbst  assocÜrten  Strahlen  gehört,  dessen  Leitgerade  zu  Axen 
bat.  Die  aus  den  Spuren  dieser  Leitgeraden  in  e  kommenden  Strablen- 
büscbel  von  F  aind  sieb  selbst  assocÜrt;  ihnen  entsprechen  die  Geraden 
von  gjj*,  welche  sich  im  Berührungspunkte  von  i^"  scbneiden;  dies  sind 
Doppelstrahlen  der  obigen  Congruens. 

II. 

872  Einen  interessanten  Fall,  in  dem  sich  die  Sehnencongrueiiz  einer 
cnbischen  Bamncurve  ergiebt  (II,  Nr.  304,  309),  hat  Krüger*)  gefunden. 
Die  Schwerpunkte  sowohl  wie  die  Höbenpuukte  der  Schnittdreiecke 
einer  cubischen  Saumcurve  B^  mit  parallelen  Ebenen  sind  in  gerader 
Linie  gelegen,  und  diese  „Schwerlinien",  „ Höhen punktsJinien",  für  die 
verschiedenen  Stellungen  der  Schnittebenen  construirt,  erzeugen  die 
Sebnencongruenz  einer  von  Ä*  v  eist,  hie  denen  cubischen  Raumcurve, 
bezw,  die  der  ü'  selbst,  wegen  den  Beweises,  der  zu  viel  Itaum  be- 
anspruchen würde,  veiweise  ith  auf  die  KrQger'sche  Abhandlung. 

873  In  I,  Nr.  283  wurde  schon  die  Noimalencmgrueng  einer  Fläche 
3.  Grades  F*  als  eine  (6,  2)  mit  4  smgularen  Ebenen  4.  Grades  erkannt, 
also  von  der  zweiten  Art  Diese  4  Ebenen  sind  die  Hauptebenen  von 
F^  und  die  unendlich  teme  Ebene  G  Die  singulären  Curven  4.  Klasse 
in  jenen  sind  die  Evoluten  der  Hauptcurven;  die  in  lä  entsteht  durch 
die  Geraden,  welche  die  Punkte  der  Curve  jF^S  mit  den  entsprechen- 
den Punkten  der  zu  ihr  nach  der  absoluten  Curve  S^  polaren  Curve 
verbinden. 

Die  singulären  Ebenen  U.  Grades  ergeben  sieh  folgendermassen.  Es 
seien  %,,  %s,  %s,  X^  die  4  Schnitte  F^^^,  t,-  die  Tangenten  in  ihnen 

*)  Zeitschrift  f.  Mathematik  11,  Physik  Jg.  40  S.  196. 
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an  S^,  gt,  h  die  Geraden  der  einen  und  andern  Scliaar  von  F^  durch 
%i,  endlich  yi,  ki  die  Ebenen  t,-^,-,  tj;.  Dies  sind  die  gesuchten  Ebe- 
nen; denn  z.  B.  die  Normalen  der  Punkte  von  gi  fallen  alle  in  die 
Ebene  yi  und  umhöllen  in  ihr  eine  Parabel.  Die  Schnittlinien  ytXi 
sind  die  1;  und  hegen  in  ®.  Die  Diagonalpunkte  ^(^^(SiSs,  '^s'^4), 
93^(3:1^3,  %2%,),  {E  =  i%,%^,%.,%^)  sind  die  Pole  der  Hauptebeueu 
a,  ßf  y  nach  F^;  folglich  liegt  g^l^,  als  Berührungspunkt  einer  durch 
%x%2  und  9(  gehenden  Tangentialebene  von  F\  in  a,  die  Tangenten 
t^,  tg  von  ß^  treffen  sich  auf  der  St  gegenüber  liegenden  Diagonale 
SSE,  die  auch  in  k  liegt;  daher  fällt  y^J.^,  welche  g^^l^  mit  t,tg  ver- 
bindet, in  K  und  so  liegen 

in  a:    y^X^,  y^ii,  y^k^,  7,^3;         in  ß:    y^l^,  y^l^,  y^l^,  y^X^; 

in  yi  yj_X^,  y^X^,  y^X^,  y^X^;  in  @:  y^X^,  y^X^,  y^X^,  y^X^. 
Sie  3  Gruppen  der  singulären  Ebenen  bilden  also  die  duale  Figur 
SU  derjenigen  dreier  destniscker  Tetraeder:  desmiach  heissen  bekanntlich 
drei  Tetraeder,  wenn  zwei  (und  dann  je  zwei)  von  ihnen  in  4  Weisen 
so  perspectiv  liegen,  dass  die  4  Perspectivitätscentren  in  den  Ecken  des 
dritten  sich  befinden. 

Brennfläehe    der   Norraalencongruenz    ist    die    Fläche    der   Krüm- 
mungs-Mittelpunkte.*) 

Zu  drei  confoealen  Congruensm  (2,6)  ztveiter  Art,  deren  singulare  874 
Funkte  drei  desmische  Tetraeder  selbst  bilden,  führt  die  eubische  Fläche. 
Mit  ihnen  wollen  wir  uns  etwas  genauer  beschäftigen;  sie  wurden  von 
Cremona  in  seiner  Preisschrift  über  die  cubischen  Flächen  vom  Jabre 
1866**)  behandelt,  also  ungefähr  gleichzeitig  mit  Kummer's  und 
Plücker's  die  Liniengeometrie  begründenden  Schriften. 

Die  12  Doppelpunhte  der  3.4  weiteren  Geradenpaare,  welche  an  den 
3  Seiten  eines  Dreiseits  der  Fläche  F^  hängen,  sind  die  Ecken  von  drei 
desmiscken  Tetraedern.     Das  ist  atn  besten   mit  Hilfe   der  Bezeichnung 
der  27  Geraden  der  Fläche  zu  erkennen,  die  mit  einer  Doppelsechs : 
a^  «2  «3  a^  «3  füg 
h  h  h  K  h  h 
zusammenhängt;   jede   der   15   übrigen   Geraden  c^  trifft  zwei  a   und 
zwei  b,  nämlich  «,-,  ai,  h,  b^.    Es  sei  a^h^c^^  das  betrachtete  Dreiseit; 
an  fli,  bi,  c,3  hängen  bezw.  die  weiteren  Paare: 

*)  Vergl,  WälBcli,  Wiener  Sitiungabericbte  Bd.  96  S.  549,  Bd.  97  S.  583. 
**)  Journal  für  Mathematik  Bd.  68  S.  1  Kap.  IX;  Cremona,  Grnndzöge  einer 
allgemeinen  Theorie  der  OberBächen  (deutsch  von  Curtae,  Berlin  1870)  Theil  III 
Kap.  V. 
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^s'^iai   ^i'^u'   K'^i'^t   ^ef^ie 


"a^Li     '^34*^6«;    %'^46)    '^36% 

mit  den  Doppelpunkten: 

Ai,  A,,  Ä^,  Ä^;     B„  J?2,  B3,  if^;     Ci,  O3,  C3,   C,. 
Ea  laufen  dann: 

Ä,B„  Ä^B^,  Ä^B,,  A^B^  in  C^,  A^B^,  A^B„  A^B„  A^B^  in  C,, 
A,B^,  A,B^,  A^B^,  A^B,  in  C.,,  A^B^,  A^B„  A^B^,  A^B,  in  C\ 
zusammen;  denn  z.  B.  die  Dreiseite  h^c^^a^,  Cj^ga^bi  haben  A^,  B[,  Q 
auf  der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen,  h^c^^a^,  Ci^a^h^  ebenso  A^,  B^,  C-^, 
i^a'^j'^su  'hs^i^ss  ^^^  ^11  ^äi  ^2t  "■  S.  w, 

Bezeichoen  wir  nun  das  Dreiseit  einfacher  mit  abc  und  seine 
Ecken  bc,  ea,  ab  mit  A,  B,  C. 

Die  erste  Polarfläche  C^  von  C  schneidet  F\  ausser  in  a,  b,  noch 
in  einer  B.aumcwi've  4.  Ordnung  I.  Art,  der  Bemhnmgscnrve  e*  des  von 
C  hjmmenden  Berührungskegels  der  F^.  Sie  geht  ersichtlich  durch  die 
8  Doppelpunkte  Ai,  Bj.  Folglich  kommen  Ton  jedem  der  4  Punkte 
Ci  4  Doppelaecanten;  dies  bedeutet,  dass  diese  4  Punkte  d  die  Spitzen 
der  4  durch  c*  gehenden  Kegel  3.  Grades  sind.  Die  beiden  Geraden  von 
F^  durch  einen  dieser  Punkte  treffen  c*  zweimal  und  sind  Kanten  des 
Kegels.  Jede  Fläche  des  Büschels  (c*)  schneidet  daher  die  F^  in  einem 
Kegelschnitte,  dessen  Ebene  durch  c  geht. 

Fine  der  drei  Congruenzenf  mit  denen  wir  uns  beschäftigen  wollen, 
entsteht  folgendermassen.  Jeder  Strahl  y  des  Bündels  C  hat  swei  weitere 
Schnitte  Y,  Y'  mit  der  Fläche;  ihre  Tangentialebenen  |,  |'  schneiden  sich 
in  einem  die  Congruem  ersengenden  Strahle  x.  Die  beiden  nach  y  gehen- 
den Ebenen  durch  a,  h  seien  a,  ß,  die  in  ihnen  befindlichen  Kegel- 
schnitte der  Fläche  S«,  S?^^,  T,  Y'  sind  deren  Begegnungspuokte,  und 
weil  die  §,  |'  sie  in  diesen  Punkten  berühren,  so  sind  die  Spuren  von 
a;  in  a,  ^  die  Pole  X^,  Xj^  von  y  nach  diesen  Kegelschnitten  ^or,  ffl^. 
Also  Tcönnen  wir  unsere  Congruens  auch  definiren  als  Oi't  der  Verbindungs- 
linien der  Pole,  in  Bezug  auf  swei  Kegelschnitte  der  Fläche  in  Fbenen 
durch  a,  b,  des  Scknittstrakls  dieser  Ebenen.  Daraus  erhellt  wiederum, 
dass  X  auch  Verbindungslinie  der  Spitzen  der  beiden  Kegel  3.  Grades  ist, 
welche  durch  ^a,  S^  gelegt  werden  Jcönnen  und,  wie  bekannt,  die  F^  je 
noch  in  einem  dritten  Kegelschnitte  ^y  schneiden,  dessen  Ebene  y 
durch  c  geht,  x  ist  die  Polare  von  y^J^aß  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
2.  Grades  des  Büschels  (^aStfl)  oder,  wie  wir  ihn  kürzer  bezeichnen 
wollen,  des  Büschels  [aß]. 
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Die  Berübrungscurve  des  Tangentiaikegels  an  F"  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  P  ist  6.  Orduung:  p^  und  erhält  aus  jedem  Punkte 
6  Doppelseeanten.  Sie  sehneidet  .jede  von  den  27  Geraden  zweimal; 
also  gehören  zu  den  von  C  kommenden  Doppelseeanten  die  Geraden 
a,  b  und  zwar  doppelt.  Denn  die  Tangenten  von  p^  io  ihren  Schnitt- 
punkten mit  a,  b  fallen  beide  in  die  Ebene  Pa,  Fb;  folglieh  sind  a,  b 
Erzeugende  der  abwickelbaren  Fläche  der  doppelten  Berührungsebenen 
der  Curve  p^;  von  jedem  Punkte  dieser  Fläehe  kommen  (II,  Nr.  297) 
zwei  in  die  Erzeugende  vereinigte  Doppelseeanten  an  die  Curve.  Daher 
sendet  C  nur  noch  2  andere  Doppelseeanten  an  aie,  und  diese  beweisen, 
dass  durch  P  zwei  Schnittlinien  x  gehen.  Die  Congruens  ist  3.  Ord- 
nung. 

Die  oben  erwähnten  Pole  Xß,  X.^  befinden  sich  auf  der  ersten  875 
Polarfiäche  C^  des  Punktes  G.  Der  zweite  Punkt,  in  dem  ein  Strahl 
y  durch  C  diese  Polarfläche  achneidet,  ist  dem  C  harmonisch  zugeord- 
net in  Bezug  auf  die  beiden  Schnitte  S^aS^  oder  Y,  I";  d.  h,  die  beiden 
von  a,  ß  aus  C^  ausgeschnittenen  Geraden  a,  b'  sind  die  Polaren  von 
C  in  Bezug  auf  So,  S^,  und  demnach  hegt  der  Pol  X„,  X/j  der  Ge- 
raden y^fißin  Bezug  auf  S„,  S^  auf  a,  V. 

Bwrch  Xc  Xß  entsteht  also  auf  C^  eine  eindetitige  Verwandtschaß, 
und  unsere  Congtuem  ist  der  Ott  der  Verbindungslinien  entdeckender 
Funkte.  In  den  FunMen  von  c*  vefi einigen  sich  zusammengehörige  Pole 
X„,  X^. 

Die  Pole  von  a  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  ffia  erfüllen  die 
cubische  Raumcurve  «^,  in  der  die  ersten  Polarflächen  der  Punkte  von 
a,  ausser  in  a,  einander  durch  schneiden.  Dieser  Curve  begegnet  die 
Ebene  eines  Büschels  (C,  ij)  von  Strahlen  y  dreimal;  daraus  folgt,  dass 
die  Pole  X«  dieser  Strahlen  eine  Rauracurve  4.  Ordnung*)  erzeugen, 
welche  a  dreimal  schneidet.  Weil  sie  einer  ebenen  Sobnittcurve  C^|a 
viermal  begegnet,  entsteht  durch  die  Strahlen  y,  welche  die  Punkte 
dieser  Curve  zu  Polen  Xa  haben,  ein  Kegel  4,  Ordnung;  für  ihn  ist 
a  dreifache  und  b  einfache  Kante.  Der  Kegel  4.  Ordnung,  welcher 
ebenso  zu  einer  von  Polen  Xß  durchlaufenen  Schnifctcurve  C^|^  gehört, 
hat  b  zur  drei-  und  a  zur  einfachen  Kante;  die  10  Kanten,  die  beiden 
Kegein  sonst  noch  gemeinsam  sind,  lehren,  dass  lOmal  Xa  auf  jenem 
und  der  zugehörige  X^j  auf  diesem  Schnitte  liegt;  oder,  wenn  der  eine 
von  dm  beiden  Funkten  Xa,  Xß  einen  ebenen  Schnitt  von  C^  diurehläuft, 
■  andere  eine  Curve  10.  Ordnung  auf  dieser  Fläche. 


*)  Vergl,  A.  Bramliilla,  Eendioonti  dell'  Accademia  di  Napoli  Mai  1896, 
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Lassen  wir  ^  eine  Ebene  a  werden,  so  sondert  sich  von  der  Cnrve 
der  Pole  X/i  die  Gerade  a  ab,  da  sie  jeden  ihrer  Punkte  zum  Pole  in 
Bezug  auf  das  Geradenpaar  ac  hat;  es  bleibt  eine  Cnrve  3.  Ordnung. 
Xa  durchläuft  die  in  der  Ebene  a  gelegene  Gerade  a.  Einer  Geraden 
a,  erfüllt  von  Polen  Xa,  entspricht  also  eine  Curve  3.  Ordnung  von 
Polen  X^,  welche  den  a    (zu  denen  b  gehört)  zweimal  begegnet. 

Weil  jede  b'  mit  einer  a  einen  ebenen  Schnitt  bildet,  so  entspricht 
einer  von  Xg,  erfüllten  Geraden  J>'  eine  Kaumcurve  7.  Ordnung  von 
Punkten  X^.*) 

Wenn  a  ein  Geradenpaar  enthält,  so  ist  für  ein  y  von  (C,  a)  im 
allgemeinen  Pol  Xa  der  Doppelpunkt  Äi,  und  ihm  entsprechen  also 
alle  Punkte  der  cubischen  Raumcurve,  Für  den  Strahl  y  aber,  der 
durch  Ai  geht,  fällt,  da  er  in  diesem  Punkte  dann  die  Curve  S^  be- 
rührt, auch  Xß  nach  Äi.  Die  Curve  3.  Ordnung  geht  also  durch  A(, 
und  der  Kegel  2.  Grades,  der  sie  aus  Ai  projicirt,  gehört  zur  Con- 
gruenz;  so  sind  die  Funkte  Ai  und  Bi  als  singulare  Kegel  2.  Grades  der 
Congruenz  erkannt. 

Ein  ebener  Schnitt  C^^a  wird  von  der  entsprechenden  Curve 
10.  Ordnung  erstens  in  den  4  sich  selbst  entsprechenden  Punkten  c^|o 
getroffen;  die  6  übrigen  Punkte  sind  Pole  X^,  die,  ebenso  wie  die 
zugehörigen  Xo,  in  §„  liegen;  so  dass  wir  so  6  in  dieser  Ebene  ge- 
legene Co ngruenz strahlen  XaX^  haben;  die  Congruens  ist  6.  Klasse, 
und  die  schon  gefundenen  8  singulären  Punkte  2.  Grades  Ai,  Bi  zeigen, 
dass  sie  von  der  zweiten,  Art  ist.  Als  die  4  übrigen  singulären  Funlde 
{4.  Grades)  ergeben  sich  die  4  Doppelpunkte  d.  Für  jeden  von  ihnen 
ist  nämlich  die  G-egeneeite  des  Dreiseits,  zu  dem  er  gehört,  die  c,  und 
C  also  Doppelpunkt  eines  an  derselben  hängenden  Geradenpaars;  das 
hat  zur  Folge,  dass  C  Spitze  eines  der  Kegel  2.  Grades  ist,  welche 
durch  die  zu  d  gehörige  Be rühr ungs curve  gehen;  aus  C  kommen  also 
an  diese  Curve  oo^  Doppelsecanteu,  und  durch  C,-  gehen  daher  oo^ 
Strahlen  dei   Congiuenz 

Es  ist  leicht  die  beiden  Beqehckam  Eeihen  in  der  Congruens  zu 
ermitteln  In  der  abwickelbiren  Flache  -i  Klasse  welche  der  F^  längs 
eines  St«  umgeschiieben  i&t  unl  k  zur  doppelten  Ebene   hat     bringen 


*)  Projic  rt  man  d  e  \  X^  aus  zwe  P  luktoa  U  0  von  C  auf  die  Ebenen 
£,  Z  so  ergiebt  s  ch  cm  intereasantes  ße  spiel  der  Cremo  i  a  1  en  Terwandt- 
Bchaft  10  Gralea  d  e  in  Cremona  s  Reihenfolge  die  zweite  ist  unl  in  jeder 
Ebene  einen  iiebenfaolieii  5  dreifache  und  5  einfaohe  Hauptpunkte  hat  In  Z  ist 
der  siehe  fache  die  8pnr  der  luroh  0  gohenden  deraden  b  die  ""pur  der  Geraden 
a'  durch  0  md  die  Proje  t  onen  der  J.  sind  die  Ireifachen  hi  fache  Haupt- 
punkte nd  Projectionen  d  s  7l  ier  lern  in  ü  liegen!  i  ij  entapricht, 
uad  dei  vier  Xa    welche  zu  den  Strahlen  CB    gehuron 
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die  Ebeaen,  welche  ia  den  Schnitten  eines  Strahls  von  {C,  u)  mit  S^ 
tangiren,  eine  Involution  hervor.  Die  Doppelebenen  dieser  Involution 
kommen  von  den  Strahlen  des  BUscliels  {C,  cc)  her,  welche  Ä„  tangi- 
ren;  die  beiden  in  «  vereinigten  Ebenen  bilden,  da  durch  ihre  Be- 
rühr un  gapunkte  ein  Strahl  von  (C,  «)  gebt,  auch  ein  Paar.  Die  Schnitt- 
linie eines  Paars  dieser  Involution  bestimmt  eine  dem  Torsus  einge- 
schriebene Fläche  2.  Grades.  Die  Regelschaar  derselben,  weicher  sie 
angehört,  ruft  wiederum  im  Toraus  eine  Involution  hervor,  weiche  mit 
der  unserigen  dieses  Paar  und  das  der  Doppelebcne  geraein  hat  und 
demnach  mit  ihr  identisch  ist. 

Also  wird  die  Regelschaar  durch  die  Schnittlinien  gepaarter  Ebenen 
der  Involution  gebildet  und  gehört  der  Congruenz  an. 

Jede  Ebene  ce,  ß  liefert  so  eine  in  der  Oongruenz  enthaltene 
Regelschaar;  enthalt  sie  ein  Geradenpaar,  so  wird  dieselbe  ein  Kegel 
mit  der  Spitze  im  Doppelpunkt,  da  ja  die  beiden  Tangentialebenen 
immer  durch  die  eine  und  die  andere  Gerade  gehen. 

Confocal  sind  die  3  sm  den  Ihmlden  A,  £,  C  gehörigen  Gongntmizen. 

Unsere  Congruenz  wurde  schon  vom  Oremona  als  Ort  der  Schnitt-  g 
linien  ejttsprechender  Berührungsehenen  ßweier  colUnearer  Flächen  3.  Gra- 
des erkannt    (II,  Nr.  463),     Ich   werde   mich  im  Folgenden  im   allge- 
meinen seiner  Darstellung  anschliesaen. 

Wir  halten  die  Ebene  y  durch  c  fest.  Für  jede  ec  durch  a  bekom- 
men wir  dann  eine  Polare  üy  des  Strahls  ay  in  Bezug  auf  den  Büschel 
[ay],  und  ebenso  für  jede  ß  durch  b  eine  Polare  hy  von  ßy  in  Bezug 
anf  ißy]'  Beide  liegen  in  der  Polarebene  des  Punktes  aßy  in  Bezug 
auf  die  Fläche  [aßy],  welche  durch  S'«,  ^^,  ^y  geht,  und  schneiden 
sich  im  Pole  von  y  nach  dieser  Fläche.  Folglich  erzeugen  die  Polaren 
Gy  und  by  zwei  verbundene  Regel  seh  aar  en;  die  gemeinsame  Trägerfläche 
Hy  wird  so  der  Ebene  y  zugeordnet.  Sie  wird  durch  die  Folarebenen  der 
FunMe  aßy  je  in  Begug  auf  die  zugehörige  Fläche  [aßy]  umhüllt  und 
dwck  die  Pole  von  y  für  diese  Flächen  erzeugt. 

Weil  die  ccy,  ßy  durch  die  Punkte  B,  A  des  Dreiseits  ahc  gehen, 
so  gehören  die  Regeischaaren  der  ay,  by  zu  denjenigen  unserer  drei 
Congruenzen,  welche  den  Punkten  B,  A  zugeordnet  sind,  uod  bilden 
je  die  einen  Reihen  in  ihnen,  wenn  y  geändert  wird. 

In  der  zu  G  gehörigen  Congruenz  befinden  sich  die  Begelschaaren 
der  6a  auf  den  if„  und  der  a^  auf  den  H^. 

Auf  üy,  bezw.  &y  liegen  die  Spitzen  der  beiden  Kegel  aus  dem 
Büschel  \ay\,  bezw,  \ßy~\  und  kommen  damit  auf  die  Fläche  Sy. 

Die  Polaren  ä,  V   von  G  in  Bezug   auf  ß„,  ^^    liegen    auf  der 
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ersten  Polarfläche  C^  von  G;  sie  schneiden  sich  auf  «jJ,  und  ihre  Ebene, 
eine  Tangentialebene  von  G^,  ist  Polarebene  von  C  nach  dem  Büschel 
\a§i\.  Die  Polarehenen  von  G  nach  den  verschiedenen  Büscheln  [aß] 
umhüllen  also  die  erste  Polarßäche  C^  von  C.  In  jedem  dieser  Büschel 
geht  eine  Fläche  durch  den  festen  Kegelschnitt  Sty  in  y.  Sonach  ist 
G^  auch  Enveloppe  der  Polarehenen  von  G  in  Bestig  auf  die  Flächen 
[ccßy],  sie  ist  unabhängig  von  f  nnd  bleibt  fest,  wenn  y  sich  ändert; 
fällt  diese  Ebene  in  die  Ebene  J  des  Dreiseits  ahc,  so  kommt  aßy 
nach  G  und  diejenige  Hy,  die  der  Lage  von  y  in  ^  entspricht,  ist  die 
Polarfläche  6'^. 

Kehren  wir  aber  wiederum  zu  einer  beliebigen  festen  Ebene  y 
zurück. 

Die  Folate  lon  aß  in  Be^ug  auf  den  Busrhel  [a|3],  evtl  Strahl  der 
SU  G  gehörigen  Gnng}uens,  iit  die  Schnittlmip  der  Polarebene  von  C  in 
Sestig  auf  diesen  Buschel  und  der  Polarebcne  des  Punktes  nßy  in  Bezug 
auf  die  Fläche  [aßy^  Jene  Polarebene  berührt  G^,  diese  Hy,  und  sie 
bewegen  sich  colhneat  um  diese  Flache,  uenn  aß  den  Bündel  C  durch- 
läuft. In  der  That,  wenn  die  ersteie  Ebene  einen  Tang entialke gel  von 
C  beschreibt,  so  durchlduft  dei  stets  auf  aß  gelegene  Berührungs- 
punkt einen  Kegelschnitt  auf  C^,  der  a,  h  trifft,  weil  diese  auf  C* 
liegen;  seine  Piojection  lus  G  auf  y  ist  je  der  Punkt  aßy,  welcher 
demnach  einen  durch  B,  A  gehenden  Kegelschnitt  erzeugt;  die  Strahlen 
ay,  ßy  bewegen  i^ich  daher  piojectiv  um  diese  Punkte,  folglich  durch- 
laufen auch  die  Polaien  «,,  6,  die  beiden  Regeischaaren  von  Sy  pro- 
jectiv,  und  die  V erbin dun gs ebene,  die  Polarebene  von  aßy  nach  [aßy], 
umhüllt  einen  Kegel  2.  Grades;  womit  die  Collineation  bewiesen  und 
unsere  Congruem  von  neuem  als  (2,  6)  zweiter  Art  erkannt  ist. 

Wir  können  die  Congruenz  aus  jeder  Ebene  y  durch  c  und  ihrer 
Fläche  Hy  ableiten;  wenn  nun  y  die  Ebene  eines  der  Geradenpaare 
ist,  etwa  mit  dem  Doppelpunkte  G„  so  sind  alle  Flächen  [aßy]  Kegel 
2.  Grades,  die  ßy  und  by  gehen  stets  durch  G^;  die  beiden  ßegelschaaren 
vereinigen  sich.  Hy  wird  ein  Kegel  mit  der  Spitze  in  G^.  Die  Polar- 
ebenen der  Punkte  aßy  in  Bezug  auf  die  Flächen  [aßy]  gehen  alle 
durch  C^•,  aber  wenn  sich  ay,  ßy  projectiv  um  B,  A  bewegen,  so 
durchlaufen  a.y,  hy  projectiv  die  Kantensehaar  des  Kegels;  ihre  Ver- 
bindungsebene umhüllt  einen  Kegel  2.  Grades  aus  G^.  Jedem  Tan- 
gentialkegel  von  G^  entspricht  ein  Kegel  aus  0,  projectiv,  und  kommt 
jener  selbst  aus  G^,  so  liefern  beide  coneentri sehen  Kegel  durch  die 
Schnittlinien  entsprechender  B er ührungs ebenen  einen  Kegel  4.  Ordnung, 
den  singulären  Kegel  aus  C^  für  unsere  Gongruenz. 
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Durch  die  Spitze  P  eines  Kegels  aus  dem  System  der  Flächen  [aßy]  877 
gehm  2  vereinigte  Strahlen  einer  jeden  der  3  Congniensefn.  Für  die  zu  C 
gehörige  bedeutet  das,  dass  von  C  zwei  in  rr.ß  vereinigte  Doppel secanten 
an  die  Berührungscurve  des  Tangentialkegels  von  F^  aus  P  kommen: 
die  Tangenten  dieser  Curve  in  den  Punkten  Y,  T'  von  ccß,  in  denen 
sich  die  beiden  Kegelsebnitte  S'a,  S?^  schneiden  und  deren  Tangential- 
ebenen I,  I'  (an  F^)  den  Kegel  berühren  und  also  durch  P  gehen, 
fallen  in  eine  Ebene.  Die  ersten  Polarflächen  von  P  nach  F'^  und 
nach  dem  Tripel  der  3  Ebenen  aß)  in  denen  die  3  auf  dem  Kegel 
gelegenen  Kegelschnitte  sich  befindtn,  1  aben  dieselbe  bcbnittcurve  mit 
dem  Kegel;  die  Tangeute  in  dieselbe  m  I  ist  dci  vieite  harmonische 
Strahl  9  ■'^u  PY  in  BezUif  auf  die  von  £  ins  a,  ß  ius_,e8chnittpnen 
Geraden,  denn  so  ergiebt  sie  sich  bei  der  Polarflache  m  Bezu^  auf 
(ß^y);  da  sie  auch  F^  tangiit  so  ist  sie  Tangente  der  oben  goninnten 
Berührungscurve,  und  infolge  diesei  ihrer  Constiuction  lie^t  s  e  mit 
der  Tangente  ^'  von  i    m  deiselben  Ebene  duicli  ccß 

Durch  die  Serükruntfsctirve  r*  des  Tawjent  all  egels  ajn,  C  geht  eine 
Fläche  8y  5.  Grades,  welche  den  ^  m  der  festen  Ebene  y  enthalt  In 
Bezug  OMf  sie  ist  y  Polaiehme  ton  C  Dazu  constiuiren  wir  für  den 
Büschel  (c*)  die  Pampolare  von  C,  d.  h.  die  cubiache  Fläche  der  Kegel- 
schnitte, in  denen  die  Flächen  von  (c*)  von  ihren  zu  C  gehörigen  Polar- 
ebenen geschnitten  oder  von  ihren  aus  C  kommenden  Tangentialkegeln 
beröhrt  werden*),  oder  die  Fläche  der  Punktepaare  auf  den  Strahlen 
durch  C,  welche  in  Bezug  auf  alle  Flächen  von  (e*)  eonjugirt  sind. 
Diese  Deflnition  lehrt,  dass  die  Pampolare  den  Kegel  G(^  längs  c* 
tangirt;  dasselbe  thut  auch  F^,  Zum  Büschel  (e*)  gehört  auch  C^, 
welche  von  ihrer  Polarebene  in  a,  i  geschnitten  wird;  also  haben  F^ 
und  die  Pampolare  ausser  jener  Berührungscurve  noch  a,  b  gemein, 
sie  sind  identisch:  jeder  Kegelschnitt  von  F'^  in  einer  Ebene  durch  c 
liegt  in  der  Polarebene  von  G  nach  der  Eläche  des  Büschels,  die  ihn 
enthält. 

Betrachten  wir  nun  wiederum  einen  Büschel  [ay],  wo  y  unsere 
feste  Ebene  ist.  Seine  Pampolare  für  0  enthält,  weil  G  in  der  Ebene 
a  des  einen  Basis- Kegelschnitts  liegt,  diese  Ebene  ganz;  es  bleibt  als 
eigentliche  Pampolare  eine  Fläche  2.  Grades,  welche  längs  Sj.  den 
Kegel  Cffiy  berührt.  Jede  Fläche  des  Büschels  enthält  noch  einen  S"^; 
die  Berührungspunkte  der  Tangenten  aus  C  an  ihn  liegen  auf  dieser 
Pampolare  2.  Grades,  also  thut  es  die  ganze  c*,  die  bei  den  verschie- 

*)  Vergl.  meine  Syntli et i sehen  XJöterauohuDgen  über  die  Flächen  3.  Ordnung 
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denen  JR,  durch  diese  Beiilhiungapunbte  entstellt  Folglieh  ist  die 
Panipolate  mit  Sy  identisch,  da  sie  mit  ihr  c*  und  St^  genieinaam  hat. 

Sy  tsf  also  Fampolare  voti  C  in  Bezeig  auf  alle  jBjftchel  [«y],  [ßy], 
die  sm  festen  Ebene  y  gehoteti  Folglich  heßnden  sieii  auf  ihr  die  Spiteen 
allet  Kegel  aus  diesen  Buschein,  denn  durch  diese  gehen  die  betreffenden 
Polarebenen,  und  sie  «ind  die  Schnitte  mit  Polaren  üy,  hy,  welche  die 
eine  oder  andeie  Regelschaai  von  H  eifallen,  also  hüden  sie  die 
Scfimtteitrve  von  S,  mit  H^ 

Veianilern  wu  y,  ao  erzeugen  die  S,  Linen  Busche! ,  die  Hy  hin- 
gegen bilden  ein  System  von  Flächen  2.  Grades,  von  dem  durch  jeden 
Punkt  2  gehen;  denn  die  einen  und  andern  RegeJschaaren  dieser 
Flächen  erzeugen  ja  die  zu  B,  bezw.  Ä  gehörige  von  unaern  drei  con- 
focalen  Congruenzen. 

Infolge  dessen  entsteht  auf  einer  G-eraden  eine  Correapondeuz  [4,  2], 
in  der  die  Schnitte  mit  coirespondirenden  Flächen  Sy  und  Hy  ent- 
sprechend sind. 

Von  den  6  Coincidenzen  sind  zwei  die  Schnitte  mit  C^,  in  der  ja, 
wenn  y  nach  zJ  fallt,  sich  Sy  und  Hy  vereinigen.  Die  4  übrigen  be- 
weisen, dass  die  Kegelspitzen  in  dem  Systeme  der  Flä(^n  3,  Grades, 
tvelche  durch  3  Kegelschnitte  von  F^  in  Fhenen  durch  a,  h,  c  gehen,  eine 
Fläche  4.  Ordnung*)  ei-^etigen:  die  gemeinsame  Brennfläche  der  drei  Con- 
gruenzen. 

%  Eine  Erzeugung  der  Congruens   (2,  5)   hat    del  Re**)   angegeben. 

Man  hesiehe  einen  Ebenenbündel  0  colUnear  auf  das  Strahlenfeld  einer 
Tangentialebene  t^  einer  Fläche  2.  Grades  F^  und  schneide  jede  Ebene 
von  0  mit  der  (zweiten)  Berukrungsebene  von  F^  aus  dem  entsprechend&t 
Strahle  von  t^;  durch  diese  Schnittlinien  entsteht  die  Congruens. 

Dem  Berührungskegel  aus  einem  Punkte  P  an  F^  entspricht  in 
0  ein  Kegel  2.  Gradea;  deasen  durch  P  gehende  Tangentialebenen 
liefern  die  beiden  Strahlen  der  Congruenz  aus  diesem  Punkte.  In  einer 
Ebene  re  entstehen  durch  entsprechende  Ebenen  von  0  und  F^  zwei 
Strahlenfelder  von  solcher  Verwandtschaft,  dass  jedem  Strahle  des 
ersten  ein  Strahl  im  zweiten,  jedem  des  zweiten  2  Strahlen  im  ersten 
correspondiren  und  wenn  der  eine  Strahl  einen  Büschel  beschreibt,  der 


*)  Auch  dieser  Beweis  der  4.  Ordnung  der  KegelspitEtn  fl  iche  i?t,  mit  Aus- 
nahme des  SchlusseB,  von  Cremona  gegeben  worden,  Ansaerdem  sind  noch  zu 
diesen  drei  confocalen  Congruenzen  au  erwähnen;  Schur,  Tournal  f  Mathematik 
Bd.  95  S.  207,  W.  Stahl,  ebenda  Bd.  101  S.  73,  Hambeit,  Journal  de  Math6 
matiques  Ser.  IV  Bd.  7  S.  391. 

**)  Eendioonti  del  Circolo  matematico  di  Palermo  Bd  I  S  279 
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entsp  reell  ende,  bezw.  die  ent  sprechenden  einen  Kegelachnitt  omliüllen. 
Dies  führt  nach  dem  Correspondenz-Princip  der  Ebene  {I,  Nr.  32)  zu 
5  Coincidenzen,  den  Strahlen  der  Congrnenz  in  it. 

Der  Scheitel  0.  des  Bündels  ist  der  singulare  Punkt  4.  Grades; 
ferner,  3  Punkte  von  t^  U^en  in  ihren  entspredienden  Strahlen  von  0; 
sie  sind  die  singularen  Funkte  3.  Grades.  Dem  Taagentenbüschel  von 
F^  in  t(,  entspricht  in  0  ein  Ebenenbüscliel,  welcher  in  t^,  einen  mr 
Congrumg  gehörigen  Strahlenbüschel  einschneidet.  Die  Geraden  g^^,  l^ 
von  F^  in  r^  mögen  den  Ebenen  Yoi  ^o  ^**^  ^  entsprechen;  die  Ebenen- 
büschel  um  jene  schneiden  in  diese  die  heiden  weiteren  StroMenbüschel 
der  Congmenz  ein.  Jedem  Strahle  x  von  (0,  y^  entspricht  ein  Punkt 
von  ^0  und  die  durch  ihn  gehende  Gerade  Z  der  andern  Schaar  von 
F^\  X,  l  bewegen  sich  projectiv  und  treffen  sich  dreimal.  So  kommen 
wir  zu  3  in  y^  gelegenen  Punkten,  von  denen  ein  Kegel  2.  Grrades  an  die 
Congruens  kommt,  und  ebenso  enthält  X^,  3  singulare  Punkte  3.  Grades. 

Eine  Gongruem  (7,  2)  bildem  die  Äxen  der  Paraboloide,  welche  ein  879 
gegebenes  Polm-tetraeder  JI  haben.*)     Diese  Paraboloide  5ß^  bilden  eine 
Schaarsehaar,    deren  Grundebenen    die    unendlich  ferne  Ebene  (S  und 
die  7  Ebenen  sind,   weiche  von  @  harmonisch  getrennt  werden  durch 
Ecke  und  Gegenebene  oder  durch  zwei  Gegenkanten  von  11. 

Diö  Ase  eines  der  5ß^  ist  die  Polare,  nach  ihm,  der  Geraden, 
welche,  in  Bezug  auf  die  abaolute  Curve  ^^,  zu  dem  unendlich  fernen 
Berührungspunkte  der  Fläche  polar  ist. 

Wir  begnügen  uns  mit  dem  Nachweise  der  Klasse  und  Ordnung 
und  einigen  Bemerkungen  über  die  singularen  Ebenen, 

Es  sei  X  eine  beliebige  Ebene;  die  ^^,  welche  E  Jn  den  Punkten 
von  ©IC  tangiren,  bilden  eine  Schaar,  die  Pole  von  re  in  Bezug  auf 
sie  eine  in  ®  gelegene  Punktreihe,  die  zur  Reihe  der  Berührungspunkte 
auf  Sjt  projectiv  ist  und  daher  auch  zum  Strahl enbUschel  der  Polaren 
derselben  in  Bezug  auf  ft*;  folglieh  geht  zweimal  einer  von  diesen 
StrahSen  durch  den  entsprechenden  Pol  von  jr,  und  seine  Polare  nach 
dem  betreffenden  '$^  fällt  in  sr. 

Die  Polaren  einer  Geraden  j  in  @  in  Bezug  auf  die  $^  bilden 
eine  Congmenz  3.  Ordnung;  denn  die  Polarebenen  eines  Punktes  P 
umhüllen  eine  Fläche  3.  Klasse;  also  gehen  3  durch  j  und  demnach 
3  Polaren  von  j  durch  P.  Es  seien  g'  die  Polaren,  in  Bezug  auf  St^, 
der  Berührungspunkte  ^,  mit  @,  der  betreffenden  ^^;  so  sind  jeder  g 
3  Gerade  g'  zugeordnet,  während  jeder  g',  wenn  3£  zh  ihr  nach  ^^  polar 

')  Meister-Rasehe,  ZeitBchrift  f.  Mathematik  und  Pliysik  Jg.  34  S.  84. 
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ist,  die  Polare  f  von  T'S^  in  Bezug  auf  das  in  ti  berührende  %^  ent- 
spricht. Beschreibt  e'  einen  Büschel,  so  durchläuft  S  eine  Punktreihe, 
S|3^  eine  Schaar,  die  Polarebene  von  P  einen  Torsus  3.  Klasse  und  ihr 
Schnitt  5  mit  <ä  eine  Curre  3.  Klasse,  welche  also  in  der  Verwandt- 
schaft zwischen  j  und  5'  dem  Strahl enh  fisch el  von  j'  entspricht.  Das 
Correspondenz-Princip  lehrt,  dass  es  1  +  3  +  3  =  7  Coincidenzen  giebt^ 
und  die  entsprechenden  Geraden  PK  sind  die  dnrch  P  gehenden  Axen. 

Die  Ebene  ®  ist  die  singulare  Ebene  6.  Grades,  und  die  Curve 
6.  Klasse  ist  der  Ort  der  Tangenten  der  in  den  verschiedenen  Punkten 
von  W'  tangirenden  ^^,  welche  je  der  Tangente  von  S^  polar  sind, 
oder  der  Strahlen,  vrelche  den  Tangenten  von  ^^  je  gepaart  sind  in  den 
Involutionen,  die  um  die  verschiedenen  Punkte  von  9:^  durch  die  Strah- 
len nach  den  Gegenecken  des  Polvierseits  ü^  bestimmt  werden.  Auf 
$?  entsteht  eine  Co rre spenden 7,  [5,  1]  von  Punkten  S,  X',  derartig, 
dass,  vrenn  D  ein  fester  Punkt  in  @  ist,  KD,  $^'  in  der  Involution 
um  3£  gepaart  oder  harmonisch  sind  in  Bezug  auf  das  Geradenpaar, 
in  dem  E  von  dem  in  i£  berührenden  ?ß^  geschnitten  vfird;  5  ergiebt 
sich  daraus,  dass  die  Hesse'sche  Curve  3.  Ordnung  der  Berührungs- 
punkte der  ^^,  in  Bezug  auf  welche  3£'  und  D  conjugirt  sind,  S^  ausser 
in  3£'  noch  fünfmal  schneidet.  Die  6  Coincidenzen  dieser  Correspon- 
deuz  liefern  die  durch  D  gehenden  Tangenten  der  Curve  6.  Klasse. 

ifit  den  10  singulären  Ebenen  3.  Grades  gehören  die  4  Ebenen  von 
IT,  in  denen  je  die  Axen  von  00^  zur  Schaarsdiaar  gehörigen  Parabeln 
liegen. 

Die  6  übrigen  singulären  Ebenen  3.  Grades  sind  nicht  so  un- 
mittelbar ersichtlich. 

Analog  sind  bei  d^  Congruens,  ebenfalls  (7,  2),  wekhe  durch  die 
Axen  der  durch  4  gegebene  Punkte  gehenden  Botaiionsparaholoide  gebildet 
mrd*),  die  singulare  Ebene  6.  Grades,  die  ®  wie  hier,  und  6  von  den 
10  singulären  Ebenen  3.  Grades  leicht  zu  ßnden,  während  die  4  Übrigen 
weniger  einfach  za  ermitteln  sind. 


Am  Schlüsse  von  Nr.  854  wird  man  den  Fall  vermissen,  dass  Fi^ 
ein  Kegel  in  beliebiger  Lage  zum  Piinktepaar  K^'^'K^  ist;  es  ergiebt 
sich  da  ein  schou  behandelter  Fall,  nämlich  [(211)11]  mit  zwei  sieh 
schneidenden  Büscheln  von  Doppel  strahlen  und  einer  Reihe  von  Strah- 
lennetzen durch  dies  Büschelpaar.    Während  früher  (Nr.  841)  das  Ge- 

*)  J.  B.  Eck,  Ueber  die  Vertheilung  der  Äsen  der  Eotationa flächen  2.  Grades, 
welche  durch  gegebene  Pankte  gehen,  (Diasertation  von  Monster  1890)  S.  29;  vergl. 
auch  IL  Nr.  459. 
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büsche  G  durch  einen  Strahl  des  einen  und  einen  des  andern  Doppel- 
büschels gelegt  wurde,  können  wir  es  (Nr.  846)  auch  durch  den  eiaen 
Doppelbüsehel  legen;  die  Spitze  des  Kegels  Fj^  gieht  dann  den  andern. 
Die  Mannigfaltigkeit  5  des  Grundbüschels  von  G  und  die  Mannigfaltig- 
keit 8  des  Kegels  2.  Grades  in  Z-,  giebt  die  Mannigfaltigkeit  13  dieser 
Art.     An  sie  schliessen  sich  dann  [(221)1]  und  [(321)]  an. 

In  Nr,  836,  837  ist  vergessen  zu  erwähnen,  dass  die  vier  dort 
behandelten  Arten  durch  Montesano's  Abbildung  sich  ergeben,  wenn 
der  Kegel  F^^  die  (allgemeine)  Grundfläche  K^^  so  schneidet,  dass  die 
Schnittcurve  einen  Doppelpunkt,  einen  Rückkehrpunkt  besitzt,  in  zwei 
Kegelschnitte  mit  getrennten,  bezw.  vereinigten  Schnitten  zerfällt, 
üebrigens  ergeben  sieh  alle  Arten  mit  einer  doppelten  ß^gelschaar 
ebenso  gut  bei  einem  Grund-Kegelschnitte  (Nr.  824)  als  bei  einer  all- 
gemeinen Grundfläche;  denn  man  kann  das  Gebüsche  G,  statt  durch 
2  getrennte  Geraden  jener  Regelscbaar,  auch  durch  2  unendlich  nahe 
legen.  Bei  [(111)(11)1J  kann  man  diese  Grundgeraden  auch  in  die 
beiden  isolirten  Doppel  strahlen  legen:  Fj^  und  die  Grundfläche  K^\ 
beide  allgemein,  berühren  sich  dann  längs  eines  Kegelschnitts;  wird 
derselbe  ein  Geradenpaar,  so  erhält  man  [(211)(11)]  (Nr.  841), 
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Leipzig,  allgemeineDnteraucliungen  über  das  Newton'sche 
Prinoip  der  Fer  n  Wirkungen  m,  besonderer  Rücksicht  auf  die  elek- 
trisehen  Wirkungen.   [XXI  u.  292  S.]   gr.   8.   1896.  geh.  n.  Jt  10.— 

Flüeker's,  Julius,  gesammelte  wissenschaftliche  Ahhand- 
lungeji.  Im  Auftrag  der  I^I.  öesellechaft  der  Wissenschaften  zu 
Göttingen  herausgeg.  von  A.  Schoenplies  u.  Fh.  Pockelb,  In  2  Bänden, 
gr.  8.   geh.   n.  M.  50.— 
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II.  Baufli  PhyBikiliBolie  Atianaluugen,    Hra^.    von  Fb.  Pockem.    Mit  78 
ToitäBursn  und  9  Tafaln.    [XVIII  a.  93i  S.3    18  96.    n,  ^30.— 

Soblegel,  Dr.  T.,  Professor  an  der  Gewerbeschule  in  Hagen,  die 
(rraasmann'sche  Auadehnungslehre.  Ein  Baitrag  zur  Ge- 
schichte der  Mathematik  in  den  letzten  fünfzig  Jahren.  [44  S.] 
gr.  8.     1896.     geh.  n.  ^  2.— 

Staude,  Dr.  Otto,  ordentlicher  Professor  der  Mathemetik  an  der 
üniTemtät  Kostook,  die  Focaleigenschaften  der  Flächen 
aweiter  Ordnung.  Ein  neues  Kapitel  zu  den  Lehrbüchero  der 
analytischen  Geometrie  des  Baumes.  Mit  4d  Figuren  im  Text. 
[VIU  u.  185  S.]    gr.  8.     1896.    geh.  n.  Ji  7.— 

Stahl,  Dr.  Hermann,  Professor  der  Mathematik  in  Tübingen,  Theorie 
der  Abersßhen  Functionen.  Mit  Figuren  im  Test.  [Xu.354S,] 
gr.  8.     1896.     geh.  n.  JC  12.— 

Stolz,  Dr.  Oito,  ord.  Professor  an  der  Universität  zu  Innsbruck,  Grund- 
züge der  Differential-  und  Integralrechnung,  In  2  Theilen. 
IT.  Theil:  Complexe  Veränderliche  und  Functionen.  Mit  33  Figuren 
im  Text.     [IX  u.  338  S.]     gr.  8.     1896.     geh.  n.  JCS.— 

Volkmaniij  P,,  ord.  Professor  an  der  Universität  Königsberg  i.  Pr,, 
Franz  Neumann,  *  II.  September  1798,  f  23.  Mai  1895.  Ein 
Beitrag  zur  Geschichte  deutscher  Wissenschaft.  Dem  Andenken  an 
den  Altmeister  der  mathematischen  Physik  gewidmete  Blätter  unter 
Benutzung  einer  Eeihe  von  authentischen  Quellen.  Mit  einem  Bild- 
nies Franz  Nenmann's.    [Vn  u.  68  8.]    gr.  8.    1896.    geh.  n.  JC  3.40. 

- erkenntnJstheoretischeGrundzflge  derKaturwissen- 

t;chaften  und  ihre  Beziehungen  zum  Geistesleben  der 
Gegenwart.  Allgemein  wissenschaftliche  Vorträge.  [XII  u.  181  S.] 
gr.  8.     1896.     geh.  n.  Ji  6.— 

Weiler,  Dr,  A.,  ia  Züiich,  neue  Behandlung  der  Parallelpro- 
jektionen und  der  Axonometrie.  Mit  109  Figuren  hn  Text. 
3.  wohlfeile  Ausgabe.     [VH  u.  aiO  S.]    gr.  8.    1896.    geh.  n.  Ji  2.80. 

WüUner,  Adolph,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik,  i  Bände. 
Zweiter  Band.  Die  Lehre  von  der  Wärme.  Fünfte,  vielfach 
umgearbeitete  und  verbesserte  Auflage.  Mit  131  in  den  Text  ge- 
druckten Abbildungen  und  Figuren.  [XI  u.  936  8,]  gr.  8.  1896. 
geh.  n.  JC  12.— 
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